Lgsningsforslag
Prgveeksamen i MAT-INF 1100, Hgsten 2003

Denne prgveeksamenen har samme format som den “virkelige” eksamenen, og
inneholder oppgaver av samme type og vanskelighetsgrad. Fgrste del av eksamen
bestar av 10 flervalgsoppgaver som teller 3 poeng hver. Det er bare et riktig
svaralternativ pa hver av disse oppgavene. Dersom du svarer feil eller lar veere
a krysse av pa en oppgave, far du null poeng. Du blir altsa ikke "straffet” for a
gjette. Andre del av eksamen bestar av tradisjonelle oppgaver. I denne delen
teller hvert av de 7 delspgrsmalene 10 poeng. Den totale poengsummen er altsa
maksimalt 100 poeng. I andre del av eksamen ma du begrunne hvordan du har
kommet fram til resultatene dine. Svar som ikke er begrunnet far 0 poeng selv
om de er riktige!

Kalkulator er eneste tillatte hjelpemiddel pa eksamen. Formelarket
vil bli delt ut sammen med oppgavesettet.

Om lgsningsforslaget: Jeg har ikke vist detaljer i alle flervalgsoppgavene,
om det er noe du savner sa send meg en e-post. Veer som vanlig pa vakt mot
trykkfeil!

Del 1: Flervalgsoppgaver

Oppgave 1. Taylorpolynomet av grad 3 til funksjonen f(z) = e¢~* om punk-
tet a = 0 er gitt ved

(] 14z+222+a3/6 [ 1+a+22/2+23/3
D 1—2—2%/2—23/6 1—z+2%/2-23/6
D 1—z+2%/2—23/3

Lgsning. Fglg oppskriften pa Taylorpolynomer.

Oppgave 2. Taylorpolynomet av grad 3 til funksjonen f(x) = arctanz om
punktet a = 0 er gitt ved

[] 14222 e—a3/3  [] 1+z/2+2%/3+23/4
D r—a3/6 D r+23/6

Lgsning. Husk at f/(z) = 1/(1 + 22) og bruk oppskriften.

Oppgave 3. Koeffisienten foran 2 i Taylorpolynomet til funksjonen f(z) =

Jy €™ du om punktet a =0 er

(11 [Jo [Js [] -3 ¥ 1/6



Lgsning. Den deriverte til f er gitt ved f’(x) = . Fra denne formelen kan
vi finne de hgyere deriverte til f. Resultatet er f"”(z) = % (cos(z?) — sin ).

Oppgave 4. Bernsteinpolynomet b; ,(z) = (7)(1 —2)'a"%, der 0 < i < n og
n > 0 har egenskapen

bin(x) <1 for alle z € [0,1] D bin(0) =1/2

(] bin(@) <0lforalleze(0,1] [] bin(1)=1/2

D b n(z) <2 for alle z € R

Lgsning. Vi vet fra kapittel 9 i kompendiet at Y. b; ,(z) = 1 og at b; ,,(z) >

0 for = € [0,1]. Men hvis en sum av ikke-negative tall summerer seg opp til 1
kan ikke noen av tallene veere stgrre enn 1, altsa er (a) riktig.

Oppgave 5. Differensialligningen 1’ + y = = har lgsningen
D y(z) =1+ Cx yx)=—1+z+Ce™® D y(z) =z + Cx?/2
L y@)y=a+ce [] ya@)=a?/2+Ce"

der C' er et vilkarlig, reelt tall.
Lgsning. Lgses med teknikken i seksjon 10.1.

Oppgave 6. Differensialligningen 3’ + y/x = 23 med initialverdi y(1) = 1 har
lgsningen

y(x) =a*/5+4/(x) [ y@)=2* [ y@)=22/2+1/(22)
[ y@) =« [ y@)=1/2

Lgsning. Lgses med teknikken i seksjon 10.1.

Oppgave 7. Differensialligningen 3/ —2zy~'/2 = 0 har den generelle lgsningen
3N 2/3

0 vw=vexc [ yw=a+c y@) = (35) @+

L sw=@+ops [ ) =er©

der C er et vilkarlig, reelt tall.

Lgsning. Siden ligningen kan skrives y/'y'/? = 2z kan den lgses ved separasjon
av variable. Vi far

2
gy3/2:/yl/Qdy:/2xd:c=9c2—|—C'.

Vi lgser med hensyn pa y og far



Oppgave 8. Differensialligningen y”" 43y’ 42y = 0 har den generelle lgsningen
D y(x) = cosx D y(x) = Cycosx + Cysinx

y(@) = Cre > + Coe® ] y(a) = Cre " + Che”

L] y(2) = Cre™® + Coe*

der Cy og C5 er vilkarlige, reelle tall.

Lgsning. Den karakteristiske ligningen er z? 4+ 3z + 2 = 0 som har rgtter
r1 = —2 og ro = —1. Dermed er alternativ 3 riktig.

Oppgave 9. Differensialligningen y”’ 42y’ + 10y = 0 med initialverdier y(0) =
0, ¥'(0) = 3 har lgsningen

[ y@)y=32  [] y(a)=3¢"-3 y(x) = e~" sin(3z)

U vy =eteos3e) [ gy =e

Lgsning. Den karakteristiske ligningen er 2% + 2z + 10 = 0 som har rgtter
rp = —1—3¢ og ro = —1 + 3i. Dermed er den generelle lgsningen

y(z) = e *(Cy sin(3z) + Cs cos(3x))
og den deriverte er
y'(z) = —e " (Cysin(3z) + C cos(3z)) + 3e~*(Cy cos(3z) — Casin(3z)).
Initialverdiene gir ligningene 0 = y(0) = C3 og 3 = 4/(0) = —C5 + 3C; som har

lgsningen C7 = 1 og Cy = 0. Dermed er alternativ 3 riktig.

Oppgave 10. Differensialligningen 3y’ = y cos x med initialverdi y(0) = 1 har
lgsningen

v =emr [Jy@=c [ @) =cwsa [] ya=c
L] y@)=e
Lgsning. Ligningen er separabel og kan skrives som y'/y = cosz. Dermed

far vi
In|y| =sinx +C

som gir '
y({'E) — DeSlHQZ‘-

Initialverdien gir D = 1 sa alternativ 1 er riktig.

Del 2

Husk at i denne delen ma alle svar begrunnes!



Oppgave 1. I denne oppgaven skal vi studere Taylorpolynomene til logarit-
mefunksjonen om punktet a = 1.

a) Bestem Taylorpolynomet av grad 3 til funksjonen f(z) = Inz om punktet
a = 1 og bruk dette til & regne ut en tilnserming til In1.1.

Lgsning. Vi har

(z) =lnz, f1) =0,
flz) =1/=, fla=1
fll@)=-1/2%  f'(1) = -1,
(@) =2/2%, () =2

Vi far dermed
Tof(x) = F(1) + (2 = Df (1) + (0 = D2F"(1)/2+ (@ — 1)*F(1)/6
=(x—-1)—(z-1)%/2+(x—-1)3/3
og T3f(1.1) = 0.1 — 0.12/2 + 0.13/3 = 0.0953333.

b) La T, f(x) betegne Taylorpolynomet til f avgrad noma = 1, ogla R,, f(z) =
f(z) = T, f(z) betegne restleddet. Vis at restleddet kan skrives som

(I _ 1)n+1
n+1

—n—1
3

Ry f(z) = (=1)"
der c er et tall i intervallet (1, x).
Vi gnsker a bruke T, f til a regne ut en tilnsermet verdi av In1.1. Finn en verdi
av n slik at feilen garantert er mindre enn 107! i tallverdi.
Hint: Her kan du fa bruk for Lagranges versjon av restleddet som sier at om vi
Taylorutvikler om a sa kan feilleddet skrives som
(LE _ a)nJrl

R, f(z) = Wﬂ”*”(c).

Her er c er et tall i intervallet (a,x)

Lgsning. For a finne R, f(z) trenger vi et generelt uttrykk for den deriverte
til f. Det lgnner seg & skrive f/(r) = x~!. Vi finner da f”(r) = —272 og
f"(x) = 2273 slik som over. Den generelle formelen ser vi blir £ (z) =
(=1)"L(n — 1)z~ (formelt sett bgr dette vises ved induksjon, men det er
ikke ngdvendig for en sapass opplagt formel). Setter vi inn dette i formelen for
restleddet med a = 1 far vi

(l‘ _ 1)n+1 (l‘ _ 1)n+1

R — —1)*p! —(n+1)) —(—1)" —n—1
der c er et tall mellom 1 og x.
Setter vi z = 1.1 blir dette
(1.1 —1)n 1
1)) =(-1)"—<+—¢c"
Raf(L1) = (1) =y

der c er et tall mellom 1 og 1.1. Pa intervallet [1,1.1] er funksjonen ¢~ "1 stgrst

i ¢ =1 slik at vi har
0.1n+1

n+1°

|R, f(1.1)] <



Feilen vil bli mindre enn 107!° om hgyresiden i denne ulikheten er mindre enn
10719 Det oppnar vi om 0.1"7!/(n + 1) < 10719 Vi ser at dette vil skje for
forste gang nar n = 9.

Oppgave 2. Finn den lgsningen av differensialligningen
y”+2y’+2y=m

som tilfredstiller inititialverdiene y(0) = 1 og 3'(0) = 0.

Lgsning. Vi finner forst den generelle lgsningen y;, til den homogene lignin-
gen. Den karakteristiske ligningen er 2242z +2 = 0 som har rgttene r; = —1—1i
og —1 414 sa vi har

yn(x) = e ¥(Ccosx + Dsinx).

For a finne en partikuleer lgsning prgver vi med en lgsning pa samme form som
hgyre siden, y,(z) = A+ Bx. Da er y,(r) = B og y, (x) = 0. Setter vi dette
inn i ligninen far vi

x =y, + 2y, +2y, = 2B + 2A + 2Bx.

Skal denne ligningen holde for alle x ma vi ha 24 + 2B = 0 og 2B = 1. Vi
har derfor A = —1/2 og B = 1/2. Dermed er y,(z) = (z — 1)/2 en partikuleer
Igsning. Den generelle lgsningen av ligningen er derfor

-1
y(x) = yp(x) + yn(z) = % + e *(Ccosz + Dsinz).
Initialverdiene gir
1
lzy(O)=—§+C,
1

som gir C' = 3/2 og D = 1. Lgsningen er dermed

(x—1+e "(3cosz + 2sinx)).

DN | =

y(x) =

Oppgave 3. I denne oppgaven skal vi studere en modell for sparing.

a) Du har bestemt deg for a spare og gnsker & ha kr. 300 000 tilgjengelig etter 10
ar. Du begynner sparingen ved a sette et belgp b i banken til en arlig fastrente
pa 5% ved begynnelsen av et ar. Renten utbetales ved utgangen av hvert ar. 1
tillegg sparer du et belgp pa s kroner hvert ar som settes inn pa kontoen ved
utgangen av aret.

Forklar hvorfor belgpet x, som du har i banken etter n ar er gitt ved

T, =1.05x,_1+s, xzog="0.

Hvis s = 18 000 kroner, hvor stor méa da b veere for at du skal ha 300 000 kroner
etter 10 ar?



Lgsning. Ved inngangen til et ar n har vi x,_1 kroner i banken. Med 5%
rente gker dette til 1.05z,_1 ved neste arsskifte. I tillegg setter vi inn s kroner
og har dermed z,, = 1.05xz,,_1 + s i banken ved arsskiftet. Dessuten starter vi
med b kroner sa xg = b.

For & lgse ligningen sa observerer vi at den homogene ligningen z,, = 1.05x,,_1
har lgsningen 2" = C'1.05". For & finne en partikuleer lgsning av den inhomo-
gene ligningen prgver vi med zP, = A. Det gir

A=1.05A+s
sd A = —s5/0.05 = —20s. Den generelle lgsningen til ligningen er dermed
T, = 2P + 2l = —20s + C1.05™.
Initialverdien x¢ = b gir
b=29=-20s+C
sa C' = b+ 20s. Losningen er dermed

xn = —20s + (b + 20s5)1.05™. (1)
Na er s = 18000 og vi gnsker at x19 = 300000. Dermed ma vi ha
300000 = 219 = —360000 + (b + 360000)1.05°.

Dette gir b = 660000/1.05'° — 360000 ~ 45183.

b) Du vurderer andre sparestrategier og gnsker at belgpet b som du begynner
sparingen med skal veere lik det arlige sparebelgpet s. Hvor mye ma du na spare
hvert ar for a ha 300 000 kroner etter 10 ar?

Lgsning. Lgsningen (1) gjelder fremdeles. Hvis vi setter b = s far vi z,, =
—20s + 2151.05™. Med z19 = 300000 gir dette

300000

= ~21117.

® T 921.1.0510 — 20

¢) Du regner med en prisstigning pa 3 % pr. ar og mener du bgr ha rad til a la
det arlige sparebelgpet gke pa samme mate som prisstigningen. Forklar hvorfor
belgpet y, du na har etter n ar er gitt ved

Yn = 1.05yp—1 + 1.03"s.

Hvis s = 18 000 kroner som i (a), hvor mye ma na startkapitalen b veere for at
du skal ha 300 000 kroner etter 10 ar?

Lgsning. Med 3% prisstigning blir s til 1.03s etter et ar, til 1.03(1.03s) =
1.03%s etter to ar. Det n’te aret skal vi derfor betale inn 1.03™s kroner. Resten
av modellen er som fgr.

For a finne ngdvendig startkapital na ma vi lgse den nye differensligningen. Den
homogene ligningen er den samme, men vi ma finne en ny partikuleer lgsning.
P& grunn av leddet 1.03"s forsgker vi med en lgsning pa formen y? = A1.03".
Setter vi inn i ligningen far vi

A1.03" =1.05-1.03" 1A +1.03"s



eller
1.03A =1.05A + 1.03s

sd A = —1.035/0.02 = —51.5s = —927000. Den generelle lgsningen av ligningen
er derfor na
Yyn = —927000 - 1.03"™ + C' 1.05™.

Initialverdien yg = b gir
b = yo = —927000 + C

eller C' = b+ 927000 slik at kapitalen utvikler seg som
Yn = —927000 - 1.03" + (b + 927000)1.05™.
Hvis y19 skal vaere 300000 far vi en ligning for b,
300000 = —927000 - 1.03'% + (b + 927000)1.05.

Lgser vi denne far vi b = (300000 + 927000 - 1.0319)/1.05'% — 927000 ~ 21994.

Oppgave 4. En fplge er gitt ved differensligningen z,, = 2,—1/2+ (n+1)/n
for n > 1, der g = 2. Vis ved induksjon at 2 < z,, < 3 for alle heltall n > 0.

Lgsning. Hvis vi regner ut noen av verdiene far vi zop = 2, 1 = z3 = 3,
x4 =17/6 =~ 2.8333, x5 = 8/3 ~= 2.6667. Resultatet ser altsa ut til a holde.

Vi viser forst at x,, > 2. Dette er apenbart sant for n = 0. Anta s& at vi har
vist at xp > 2, vi ma vise at xx41 > 2 der k er et vilkarlig naturlig tall. Vi har

rr k42
LI M W )
Trt1 9 + ] +
Her har vi brukt antagelsen om at x; > 2 og at uttrykket (k+2)/(k + 1) alltid
er stgrre enn 1 nar k er positiv.
Beviset for x,, < 3 gar pa samme mate. Det er apenbart sant for n = 0. Anta
derfor at z;, < 3, vi ma vise at da er ogsa zr4+1 < 3 der k er et vilkarlig naturlig

tall. Vi ser at b2 5 3
T
= — < = — = 3.
Th+1 2+k+1_2+2 3

Her har vi brukt antagelsen xp < 3 og at uttrykket (k + 2)/(k + 1) avtar med
k og derfor er stgrst for k = 1 (da har det verdien 3/2).



