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1 Innledning

P4 forelesningen 23 /8 gjennomgikk vi i detalj et induksjonsbevis for at forme-
len

> i= %n(nﬂ) (1)
=1

er riktig for alle naturlige tall n = 1, 2, 3, ..., og dette notatet er en
oppsummering av denne forelesningen. Induksjon er erfaringsvis et tema
mange sliter med, men det viktigste steget i a utvikle forstaelsen er a se at det
virker pa et eksempel der en forstar alle detaljer. Nar en sa skal gjennomfgre
andre bevis kan en referere tilbake til det enkle prototypeksempelet nar en
blir usikker.

Fordelen med formelen (1) er at en sum som inneholder n ledd, og dermed
kan bli sveert lang nar n er stor, kan beregnes ved den enkle hgyresiden
som bare inneholder produktet av de tre tallene 1/2, n og n + 1. Hvis for
eksempel n = 10000 er det en lang og kjedelig jobb a regne ut 221220%
selv pa en lommeregner, mens det er kjapt a regne ut hgyresiden til & veere
1/2-10000 - 10001 = 50005000.

Noen lurer pa hvor vi fikk formelen (1) fra. Det er forsavidt et godt
spgrsmal, men det er ikke det vi er opptatt av na. Det fins metoder for &
finne fram til slike formler, ofte ved mer eller mindre strukturert gjetting.
Veldig ofte gir ikke slike metoder noe bevis for at formelen alltid er riktig;
dette ma sjekkes pad annen mate, og da er induksjonsbevis et svaert nyttig
verktgy.

2 Et meget detaljert induksjonsbevis

La oss begynne med & sjekke om formelen (1) holder for sma verdier av n.
For & gjgre dette er det hendig & gi formelen pa hgyre side et navn, for



eksempel

1
8p = §n(n +1).

e n = 1. I dette tilfellet ser vi at venstresiden av (1) er le:li = 1 mens
hgyresiden er s1 =1/2-1-2 = 1. Altsa stemmer formelen for n = 1.

e n = 2. Na blir venstresiden Z?Zli = 1+ 2 = 3, mens hgyresiden er
s9 =1/2-2-3 = 3. Dermed er formelen ogsa riktig for n = 2.

e n = 3. Venstresiden er Zg’:li = Z?Zli +3 =343 = 6, mens
s3=1/2-3-4 =6, sa formelen (1) stemmer ogsa for n = 3.

e n = 4. Venstresiden er Y7 i = >0 i+4 = 6+4 = 10, mens
s4g=1/2-4-5=10, sa formelen stemmer.

e n = 5. Venstresiden er Z?Zli = E?Zli +5 =10+ 5 = 15, mens
s5 =1/2-5-6 = 15, s formelen stemmer.

e n = 6. Venstresiden er >0 i =32 i+6 =15+ 6 = 21, mens
s¢ =1/2-6-7 =21, sa formelen stemmer.

e n = 7. Venstresiden er ZZZIZ' = Z?:li + 7 =2147 = 28, mens
s7=1/2-7-8 =28, sa formelen stemmer.

Sa langt ser det klart ut som formelen (1) er riktig, men vi har bare sjekket 7
tilfeller, sa det er uendelig mange igjen & sjekke! Skal vi fa sjekket at formelen
er riktig for alle verdier av n ma vi apenbart finne en annen framgangsmate
enn & sjekke hvert enkelttilfelle.

Néar vi ser pa hva vi gjorde for & verifisere formelen i tilfellene n = 1,
2, ..., 7 sa er det ett fellestrekk som gar igjen i hvert tilfelle, bortsett fra
tilfellet n = 1. Nar vi for eksempel sjekket tilfellet n = 6 sa kunne vi benytte
oss av at vi allerede hadde regnet ut Z?:li = 15, noe som gjorde arbeidet
raskere. Nar vi sa skulle regne ut Zzzli benyttet vi oss av at vi allerede
hadde regnet ut Zlei = 21. Hvis vi fortsetter & sjekke spesialtilfeller er
dette en god og fornuftig strategi.

Anta na at vi fortsetter a sjekke enkelttilfeller og at det gar bra helt opp
til n = k. Med andre ord tenker vi oss at vi har sjekket at formelen stemmer
for alle naturlige tall n = 1, 2, 3, ..., k; na skal vi sjekke om mgnsteret over
gjentar seg: at (1) holder ogsa for n =k + 1.



Vi har altsa sjekket formelen forn =1, n=2, n=3, ..., n =k slik at

vi vet at formelen
k

Si=si=ghk+1) @)

i=1
er riktig. La oss se om vi kan utnytte dette til & vise at formelen da ogsa
gjelder for n = k 4 1, altsa at

1
Zi:3k+1:§(k+1)(k+2)' (3)
=1
Som i tilfellene n =1, 2, 3, ..., 7 splitter vi summen og skriver
k+1 k
= (Zz) +k+1.
i=1 i=1
Siden vi na antar at (2) er riktig utnytter vi dette og far
k+1 k
Si= (Y i) +k+1
i=1 i=1

= Sh(k+ 1)+ (k4 1)
et
_ %(k+1)(k+2).

Men dette siste uttrykket er apenbart det samme som siy1. Dermed har vi
bevist at om formelen (2) er riktig sd vil ogsd formelen (3) veere riktig. Med
andre ord er det slik at om (1) gjelder for n = k sa vil den ogsa gjelde for
n==k+1.

Hvilke konsekvenser har dette? Vi sjekket over at (1) er riktig for n =7,
sa vi vet at hypotesen var om at (2) skal veere sann faktisk er riktig nar
k = 7. Argumentet vi nettopp gjennomfgrte viser at da ma ogsa (3) veere
sann, altsa holder (1) for n = k+ 1 = 8. Men da kan vi gjenta argumentet
vart med k = 8. Dette gir at formelen ogsa ma veere riktig forn = k+1=9.
Deretter kan vi gjenta argumentet med £ = 9, k = 10, kK = 11 osv, og det
utrolige er at vi pa denne méaten kan etablere (1) for alle mulige verdier av
n. Isteden for & sjekke (1) for hver eneste verdi av n har vi altsa etablert
et argument som gker gyldigheten av formelen fran = k til n = k 4+ 1, og
siden argumentet gjelder for alle positive verdier av k ser vi at vi dermed har



bevist (1) for alle verdier av n. Vi ser ogsé at det ikke er ngdvendig & sjekke
s& mange verdier av n til & begynne med som det vi gjorde. Faktisk holder
det & verifisere formelen for n = 1; etter dette kan vi bruke argumentet over
fork=1,2,3,....

Induksjonsbevis sammenlignes ofte med dominobrikker. For & fa domi-
nobrikker til & falle ma vi vite at om en brikke faller sa vil ogsa den neste
falle. Om dette er tilfelle ser vi at om vi dytter til den fgrste brikken vil
alle brikkene falle i tur og orden. Argumentet over som tar oss fra n = k til
n = k 4+ 1 svarer til at en brikke velter den neste, mens det a sjekke n = 1
svarer til & dytte til den forste brikken.

Vi kan na oppsummere beviset vart i et generelt prinsipp.

Induksjonsprinsippet. Anta at utsagnet P, gir mening form =1, 2, ....
For d bevise at P, er sant for alle naturlige tall n kan vi gjore folgende:

1. Sjekk at Py er sann.

2. Anta at k er et naturlig tall og at P, er sann for n = k. Bruk dette til
a vise at da vil P, ogsd vere sann forn =k + 1.

Om begge disse stegene lar seg gjennomfare ma P, vere sann for alle naturlige
tall n

Ordet utsagn angir her noe som enten er sant eller galt. I vart tilfelle
over er utsagnet P, likheten i (1) som for hver n enten er sann eller gal.

Grunnen til at P, er sann for alle verdier av n dersom de to stegene
over lar seg gjennomfgre er akkurat som i vart bevis over. Vi sjekker fgrst
eksplisitt at P; er sann, og setter sa k = 1. Hvis steg 2 i induksjonsprinsippet
er sant s forteller det oss da at siden P; er sann ma ogsd P» veere sann.
Deretter setter vi k = 2 og steg 2 forteller oss da at Ps ma veere sann. Vi
setter sa k = 3 og far at Py ma veere sann. Pa denne maten far vi etablert
at P, er sann for alle naturlige tall n.

Det er viktig & skille mellom induksjonsprinsippet og dets praktiske an-
vendelse pé et konkret eksempel. Induksjonsprinsippet er ikke mer enn det
enkle prinsippet over. Men det & anvende det pa et konkret eksempel kan
ofte veere utfordrende. Som regel er det ganske enkelt & vise at P; er sann,
mens det ofte kan veere mer utfordrende & vise at om Py er sann s& mé ogsé
Pj11 veere sann. I vart eksempel pa bevis for formelen (1) er P, opplagt
sann. Det & vise at om formelen holder for n = k£ s& mé den ogsé holde for
n = k + 1 er litt mer omfattende (argumentet i (4)), men allikevel ganske
enkelt. I andre sammenhenger kan steg 2 bli stort og omfattende.



3 Varianter av induksjonsprinsippet

Induksjonsprinsippet slik vi har formulert det her er skreddersydd til vart
eksempel og andre lignende tilfeller, der vi gnsker & bevise en sekvens av
utsagn {P,} som begynner med n = 1 og fortsetter med P, P3, osv. Det
kan selvsagt hende at vi kan komme i en situasjon der det forste tilfellet ikke
svarer til n = 1, men heller n = 0, n = —10, n = 37 eller et annet naturlig
tall. Vi kan opplagt tilpasse induksjonsprinsippet til dette ved a endre det
litt.

Generalisering av induksjonsprinsippet. La ng vere et naturlig tall og
anta at utsagnet P, gir mening for n = ng, no + 1, .... For d bevise at P,
er sant for alle naturlige tall n som er stgrre enn eller lik ng kan vi gjore
folgende:

1. Sjekk at P, er sann.

2. Anta at k er et naturlig tall som tilfredstiller k > ng og at Py, er sann for
n = k. Bruk dette til G vise at da vil P, ogsd vere sann forn =k+ 1.

Om begge disse stegene lar seg gjennomfare ma P, vere sann for alle naturlige
tall n slik at n > ng.

Det fins en mer omfattende generalisering av induksjonsprinsippet som
vi bare vil beskrive uformelt. Kjernen i prinsippet er & gjennomfgre steget
fran =k til n = k + 1, og slik vi brukte prinsippet trengte vi bare a vite
at Py var sann for a slutte at P11 var sann. Men det er klart at om vi har
sjekket at alle utsagnene opp til Py er sanne sa kan vi i beviset for at Py
er sann benytte oss av at P, er sann for alle n i omradet ng < n < k om det
skulle veere ngdvendig. I slike tilfeller er det viktig & huske pa at vi kanskje
ma etablere sannheten til flere utsagn enn P, til & begynne med. Hvis vi
for eksempel trenger a vite at bade P,_1 og Py er sann for a slutte at Py
er sann ma vi til og begynne med sjekke at bade P,, og Pp,+1 er sanne.

Oversatt til dominobrikker svarer dette til et oppsett som er slik at en
brikke bare faller dersom den blir truffet av begge de to foregaende brikkene.
For & fa i gang kjedereaksjonen mé vi da dytte til begge de to fgrste brikkene.
I slike mer generelle situasjoner er det viktig & tenke ngye gjennom hva som
faktisk foregar, slik vi gjorde i eksempelet over, og pése at vi dytter til nok
brikker til & begynne med til at alle brikkene faktisk faller til slutt. Det
er vanskelig & sette opp en generell beskrivelse siden det kan veaere store
variasjoner pa hvor mange av de forste utsagnene som méa bevises manuelt
til & begynne med, uten induksjon.



