UNIVERSITETET I OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i MAT-INF 1100 — Modellering og
beregninger

Eksamensdag: 15. oktober 2004

Tid for eksamen: 11:00-13:00

Oppgavesettet er pa 8 sider.
Vedlegg: Formelark
Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner 3 besvare spgrsmalene.

De 10 forste oppgavene teller 2 poeng hver, de siste 10 teller 3 poeng hver.
Den totale poengsummen er altsd 50. Det er 5 svaralternativer for hvert
sporsmal, men det er bare ett av disse som er riktig. Dersom du svarer feil
eller lar vaere & krysse av pa et spgrsmal, far du null poeng. Du blir altsa
ikke “straffet” med minuspoeng for & svare feil. Lykke til!

Lgsningsforslag

1) Det binzere tallet 10111101 er det samme som det desimale tallet

205
189
301
156
123

N .

Lgsningsskisse.

1-2041-2241-224+1-2441-2°41.2"=1+4+8+16+32+ 128 = 189.

2) Skrevet i totallssystemet blir det desimale tallet 123

1100110
100011

1111011
1100101
1010110

N .

Lgsningsskisse. Vi bruker konverteringsalgoritmen fra desimal form til
binaer form (dividerer med 2 og tar vare pa resten):

(Fortsettes pa side 2.)
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123
61
30
1
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3) Desimaltallet 0.6 kan skrives pa binger form som

0.100110011
0.10010101
0.111011

kan ikke skrives som et bineert tall

N I

krever uendelig mange binaere siffer

Lgsningsskisse. Siden 0.6 = 6/10 er en brgk der nevneren ikke er en potens
av 2 trenger vi uendelig mange bingre siffer.

4) Det reelle tallet 3

et irrasjonalt tall
uendelig

-1

1/3

et rasjonalt tall

N B

Lgsningsskisse.

1 V2 3+V2 V2 3+
7 T

3-2 T B3-V2)B3+2) 7

S
~%

5) Den minste gvre skranken z til en vilkarlig, begrenset delmengde A av R
tilfredstiller

D reA

D x>aforalleac A
x>aforalleae A

D reN

D r<aforalleac A

6) Den minste gvre skranken til mengden {z < 2 | sinz > 1} er
/2

(Fortsettes pa side 3.)
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1
] 2
] o
] ve

Lgsningsskisse. Denne mengden bestar av alle tall < 2 slik at sinz = 1,
altsa mengden {km/2} for k =1,0,—1, -2, ... Denne mengden har et storste
element som er 7/2 og dette er dermed ogsa minste gvre skranke.

7) En fglge er definert ved z,, = 2 4+ 1/n? for n > 1. Hva er stgrste nedre
og minste gvre skranke for tallmengden gitt ved {x,, | n > 1}7?

D 0 og 2
D 2 og o0
D 0 og oo
2 0g 3
D 0ogn

Lgsningsskisse. Vi ser at det stgrste elementet i denne mengden er 1 = 3
sa 3 er minste gvre skranke. Pa den annen side er x,, > 2 for alle n, men x,,
kommer vilkarlig neer 2 bare n er stor nok. Stgrste nedre skranke ma derfor
veere 2.

8) Anta at vi multipliserer ut parentesene i uttrykket (a + 1)*36! hva blir
da koeffisienten foran a*3%0?

] 4360
1

V] 4361
] 8720
] 2180

Lgsningsskisse. Koeffisienten kan uttrykkes ved hjelp av binomialkoeff-

isienter som
4361 B 4361!
1 ) 114360!

som kan forkortes til 4361.

9) Hvilket av folgende utsagn er sant?
NaN er et reelt tall

oo er et reelt tall

Det fins flere 32 bits flyttall enn 64 bits flyttall
7 kan representeres eksakt ved hjelp av 64 bits flyttall

N

Ethvert reelt tall kan tilnsgermes vilkarlig godt med rasjonale tall

(Fortsettes pa side 4.)
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10) Hvilket av fglgende utsagn er sant?

Alle ligninger har lgsninger som bare kan uttrykkes ved hjelp av rottegn
Halveringsmetoden konvergerer vanligvis raskere enn Newtons metode
For ethvert reelt tall a fins det en andregradsligning som har a som rot

Et polynom av grad n har alltid n reelle nullpunkter

I N .

I andregradsligninger er alltid et nullpunkt stérre enn det andre
Lgsningsskisse. For eksempel ligningen (z — a)? = 0.

11) Hvilket av fglgende uttrykk vil kunne gi stor relativ feil for spesielle
verdier av a, b og ¢ nar det regnes med flyttall, vi ser bort fra underflow og
overflow, og a, b og c er slik at operasjonene gir mening?

a(b+c)

abc
a/b
a/(bc)

sin(abc)

.

Lgsningsskisse. I det forste alternativet kan vi fa kansellering om b og ¢ er
nesten like i tallverdi, men har motsatt fortegn.

I ettertid sa er det ogsa klart at det er mulig & fa stor avrundingsfeil i
alternativ 5 om abc er neer kn for k # 0. Dette alternativet ble bare kastet
inn som fyllstoff uten neermere ettertanke, men viser seg altsa & veere riktig!
Om noen har krysset av for dette gir det selvsagt ogsa 3 poeng. Takk til
Rune Valle for & papeke dette; du fortjener bonuspoeng, Rune!

12) En kontinuerlig funksjon f har et nullpunkt i intervallet [0, 1], og vi
bruker halveringsmetoden for & finne en numerisk tilneerming til nullpunktet.
Vi gnsker & bestemme nullpunktet med feil mindre enn 10~°. Hvor mange
halveringer ma vi i sa fall gjgre for a4 veere sikre pa at vi overholder dette
kravet nar vi ikke vet noe nzermere om hvor nullpunktet befinner seg?

50
16
35
43
66

N

Lgsningsskisse. Feilen etter n iterasjoner er begrenset av (1 —0)/2". For
at feilen skal bli mindre enn 10~1° kan vi derfor kreve

1/2" <107

eller 1010
n> 15— ~ 49.83.
In2

(Fortsettes pa side 5.)
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Vi ma derfor velge n minst lik 50.

13) Hvilken av de fglgende differensligningene er lineszer og har konstante
koeffisienter?

D Tn+1 +Fnxy =1

Tpt2 — %xnﬂ + x, = sin(2n)

D Tn+2 — %xnﬂ + xfl =0

D Tnt2 —log(Tpt1) +xp =2

D Tnt1 = Az, (1 — x,) der A er en konstant

14) Kun ett av de folgende ligningssett (differensligning + initialbetingelser)
har en entydig bestemt lgsning for x, forn =1, ..., oo, hvilket ?

D Tpy1 +nxp =1

D Tpny2 —Tp =M, Tg=1

xn+2—%xn+1+x%:0, r0=0, x1=1

D Tp43 + Tpg2 —Tpy1 + 2, =0, 20=0, z1=1

D Tntl =Tp, Xo=1, 1 =2

Lgsningsskisse. Det er kun andre alternativ som gjor det mulig & regne ut
x, for alle n > 0.

Siden oppgaveteksten har formuleringen "n = 1, ..., oo”, ma ogsa siste
alternativ regnes som riktig (lgsningen z,, = 2 for n > 1).

15) Vi har gitt en differensligning med initialbetingelser,

3
2Tpt2 — BTpy1 + 3, =0, we=1, x1= >

Hva er Igsningen?

Lgsningsskisse. Det karakteristiske polynomet er 272 —5r +3 = 0 som har
har rgttene 1 = 1 og 79 = 3/2. Den generelle lgsningen er dermed

3\
Tp=A+ B(7> .
2
Startverdiene gir betingelsene 1 = 29 = A+ B og 3/2 = z; = A+ 3B/2
som har lgsningen A = 0 og B = 3/2. Den generelle lgsningen er derfor
xn = (3/2)™.
Ty = % + %2"
L en=2-0)r
= (3)"
D Ty =2" — %

D Asin(n) der A er en vilkarlig konstant

(Fortsettes pa side 6.)
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16) Vi har ligningsettet
Tn+l =TnTn, n >0, x9=a,

der 1, er en gitt sekvens av reelle tall og a er et reelt tall. Hva er lgsningen?

T, = an!
Ty = ar”
Ty = ary

Det finnes ingen lgsning

N B

n—1
Tp=a ] rj
=0
Lgsningsskisse. Ved ser at x1 = ria og xo = 7rox1 = 7T9ria som kun

stemmer med siste alternativ. Formelt sett trenger vi et lite induksjonsbevis
for a vise at alternativ 5 er riktig.

17) Vi har differensligningen
Tptl — Ty = N

Hvilken av fglgende er en partikulserlgsning ?

D r=n?

D n!

12 1y

D An + B der A og B er konstanter

L] o

Lgsningsskisse. Lgsningen z,, = An + B passer ikke i ligningen sa vi ma
ga opp til andregrad og prgve med x, = An? 4+ Bn + C. Venstresiden blir
da

Am+12+B(n+1)+C —An* —Bn-C
= An®’+2An+ A+ Bn+B+C — An> — Bn—C =2An+ A + B.

For at dette skal bli lik n for alle n ma vi ha 24 =1 og A+ B = 0. Dette
gir A =1/2 og B = —1/2, sa partikulaerlgsningen er

Ty = 5(712 —n).

18) Vi har skrevet et (korrekt) Javaprogram som simulerer differensligninger
av forste og andre orden ved hjelp av flyttall. For hvilket av problemene
nedenfor far vi at den simulerte lgsningen Java gir gar mot null nar n — co?

win

10
D Tp42 — 3 Tntl T Tn = 0, zo=2, ==

D Tny1 = (24 %)xn, o =1

(Fortsettes pa side 7.)
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L @njo— @1 —2n=—-1, 29=0, z=-1
8Tpio —6xpy1 +2, =0, zog=1, x1=4

1
D T+l — 3Tn =1, x0=0

Lgsningsskisse. Her var det trykkfeil i oppgaveteksten som ble opplyst pa
eksamen (= 0 manglet i 4. alternativ.)

Vi ser med en gang at lgsningen av ligningen i alternativ 2 er positiv og
tilfredstiller x,,+1 = (24 1/n)x, > 2z,. Siden x; = 1 vil denne ikke kunne
ga mot 0.

Det er ogsa klart at lgsningen i siste alternativ vil veere positiv og z,11 =
n+ x,/3 > n, sa denne vil ogsa ga mot uendelig.

Den karakterstiske ligningen i alternativ 1 er r2 — 10r/3 + 1 = 0 som har
rottene 7 = 1/3 og 7o = 3. Pa grunn av avrundingsfeil vil lgsningen 3"
alltid dominere slik at vi aldri kan f4 0 som grenseverdi na n — oo.
Karakteristisk ligning i alternativ 3 er 7> —r — 1 = 0 som har rgttene
r1 = (1 —-+5)/2 og 72 = (14 +/5)/2 ~ 1.6. Nok en gang er en av rgttene
storre enn 1 sa pa grunn av avrundingsfeil vil alltid 3 dominere og vokse
over alle grenser for store verdier n, sa vi kan ikke naerme oss 0.

I alternativ 4 er den karakteristiske ligningen 8r? — 67 + 1 = 0 som har
rottene r1 = 1/2 og ro = 1/4. Her er begge rgttene mindre enn 1 i tallverdi.
Siden alle lgsninger er pa formen z,, = A/2" 4+ B /4" vil de alle ga mot 0 nar
n — oo.

19) Vi har differensligningen med initialverdier gitt ved
Tn+2 — 6Tpy1 + 182, =0, 20=0, =z =1.

Hva er lgsningen 7

(3v2)" [e T tie llm]

§3n_,

sin (LS

(3\[) sm( 1 >

I B O

] X

n
Lgsningsskisse. Den karakteristiske ligningen er 72 — 6r + 18 = 0 som har
rottene r = 3(1 +4) og 7 = 3(1 —4). Dermed er |r| = 31+ 1 = 3v2.

Og siden real- og imaginaerdelene er like, er argumentet til r lik 7 /4, slik at
r = 3v/2¢"™/*. Dermed er den generelle lgsningen

zn, = (3V2)"(Asin(r/4) + B cos(m/4)).

Startverdiene gir 0 = 29 = B og 1 = z1 = 3v2(A/v2 + B/v/2) = 34 eller
A =1/3 og B =0. Lgsningen er altsa

"= %(3\/5)"sin(7r/4).

(Fortsettes pa side 8.)
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20) I denne oppgaven skal vi studere differensligningen

2

Tn—1

Ty = +1, n>1
med startverdien g = 1. Var hypotese er at lgsningen av differensligningen

er gitt ved
6

24 (=1/2)» L (1)

La P, forn =0, 1, 2, ..., betegne pastanden at formelen (1) er sann.

Tp —

Vi forsgker a vise dette ved induksjon:

1. Vi ser med en gang at xg = % —1=1sa Py er sann.

+

2. Anta at vi har vist at P, er sann for n =0, ..., k, vi ma vise at da er
ogsa Piy1 sann. Ved a utnytte at Py er sann og ved manipulasjon av
brgker far vi

g1 = — +1— 2 b1 — 2
T T 6 T g (<12
2+ (-1/2)F 2+ (—1/2)F
C2(2+ (—1/2)F) B 12
S T e apn
6
S ——

2+ (—1/2)F1

som stemmer med formelen (1) for n = k+ 1. Dermed ser vi at om Py
er sann er ogsa P11 sann, sa formelen (1) er riktig for alle n > 0.

Hvilket av fglgende utsagn er sant?

Pastanden P, er sann, men del 1 av induksjonsbeviset er feil
Pastanden P, er sann, men del 2 av induksjonsbeviset er feil
Pastanden P, er feil, men del 2 av induksjonsbeviset er riktig

Pastanden P, er feil, men del 1 av induksjonsbeviset er riktig

[

Bade pastanden P, og induksjonsbeviset er riktige

Det var det!!



