UNIVERSITETET | OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1012 — Matematikk 2.
Eksamensdag;: Tirsdag 8. juni 2010.
Tid for eksamen: 14.30 - 17.30.

Oppgavesettet er pa 3 sider.
Vedlegg: Ingen.
Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator.

Kontroller at oppgavesettet er komplett
fgr du begynner 3 besvare spgrsmalene.

Oppgave 1.

Vi betrakter vektorene i R? gitt ved

a) Betrakt pastanden " b er en linezer kombinasjon av vy, vy, vy ',

Formuler denne pastanden som en vektorlikning og pa matriseform. Avgjor
deretter om pastanden er sann eller gal.

Som hjelp far du opplyst at den reduserte trappeformen til matrisen

3 -2 1 0 1 0 -1
-1 2 =3 1 er lik 01 -2 0
-3 2 -1 -2 00 0 1

(Fortsettes side 2.)



Eksamen i MAT1012, Tirsdag 8. juni 2010. Side 2

b) Sett U = Span{ vy, vy, vy} ogla A veere 3 x 3 matrisen som har vy, v,
1, V2, V3 g 1, V2
og v3 som sine kolonnevektorer.
Angi en basis for U og avgjor om A er inverterbar.
c¢) Hvis du svarte i b) at A er inverterbar, finn A~!. Hvis du svarte at den
ikke er det, finn en basis for Nul A.
1
d) Vektoren z = | 1 | er en kompleks egenvektor til A.
—i

Finn den komplekse egenverdien som z tilhgrer. Angi deretter de andre
(reelle eller komplekse) egenverdiene til A sammen med en tilhgrende
egenvektor.

Oppgave 2.

La © betegne omradet i xy-planet som avgrenses av trekanten med hjorner
i(0,0),(1,-1) og (1,1).

a) Beskriv  som et omrade av type I og beregn [, (2y + ¢ =) dady.
Et vektorfelt i xy-planet er gitt ved
F(z,y) = (x + 2y — 4,5z + 4y - 8), (z,y) € R?.

La C betegne randkurven til omradet §2, som vi gjennomgar i positivt
retning, dvs mot klokkeretningen (sett ovenfra).
b) Beregn sirkulasjonen til F og linjeintegralet til F langs C'.

Er F konservativt 7

¢) Vektorfeltet F kan skrives pa formen
F(x)=Ax+b,x= M e R?,

for en 2 x 2 matrise A og en b € R2

Angi A og b. Begrunn deretter at A er diagonaliserbar og angi en
inverterbar matrise P som diagonaliserer A.

Som hjelp far du opplyst at matrisen A har egenverdiene -1 og 6.

d) Anta at en deriverbar vektorvaluert funksjon r : R — R? tilfredstiller
r'(t) = F(r(t)) for alle t € R samt initialbetingelsen r(0) = (6, 3).

Finn x(t) og y(t) der x(t) = (x(t),y(t)).

(Fortsettes side 3.)



Eksamen i MAT1012, Tirsdag 8. juni 2010. Side 3

e) Vi onsker a finne hvilken verdi av ¢ som gjor at |z(¢)| blir minst mulig
(denne verdien er nemlig den som gjor avstanden fra r(?) til y-aksen minst
mulig). Har du regnet riktig i punkt d) vil du ha funnet ut at x(t) er lik

a (2¢7t + ) for en konstant v > 0.

Vi betrakter derfor funksjonen g : R — R gitt ved g(t) = 2¢ ' + €%, t € R.
Finn hvilken verdi av ¢ som gir et globalt minimumspunkt for g. Angi ogsa
den linezere approksimasjonen av g i £ = 0.

SLUTT






MAT1012 - Varen 2010 - Lgsningsforslag.

Oppgave 1
Vi betrakter vektorene i R* gitt ved

3 -2 1 0
Vi = -1 , Vo = 2 . V3 = -3 .bZ 1
-3 2 -1 -2

a) Betrakt pastanden "b er en linear kombinasjon av vy, vy, vs '
Formuler denne pastanden som en vektorlikning og pa matriseform. Avgjor
deretter om pastanden er sann eller gal.

Som hjelp far du opplyst at den reduserte trappeformen til matrisen

3 =2 1 0 1 0 -1 0
-1 2 =3 1 er lik 01 -2 0
-3 2 -1 =2 00 0 1

Svar : Pastanden b er en linear kombinasjon av vy, vo, vs ' som en vektor
likning: b =x;vy + 22 vy + a3 vy for noen xy, x0, 23 € R,

Pa matriseform : Vi setter A = [v; v, v3]. Pastanden kan da formuleres
som ‘b= Axforen x € R?".

Pastanden er gal siden den red. trappeformen til den utvidede matrisen til
systemet viser at systemet er inkonsistent (siste rad gir likningen 0 =1).

b) Sett U = Span{vi,va,v3} og la A vaere 3 x 3 matrisen som har vi,va og
vy som sine kolonnevektorer.

Angi en basis for U og avgjor om A er inverterbar.

Svar : Ved hjelp av den oppgitte red. trappeformen kan vi lese at

vy = —Vv) — 2vy. Sa vy er en linezer kombinasjon av vy og va, og dermed er
U = Span {vy, vs}.

Videre ser vi ogsa (fra de to forste kolonnene i den reduserte trappeformen)
at vi, vy er lin. uavhengig. Sa {vi,va} er en basis for U.

Siden kolonnene til A er linesert avhengige er ikke A inverterbar (ved IMT).
Alternativt kan vi vise dette ved a regne ut at det A = 0.



¢) Hvis du svarte i b) at A er inverterbar, finn A~'. Hvis du svarte at den
ikke er det, finn en basis for Nul A.

Svar : Fra den oppgitte red. trappeformen finner vi den reduserte
trappeformen til systemet Ax = 0 er

10 -10
01 -2 090
00 0 0

Det gir at Nul A = {(£,2t,t) | t € R} =Span{(1,2,1)}, sa {(1,2,1)} er en
basis for Nul A.

1
d) Vektoren z = | 1 | er en kompleks egenvektor lil A.
—i
Finn den komplekse egenverdien som z lilhorer. Angi deretter de andre

(reelle eller komplekse) egenverdiene lil A sammen med en tilhorende
egenvektor.

Svar : Utregning gir at Az = (2 + 2i) z, sa z er en egenvektor tilhorende
egenverdien 2 + 2i. Da er 2 + 2i = 2 — 2i ogsa en egenverdi med tilhgrende
egenvektor Z = (—i,1,4). Videre har vi sett i b) og ¢) at 0 er en egenverdi,
med tilhgrende egenvektor (1,2, 1). Siden A er en 3 x 3 matrise kan den
ikke ha flere egenverdier.

Oppgave 2

La ) betegne omradet i xy-planet som avgrenses av trekanten med hjorner i

(0,0),(1,-1) og (1,1).
a) Beskriv Q som el omrade av type I og beregn |, /Q (2y + =) dady.

Svar: Q= {(z,y) |-z <y<z,0<z <1}

1 x 1
// (2y+e ™) dxdy =/ / 2y +e ) dydx :/ (VP +ye ™) |0=t, de
Q 0 - 0

1
. ok ,——:172 by = 1«172 =1
—-/ 2ze de = (—e ) g = 1—~-.
0

e



Et vektorfelt © xy-planet er gitt ved

F(z,y) = (x + 2y — 4,5z + 4y — 8), (z,y) € R?.

La C betegne randkurven til omradet S, som vi gjennomgar i positivt
retning, dvs mot klokkeretningen (setl ovenfra).
b) Beregn sirkulasjonen til ¥ og lingeintegralet til F langs C'.

Er F konservativt ?

Svar : Vi har at cirl F =5 — 2 = 3 # 0, sa F er ikke konservativt. Ved
Greens teorem er

/ F-Tedl = // 3 drdy =3 - (areal av Q) =3-1=3.
Jo Q0

(Dette linjeintegral kan ogsa finnes ved direkte utregning, men det gir mere
arbeid siden C' ma parametriseres i 3 deler). Siden _f(‘ F-Tcdt # 0 viser
ogsa dette at F ikke er konservativt.

. ., x ;
c) Vektorfeltet F kan skrives pa formen F(x) = Ax +b, x = [U} € R2,
for en 2 x 2 matrise A og en b € R2.

Angi A og b. Begrunn deretter at A er diagonaliserbar og angi en
inverterbar matrise P som diagonaliserer A.
Som hjelp far du opplyst at matrisen A har egenverdiene -1 og 6.

1 2 —4
Svar: A = b= |

5 4 -8
Siden vi far oppgitt at A har to forskjellige egenverdier, nemlig A = —1 og
A =06, ma den vaere diagonaliserbar.
Enkel utregning (av Nul(A + I')) gir at (1, —1) er en egenvektor tilhorende
egenverdien -1. Tilsvarende utregning (av Nul(A — 67)) gir at (2,5) er en
egenvektor tilhorende egenverdien 6. Disse to egenvektorene er lineaert
uavhengige siden de tilhorer forskjellige egenverdier.

: 2] er inverterbar og slik at P~'AP = [-1 0}'

Sétl’:[_l 5 0 6

d) Anta at en deriverbar vektorvaluert funksjon r : R — R? tilfredstiller
r'(t) =F(x(1)) for alle t € R samt initialbetingelsen r(0) = (6, 3).

Finn x(t) og y(t) der x(t) = (x(t),y(t)).

3



Svar : Fra c¢) far vi at det homogene systemet x’ = Ax har generell lgsning
g A g g

4|1 i |2
x(t) =Ciet [_1] st [5] .

Siden det A = 4 — 10 = —6 # 0 er A inverterbar, og likvektspunktet til
systemet r' = Ar + b er derfor gitt ved

A (-b) = (_16) [_4) _12] [g] = [g] .

Dermed er den generelle lgsningen av r'(t) = F(r(t)) gitt ved

r(t) = Ce™ [_11] + Coe¥ [g} + [g] .

Innsetting av betingelsen r(0) = (6, 3) gir et system i Cy og Co med lpsning
Cy =4,Cy = 1. Dermed er

()| de~t + 26t
I'(L)_ [!/(t)] - |:_4({—i _*_5(‘,(“_*_2 .

¢) Vi onsker a finne hvilken verdi av t som gjor at |x(t)| blir minst mulig
(denne verdien er nemlig den som gjor avstanden fra x(t) til y-aksen minst
mulig). Har du regnet riktig i punkt d) vil du ha funnet ul at x(t) er lik

a (2¢7t + €%) for en konstant « > 0.

Vi betrakter derfor funksjonen g : R — R gitt ved g(t) = 2¢" + % t € R.

Finn hvilken verdi av t som gir el globalt minimumspunkt for g. Angi ogsa
den lineere approksimasjonen av g i t = 0.

Svar : Vihar at ¢'(t) = —=2e t + 6% = 2¢ *(3e™ - 1).

Dermed er ¢'(t) = 0 hvis og bare hvis ¢™ = 1‘, dvs t = —l‘-l;.—’ Dette er det
eneste kritiske punktet til ¢ (og ma derfor vaere punktet vi er ute etter, men
vi ma begrunne at det faktisk gir et globalt minimum).

Videre er ¢'(t) > 0 hvis og bare hvis 3¢™ > 1 hvis og bare hvis ¢ > —"—‘7—‘
Tilsvarende er ¢'(t) < 0 hvis og bare hvis ¢ < —“‘—7‘

In3

11 IQQ 0 > ¢ [ ¢ ) () Al lJ 2100 i s : IVJ !l—‘ﬁ
Dette gir oss at g er avtagende pa (oo, —=*] og voksende pa [-52,

0<).
Dette viser at { = —-“—1{5 ~ —(), 157 gir et globalt minimumspunkt for g.
Den linezere approksimasjonen av g i ¢t = 0 er gitt ved

h(t) = g(0) + ¢'(0) - t = 3 + 4t.



UNIVERSITETET | OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1012 — Matematikk 2
Eksamensdag: Torsdag 9. juni 2011

Tid for eksamen: 14.30-18.30
Oppgavesettet er pa 2 sider.

Vedlegg: Ingen

Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmaélene.

Oppgave 1

Finn koordinatene til tyngdepunktet til omradet D i zy-planet gitt ved

T s
D = {(::t,;l/) [0 <2 <cosy. —;~ <y< 13}

Oppgave 2

\ 4 3 3y -
Betrakt vektorfeltet F(z,y) = (zy53 . T2 + y3) i zy -planet.
a) Beregn sirkulasjonen curl(F) til feltet. Er feltet konservativt?
b)La R={(z,y)|0<2<1,0<y < 1}. Bruk Greens teorem til
a beregne linjeintegralet av F rundt randa til omradet R med positiv
omlepsretning, dvs. mot klokka.
La na C' vaere kurven som er parametrisert ved r(t) = (¢, 1-3) der 0 <t <5.
¢) Beregn linjeintegralet av F langs C.

d) Regn ut buelengden av C'.

Oppgave 3
0 -1 1 1 1
Sett A=11 -2 1|, u=|1|,v= 0
1 -1 0 1 -1

a) Sjekk at u og v er egenvektorer for A. Bestem egenverdiene til A og angi
deres multiplisitet.

b) Finn en basis for hvert av egenrommene til A. Er A diagonaliserbar 7
Hvis du svarer positivt, angi en inverterbar matrise P som diagonaliserer A.



Eksamen i MAT1012, Torsdag 9. juni 2011 Side 2

1

c¢) Lab= | 3 |. Skriv b som en lineaer kombinasjon av u og v.
[ =4
[

Beregn deretter vektoren y = A% b,

Oppgave 4

a) Finn den generelle lpsningen av differensiallikningssystemet

) =21 — 220
zh =11+ 312

b) Finn lgsningen av differensiallikningssystemet

i =z —2z5—1
Th=T1+3z—1

som tilfredstiller initialbetingelsen x1(0) = z2(0) = 0.

SLUTT



MAT1012 - Varen 2011 - Fasit

Oppgave 1
La (Z,y) angi tyngdepunktet til D. Siden omradet D er symmetrisk om
x-aksen, er §j = (. Arealet A til D er gitt ved
A= /~ cosydy = [siny]?. = 2.
-7 2
Videre er

cosy 1 : .
ld'dl/— IdldJ—-E cos ydy:z

(siden [cos?ydy =1 [ 1+ cos(2y)dy =3[y + 3sin(2y)] + C).

A// I‘(]l(lJ—-—l E—g (~0,39).

(7 = 0 kan ogsa regnes ut pa tilsvarende mate.)

[SIE]

-I
2

Dermed er

Oppgave 2

a) curl F(z,y) =3 x3 — -‘ 3 1/% Siden sirkulasjonen til F ikke er konstant

lik null i hele planet er F 1kkc konservativt.

b) La K betegne randa til R (mot klokka). Greens teorem gir

/F Tk(le—// ———IleulJ—/ / —3 %—é:lry%(lyd:r
K 0 3

1 1 «
[ 4 = Y 3 1 v 1 1
== / [} .'L'% y—=x yﬁ]y_l (1.7.' — / E.‘IJ% - L (11' — [.’L'E s ZI,.'Z:I = —-.
0 2 y=0 0 2 2 0 2

¢) Direkte utregning gir

/F-T(;ds:/ t(tg)%-1+(t%+([,%)3).§,
c 0 2

:o|.-

B o 3. . 1 1. 1 .75
= B3+ +19)dt = [—t“ = ¥ —t"] = 4125.
A TR =045 0+ 70



d) Buelengden av C' er

. 3 ,1v2 - 9
L:/ 1+ (=12 ll.:/ 14--1
, VG = o0

Oppgave 3

Ni—

8 (1, 9p1]_ 35

dt = (439] =52 (212,41).

a) Utregning gir A u=0=0uog Av=—v=(-1)v,sauogv er
egenvektorer for A (tilhgrende henholdsvis egenverdiene 0 og -1).

Videre utregning gir det(A — AI) ==X (A2 + 2\ +1) = =X (A + 1)% Sa
egenverdiene til A er 0, med multiplisitet 1, og -1, med multiplisitet 2.
b) Finner at en basis for Ey = Nul(A) er f.eks. {u}, mens en basis for
E 1 =Nul(A+ 1) er feks. {(1,1,0),v}. For begge egenverdiene til A er
altsa dimensjonen til det tilhgrende egenrommet lik multiplisiten til
egenverdien. Dermed er A diagonaliserbar.

1 1 &
En inverterbar matrise som diagonaliserer A er feks. P= |1 1 0
10 -1

¢) Finner at b= (1,3,5) = 3u — 2v. Dermed er

y = Al()l) b= 3/‘11””11 _ 2A1()(lv =0-2 (_1)1()()v — 9y = (_2‘0‘2) )

Oppgave 4

a) Det karakteristiske polynomet til koeflisientmatrisen til systemet blir
A2 — 4 X+ 5, som har komplekse rgtter 2 + i.

Utregning gir at en kompleks egenvektor tilhgrende egenverdien 2 + ¢ er
feks. z = (—2,1+ i). En kompleks egenfunksjon for systemet er derfor

z(t) = et (—2,1 4 i) = e*!(cost + i sint) (=2,1 + i)
= e*(—2cost,cost — sint) +ie*(—2sint, cost + sint) .
Den generelle lgsningen x(t) = (x1(t),22(t)) av systemet bli derfor
x(t) = Cye* (—2cost,cost — sint) + Cye*(—2sint, cost + sint) ,

dvs
x1(t) = —2e* (Cycost + Cysint),

xo(t) = €* (Cy(cost —sint) + Ca(cost + sint))



der C'; og Cy er reelle konstanter.

b) Siden det(A) =3+ 2 =15 # 0 er A inverterbar. Systemet har derfor et
entydig likevektspunkt gitt ved

cCED= 0]

Det assosierte homogene systemet har vi lgst i a). Den generelle lpsningen
x(t) = (x1(t),22(t)) av det inhomogene systemet blir derfor

x(t) = Cie* (=2cost, cost — sint) + Cy e (=2sint, cost + sint) + (1,0)

der C1 og C er reelle konstanter.

Initialbetingelsen x1(0) = x2(0) = 0 gir
C1(-2,1) + C»(0,1) + (1,0) = (0,0),

dvs Cy = 1/2 = —C5. Dermed blir lpsningen

1. 1 .
x(t) = 562‘ (—2cost,cost —sint) — 3 e*(—2sint, cost +sint) + (1,0),

dvs
x1(t) = e*(sint — cost) + 1, xo(t) = —e* sint.






UNIVERSITETET | OSLO

Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1012 — Matematikk 2
Eksamensdag: Tirsdag 12. juni 2012

Tid for eksamen: 14.30-18.30
Oppgavesettet er pé 2 sider.

Vedlegg: Ingen

Tillatte hjelpemidler: Ingen

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmaélene.

OPPGAVE 1
Vi har gitt tre vektorer vy, vo og vz i R3,

a)

b)

1 0 1
V1= -1 Vo = 1 V3 = -2
1 1 0

(10 poeng) La A veere 3 x 3 matrisen som har vy, vy og vj som
sine sgylevektorer. Vis at A ikke er inverterbar, og finn en basis
for vektorrommet U Span{ vi,va,v3}. Finn ogsa en basis for
nullrommet Nul(A) til A.

1
(10 poeng) Vektoren z = | =2 +1i | er en kompleks egenvektor for A.
i
Finn den komplekse egenverdien som z tilhorer. Angi deretter de andre
(reelle eller komplekse) egenverdiene til A sammen med de tilhgrende
egenvektorene.

(5 poeng) Finn en kompleks 3 x 3 inverterbar matrise P som er slik at
P~1AP blir en diagonal kompleks 3 x 3 matrise.

OPPGAVE 2
La € betegne omradet i zy-planet som begrenses av trekanten med
hjorner i (0,0),(4,0) og (0, 2).

a)

(12 poeng) Beregn dobbeltintegralene

/ / cdrdy og / / ydrdy
"0 "0

og bruk disse til a finne koordinatene til tyngdepunktet til €2.



Eksamen i MAT1012, Tirsdag 12. juni 2012 Side 2

Et vektorfelt i zy-planet er gitt ved

. O .
F(z,y) = 2y + zy + 2%, 22 + 5y + 51/2 +1), (x,y) €R?

La C betegne randkurven til omradet €2, som vi gjennomgar i positivt
retning, dvs mot klokkeretningen (sett ovenfra).

b) (12 poeng) Beregn sirkulasjonen til F og linjeintegralet til F langs C'.
Er F konservativt?

OPPGAVE 3
Et annet vektorfelt i zy-planet er gitt ved

G(z,y) =(x—y—-13z+5y+1), (z,y)€ R?
a) (8 poeng) Betrakt G som en avbildning fra R? — R?. Vektorfeltet
G kan skrives pa formen G(x) = Ax+ b, x = (;) € R?, for en

2 x 2 matrise A og en b € R?. Angi A og b. Begrunn deretter at A
er diagonaliserbar og angi en inverterbar matrise P som diagonaliserer

A,

b) (10 poeng) Anta at en deriverbar vektorvaluert funksjon r : R — R?
tilfredstiller r'(t) = G(r(t)) for alle t € R samt initialbetingelsen
r{0) = (%, %) Finn x(t) og y(t) der r(t) = (x(t), y(t)).

SLUTT



Eksamen MAT 1012, tirsdag 12. juni 2012

Lgsningsforslag

OPPGAVE 1
Vi har gitt tre vektorer vy, vo og vz i R?,

1 0 1
V) = —1 Vo = 1 Vy = ‘“2
1 1 0

a) La A viere 3 x 3 matrisen som har vy, vp og vs som sine seylevektorer.
Vis at A ikke er inverterbar, og finn en basis for vektorrommet U =
Span{vy,va,vs}. Finn ogsa en basis for nulltommet Nul(A) til A.

Lgsning. Vi har

1 0 1
A= -1 1 =2
1 1 0

og regner ut at det A = (0. Matrisen A er derfor ikke invertibel. Det er lett a se at
vy og vy er linezrt navhengige. Siden determinanten til A er 0, vil sgylevektorene
danne en lineart avhengig mengde. De to vektorene vy og vy utgjer derfor en basis
for U. Nullrommet ma ha dimensjon 3-2=1, og vi finner et basis-element ved a lpse

xr
Al vy =0
f.eks.
i 1
y |=1 -1
z -1
O
1
b) Vektoren z = 241 | er en kompleks egenvektor for A. Finn den kom-
i

plekse egenverdien som z tilherer. Angi deretter de andre (reelle eller kom-
plekse) egenverdiene til A sammen med de tilhgrende egenvektorene.

Logsning. Vi har

1 141 1
Al-2+4i)=]| -3—-i | =01+ -2+
i -1+ i
Komplekse egenverdier opptrer alltid i konjugerte par, sa 1 —i er ogsa en egenverdi,
1
og egenvektoren er den konjugerte av egenvektoren til 1 + i, dvs. z = | =2 —1
—1



I tillegg vet vi fra oppgave a) at 0 er en egenverdi med egenvektor

1
1
rrrrr 1
O
) Finn en kompleks 3 x 3 inverterbar matrise P som er slik at P~'AP blir
en diagonal kompleks 3 x 3 matrise.
Losning. Matrisen P har som sine soyler de tre egenvektorene til A, dvs
1 1 1
P= 1 -24i -2-i
~1 i i
O

OPPGAVE 2

La 2 betegne omradet i xy-planet som begrenses av trekanten med hjorner i
(0,0),(4,0) og (0,2).

a) Beregn dobbeltintegralene

/ / cvdrdy og / / ydx dy
) Y

og bruk disse til a finne koordinatene til tyngdepunktet til §2

Lgsning. Vi kan gi 2 som et type 2-omrade ved 0 < y <2,0< 2 <4 —2y. De

gir
42y
//:(11(11 ~/ / I(IJ(IJ‘_/[“H =2 dy
0

=/ (4- 21/)2(11/—/ 8 — 8y + 2y dy
Jo 2

0

16 16
= [By — 4y° + J']o =16 -16+ -;’ = .;
og

4-2y
//J(IJ(IJ— /[ J(IJ(]J—/[JI/]4 v g
0 0

2
= / (4 - 2y)ydy = / dy — 2y* dy
0

0
16 8
3

3 -
= [2¢* ——1/ 2=8- T
Siden arealet av trekanten er % 4.2 =4, farviT = %1% = “—}



Et vektorfelt i xy-planet er gitt ved
y 1 . ‘
F(x,y) = 2y + xy + 2°, 20 + 5y + 5_1/2 +1), (x,y) € R?

La C betegne randkurven til omradet €2, som vi gjennomgar i positivt retning, dvs
mot klokkeretningen (sett ovenfra).
b) Beregn sirkulasjonen til F og linjeintegralet til F langs C'. Er F konserva-
tivt?

Lgsning. Vi har

O(2x + by + %yz +1) 02y + ay + x?)
ox Ay
=2—-24+x)=-x#0

Sa feltet er ikke konservativt. Vi bruker Greens teorem til a beregne linjeintegralet,

vi har
% F-Tcds = // curl(F) dx dy
Jo J.
¢

)
= — // xdx dy
0

curl(F) =

= —7 - areal(Q) = -% 4= _1‘_:’

OPPGAVE 3
Et annet vektorfelt i xy-planet er gitt ved
G(z,y)=(r-y-1,3z+5y+1), (x,y)€R?

a) Betrakt G som en avbildning fra R? — R?%. Vektorfeltet G kan skrives
T

paformen G(x) = Ax+b, x = (ll

b € R%. Angi A og b. Begrunn deretter at A er diagonaliserbar og angi en
inverterbar matrise P som diagonaliserer A.

) € R?, for en 2 x 2 matrise A og en

Lg@sning. Vi har

Gr,y)=(r—y—-1,3z+by+1) = ( 1; ,.1 ) x+( 11 )

1 -1
A_(Zi 5H )

er invertibel siden det A = 1.5 — (—=1)3 = 8 # 0. Vi finner egenverdier og egenvek-
torer til A ved a sette
det(A=A)=(1-N)B-AN—-(-1):-3=X2-6A+8=0

hvor

som gir A\ = 2 og Ay = 4, og egenvektorer

1 1
we(1) w me(4)



og dermed

O

b) Anta at en deriverbar vektorvaluert funksjon r : R — R? tilfredstiller
r'(t) = G(r(t)) for alle t € R samt initialbetingelsen r(0) = (::, %) Finn
x(t) og y(t) der r(t) = (x(t), y(t)).

Lgsning. Vi finner forst likevektspunktet ved a sette x — y — 1 = 3z + 5y + 1 = 0.

Detgirz =1, y = —,—;. Dernest lpser vi det homogene systemet og finner en
generelle lgsningen ved a legge denne til likevektspunktet.

. 1

x(t) = Ae® + Be* + 2

; 1

y(t) = —Ae® — 3Be?t - 5

For a finne den spesielle lgsningen setter vi inn for initialbetingelsen og loser likn-

ingssystemet

3 1 ]
7 :'J“.(())=A(7”+B('“+§=A-+—B+§
L _ 0 apo_ L _ ’ 1
3= y(o) = —Ae” — 3Be” — 7= —-A-3B - 3
som gir A =2 B = -1, og
1
z(t) = 2e? —ett + =
r(t) ¢ ¢ 5
y 1
y(t) = =22 + 3et —-%
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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1012 — Matematikk 2
Eksamensdag: Torsdag 6. juni 2013

Tid for eksamen: 14.30-18.30
Oppgavesettet er pd 2 sider.

Vedlegg: Formelark

Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmaélene.

OpPPGAVE 1 (15 poeng)
La A veere 3 x 3-maftrisen gitt ved

10 3 =3
A=1 12 10 -6
0 0 4

1 1
Vis at vektorene vy = 2 | ogvy = -1 er egenvektorer for matrisen
0 1
A. Finn egenverdiene til A og angi deres multiplisitet. Finn de tilhorende
egenrommene og skriv opp en matrise P som diagonaliserer A.

OPPGAVE 2 (12 poeng)
Et homogent differensiallikningssystem er gitt ved

() =2x+y
y'(t) = -5z — 2y

Finn lpsningen av systemet som oppfyller initialbetingelsen z(0) = 0,
y(0) = 1.

OprprGAVE 3 (12 poeng)

Gitt et vektorfelt F(z,y) = (y + 2% + ye®, x + y? + €*). Bruk Greens teorem
til & beregne integralet av vektorfeltet langs sirkelen gitt ved 22 + y? = 1,
med positiv omlppsretning (mot klokka).

(Mnsbnnddnn ~8 2 O



Eksamen i MAT1012, Torsdag 6. juni 2013 Side 2
OPPGAVE 4
En plan kurve C er gitt ved parameterframstillingen

r(t) = (cos®t —sint, 2sintcost), 0<t <

¢

T

a) (8 poeng) Finn lengden av kurven C.

b) (8 poeng) Finn integralet av funksjonen f(z,y) = 2y langs kurven C.

OPPGAVE 5 (12 poeng)

La D vaere omradet i (z,y)-planet avgrenset av z-aksen, linjene z = —In2 og
x = In2, og grafen til funksjonen f(x) = e*. Vi oppgir at arealet til omradet
D er 2‘ Finn z-koordinaten til tyngdepunktet til omradet D.

SLUTT



MAT1012 Matematikk 2,
Torsdag 6. juni 2013

Lgsningsforslag

OPPGAVE 1
(15 poeng) La A veere 3 x 3-matrisen gitt ved

10 3 -3
A= 12 10 -6
0 0 4
1 1
Vis at vektorene vi = 2 | ogvy = —1 | eregenvektorer for matrisen
0 1

A. Finn egenverdiene til A og angi deres multiplisitet. Finn de tilhgrende
egenrommene og skriv opp en matrise P som diagonaliserer A.

Lgsning.
1 16 1 4
A 2 = 32 = l(ivl, A -1 = —4 = 4V2
0 0 1 4

som betyr at vy og va er egenvektorer med egenverdier A\; = 16 og Ay = 4.
Karakteristisk polynom:
10— A 3 -3
det 12 10-X —6 | =(@4-X(10-X2-36)
0 0 4— A
=4 -A)(10-X—=6)(10 — A+ 6)
= (4 — A)*(16 — \)
som betyr at \; = 16 har multiplisitet 1, og Ay = 4 har multiplisitet 2.
Egenrom for A\ = 4:

10 -4 3 -3 A 6A 4+3B - 3C 0
12 10-4 -6 B |=]| 12A+6B-6C |={ 0
0 0 4-4 C 0 0

som gir B = C' — 2A, og egenvektorer

A A
B |=| C-24
C C
Setter vi A = C = 1 far vi tilbake vo. Mange muligheter for den siste
0
egenvektoren, sett f.eks. A =0, C'= 1, som gir vy = 1
1



Konklusjon: Egenrom for A\; = 16; Ey = Span(vi), egenrom for Ay = 4;
E> = Span(va, v3).

OPPGAVE 2
(12 poeng) Et homogent differensiallikningssystem er gitt ved

7'(t) =2o+y
y'(t) = =5z — 2y
Finn lgsningen av systemet som oppfyller initialbetingelsen z(0) = 0, y(0) =

1.

¢

Lgsning. Koeflisient matrisen ( o ) har karakteristisk polynom:

1
-5 =2

= _— ‘) b F =
det( : . /\)-(2 MN(=2-=X)—=1-(=5)=A"+1

‘)—:Fl'i. ) Det gir lpsning

&

( :; ) = ( _21 )(Ccost—l—DSint) +< _01 )(Dcusl,—Csin[,)

Initialverdi
0\ (=0 ) _[ -1 0
(1>—<y(0))_( 2 >C+(—1)D

som gir C' =0 og D = —1, mao.

xz(t) \ sint
y(t) )\ —2sint +cost

som gir egenverdier A = %i, og egenvektorer (

OPPGAVE 3

(12 poeng) Gitt et vektorfelt F(z,y) = (y + 2> + ye*, z +y? + ). Bruk
Greens teorem til & beregne integralet av vektorfeltet langs sirkelen gitt ved
z? 4+ y? = 1, med positiv omlgpsretning (mot klokka).

Lgsning.
curl(F) = (1 4¢7) — (1 +¢") =0

%F -Tsds = // curl(F) dedy = // Odzdy =0
JS JJD JJD

2

som gir



OPPGAVE 4
En plan kurve C er gitt ved parameterframstillingen

r(t) = (cos2 t —sin’t, 2sintcost), 0<t<

Ny

a) (8 poeng) Finn lengden av kurven C.

b) (8 poeng) Finn integralet av funksjonen f(x,y) = 2zy langs kurven
C.

Logsning.
a) Vi har

r(t) = (cos?t — sin®t, 2sint cost) = (cos 2t,sin 2t)

og derfor r'(t) = (—2sin 2t,2 cos 2t).

|
o "
/d.s-z/ V(=2sin2t)2 4+ (2cos 2t)2 dt = /22(1L:2-;7E=7r
Jo Jo Jo 2

b)

71
/ fds= / 2 cos 2t sin 2t \/(—2sin 2t)2 + (2 cos 2t)2 dt
Je Jo
|

7 1 !
= A sindt - 2dt = 2[~Z cos4t]]

1 ,
— —§(cos 27 —cos0) =0

OPPGAVE 5

(12 poeng) La D veere omradet i (x,y)-planet avgrenset av z-aksen,
linjene # = —In2 og & = In2, og grafen til funksjonen f(z) = e*. Vi
oppgir at arealet til omradet D er 3‘ Finn z-koordinaten til tyngdepunktet
til omradet D.

Lgsning.

In2 eX In2 )
3.5 = s drdan — € A
5 IT= / / xdydr = / [zy)g dx
J—~In2J0 J—~1In2

In2 In2
= / ze® dz = [ze”]"2 , — / e’ dx

~1n2 —~In2
=1112~2+1112-%—(2—%)
=%-1112—%



som gir T = 3In2— 1.

SLUTT.
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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1012 — Matematikk 2
Eksamensdag: Onsdag 4. juni 2014

Tid for eksamen: 14.30-18.30
Oppgavesettet er pd 2 sider.

Vedlegg: Formelark

Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmaélene.

OprpPGAVE 1 La D veere omradet i (z, y)-planet avgrenset av z-aksen,
y-aksen og grafen til funksjonen g(z) =1 — 2.

a) (8 poeng) Regn ut dobbeltintegralet av funksjonene
[(r,y) =z og glz.y)=y
over omradet D.
b) (4 poeng) Vis at arealet av omradet D er —2;

¢) (6 poeng) Finn koordinatene til tyngdepunktet til omradet D.

OPPGAVE 2
a) (12 poeng) Et homogent differensiallikningssystem er gitt ved

@' (t)
y(t) =

2r —y
Sz

Finn lpsningen av systemet som oppfyller initialbetingelsen 2(0) = 3,
y(0) =5.

b) (6 poeng) Et inhomogent differensiallikningssystem er gitt ved

2y (t) = o1 + 229 — 3
ro(t) = —x1 + 422 — 3

Finn likevektstilstanden for systemet.

IMnsbnnbdnn 8 24 D)



Eksamen i MAT1012, Onsdag 4. juni 2014 Side 2

OpPPGAVE 3 (12 poeng) Gitt et vektorfelt
F(z,y) = (siny+ 2% + 1,z + zcosy)

Bruk Greens teorem til 4 beregne integralet av vektorfeltet F(z,y) langs
omkretsen til kvadratet gitt ved 0 < 2 < 1, 0 < y < 1 med positiv
omlppsretning (mot klokka).

OPPGAVE 4
En plan kurve C er gitt ved parameterframstillingen

r(t) = (1+2cost,2+2sint) 0<t<w
a) (6 poeng) Finn buelengden av kurven C.
b) (6 poeng) Finn integralet av funksjonen f(z,y) = xy langs kurven C.

¢) (6 poeng) Finn integralet av vektorfeltet F(z,y) = (2— 4, 5+ %) langs
med kurven C', med positiv omlppsretning (mot klokka).

SLUTT
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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1012 — Matematikk 2
Eksamensdag: Onsdag 4. juni 2014

Tid for eksamen: 14.30-18.30
Oppgavesettet er pd 4 sider.

Vedlegg: Formelark

Tillatte hjelpemidler: Ingen

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmaélene.

OprPGAVE 1 La D veere omradet i (z,y)-planet avgrenset av xz-aksen,
y-aksen og grafen til funksjonen g(z) = 1 — z2.

a) (8 poeng) Regn ut dobbeltintegralet av funksjonene
flz,y) =z og gz,y)=y
over omradet D.
b) (4 poeng) Vis at arealet av omradet D er %

¢) (6 poeng) Finn koordinatene til tyngdepunktet til omradet D.

Lgsning. a) Omradet Dergitt ved 0 <y <1-22, 0<z < 1.

1 pl-x? 1 5
/ / f(z,y) dyde = / / rdydr = / [:I:y](l)MI- dx
JJD JO JO JO

1
g ! 111
= / r—addr = [%:IYZ — %;1:‘] 0=
JO

1 pl-zx? 1 5
/ / g(z,y) dyde = / / ydydx = / [1y?], " d
JJD JO JO J0O
1

_fl,._ 1.3, 1 51 _ 4
/“ 1—22%2+2%de = [2.1, 3Z° + 15T ]“_ 1%

|| esl=

I

D=

) Arecalet A = areal(D) er gitt ved

1 1
A= / / ldydx = / 1dydx = / 1—a2%dx / 1—2%de = [:1: — %:1:3] (1) = %
Jo Jo 2

c¢) Tyngdepunktet har koordinater (z,y) gitt ved

1 1-x2? 1 1-x?
A T= / / xdyder og A- 7= / / y dy dx
Jo Jo Jo Jo
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som gir ved a kombinere resultatene i a) og b)

Il

|lenive

T =

—
o

&l

_ 1
g Yy=%-
3

wire| =
—
||x|.~

OPPGAVE 2
a) (12 poeng) Et homogent differensiallikningssystem er gitt ved

() =2z—y
Y (t) = b

Finn lgsningen av systemet som oppfyller initialbetingelsen x(0) = 3,
y(0) =5.

b) (6 poeng) Et inhomogent differensiallikningssystem er gitt ved

.'L"1 t)y=a1+4+222—3
xo(t) = —xy + 4w — 3

Finn likevektstilstanden for systemet.
Lgsning. a) Koeffisientmatrisen har karakteristisk polynom

det( 2 :/l\)z(Q—)\)(—/\)+5=/\2—2,\+5

som gir egenverdier A = 1 & 2i, og egenvektor (a, ) gitt ved

2— (14 2i) -1 )(n _(())
( 5 —(1 4 24) [j)— 0
Q@ 14 2i 1 2
(5)-("5")-(:)=(5)
Dette gir

x(t) \ _ ¢ Ccos2t+ Dsin2t +2(Dcos2t — Csin2t)
y(t) ) 5(C cos2t + Dsin2t) 4+ 0
o (C+2D)cos2t + (D — 2C)sin 2t
N 5C cos2t 4+ 5D sin 2t

hvor vi setter

Innsatt

x(0) \ _ of (C+2D)cosO+ (D —2C)sin0 \ _(C+2D\ (3
y0) ) =€ 5C cos 0+ 5D sin 0 - 5C -

gir C =D =1, og losning

x(t) \ _ 4 3cos2t—sin2t
y(t) | “ \ Bcos2t + Hsin2t
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b) Likevektstilstanden finnes ved & sette 2 (t) = 2%(t) = 0. Det gir

1+ 219 —-3=0
—ry+4x9 —3=0

som gir ;) = a9 =1

OprPGAVE 3 (12 poeng) Gitt et vektorfelt
F(x,y) = (siny +2® + 1,2 + zcosy)

Bruk Greens teorem til & beregne integralet av vektorfeltet F(z,y) langs
omkretsen til kvadratet gitt ved 0 < 2z < 1, 0 < y < 1 med positiv
omlgpsretning (mot klokka).

g
( ) ‘_{) ( . = ( . ) . .
Ccur l I r + €' COS1 ) Sl 1 + r + 1 ]. + COS 1 COosSYy = ].

Arealet av kvadratet K er 1, som gir at

F.dr = // curl(F)dxdy = // ldedy=1
JOK JJIK JJIK -

OPPGAVE 4
En plan kurve C' er gitt ved parameterframstillingen

r(t) =(1+42cost,242sint) 0<t<n
a) (6 poeng) Finn buelengden av kurven C.
b) (6 poeng) Finn integralet av funksjonen f(z,y) = zy langs kurven C.

¢) (6 poeng) Finn integralet av vektorfeltet F (z,y) = (2— 4, § + %) langs
med kurven C', med positiv omlgpsretning (mot klokka).

Lgsning. a) Vi har r'(t) = (—2sint, 2 cost), som gir

m m™
B=/(ls:/ ||r"(l,)[|dt=27r=/ \/élsinzt—}-dcos"ztdt:Z_n
Jc Jo Jo -
b)
m™
/;I:yds= (1 +2cost)(2+ 2sint)||r'(t)|| dt
Je 0

™
= 2/ 2+ 2sint +4cost +4sintcostdt
0

= 2[2[ — 2cost + 4sint + 2sin? t]g =47+ 8
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) Vihar F(r(t)) = (2— M M—C—‘“—'—i—j) = (1—sint, 2+cost) og dermed

/F dr—/F ) r'(t)dt = /(1—silll,,2+cosl,)-(—Zsint,‘zcost)dt

0

T
=/ —25int+25i112L+/1cost+20052tdL
Jo

T
= / —2sint +4cost +2dt
Jo

= [2cost +4sint + 21‘,]:; =27 —4




