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Forord

Forord

Dette kapitlet bestar av to lange seksjoner. Den fgrste omhandler vektorregning i R”
samt litt element@r matriseregning, det andre omhandler den grunnleggende teorien
for funksjoner av flere variable inkludert partiellderivasjon og kjerneregel, men ikke
optimering og multippel integrasjon. Denne seksjonen forutsetter at studentene har en
solid forstéelse av kontinuitet og deriverbarhet av funksjoner av én variabel tilsvarende
de fgrste sju kapitlene i Kalkulus.

En mindre del av stoffet i dette kapitlet finnes ogsa i tilleggskapittel T1, men
behandling her er knappere og mer generell (fremstillingen i T1 konsentrerer seg ho-
vedsaklig om vektoregning i R?> og R?). Det er mulig & lese T1 fgrst og si T2, men
overlappet mellom kapitlene er sd pass stort at de fleste nok vil vaere mer forngyd med
a velge ett av kapitlene. @nsker man en snill og forsiktig viderefgring av vektorreg-
ningen i videregéende skole, er kapittel T1 best egnet, men gnsker man en raskere og
mer ambisigs innfgring, er dette kapitlet det beste valget (og i tillegg far man altsa en
innf@gring i funksjoner av flere variable). Kapitlene har til forskjellige tider vert brukt
i fgrste semester ved Universitetet i Oslo og fungerer godt for studentgruppen der.

Litt om notasjon og organisering: Kapitlet er delt inn i to nummererte seksjoner
som igjen er delt opp i unummererte avsnitt. Definisjoner, setninger og teoremer er
nummerert fortlgpende innen hver seksjon. Eksempler og figurer er ogsa nummerert
seksjonsvis, men med egen nummerering. Vi bruker m for & markere slutten pa et bevis
og Il for & markere slutten pa et eksempel.

Blindern, 26. oktober 2006,
Tom Lindstrgm og Klara Hveberg
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tilleggskapittel

Flervariabel analyse med
linezer algebra

Dette kapitlet bestar av to lange seksjoner. I den fgrste seksjonen skal vi viderefgre og
generalisere vektorregningen fra videregaende skole. Vi skal se hvordan vi kan regne
med vektorer i hgyere dimensjoner enn 3 — det er ikke sa skummelt som det kanskje
hgres ut til — og vi skal se hvordan matriser kan brukes til & transformere vektorer.
I den andre seksjonen skal vi studere funksjoner av flere variable, altsa funksjoner
f(x,y,z,...) somavhenger av mer enn én stgrrelse x. Vektorer og matriser er nyttige
redskap nar vi skal regne med slike funksjoner.

LEXT Vektorer og matriser

Tall spiller en sentral rolle i matematikken — sa sentral at mange nok vil si at der det er
tall, er det matematikk, og der det ikke er tall, er det ikke matematikk! Fullt sa enkelt
er det ikke — det finnes mange grener av matematikken der tall spiller en underordnet
rolle — men det er likevel ikke til & komme forbi at tall er et av fagets aller viktigste
bestanddeler.

I din tidligere matematikkutdanning har du lert & regne med mange slags tall:
hele tall, desimaltall, brgker, irrasjonale tall og til og med komplekse tall. I dette kapitlet
skal vi ga et skritt videre og regne med tupler av tall, dvs. flere tall pa en gang. Du
har vert borti dette tidligere nar du har regnet med vektorer i planet og i rommet —
en vektor [x, y] i planet er et 2-tuppel, mens en vektor [x, y, z] i rommet er et 3-
tuppel. Vi skal na ga videre og regne med n-tupler for alle naturlige tall n. Hvis du



tenker geometrisk, kan dette hgres skummelt ut — hvordan skal man kunne forestille
seg en 4-dimensjonal vektor [x, y, z, u]? Tenker du mer algebraisk, er det ikke noe
skummelt i det hele tatt; et 4-tuppel [x, y, z, u] er bare en notasjon for a holde styr pa
fire tall pa en praktisk og kortfattet mate. I dette kapitlet skal vi utvikle bade algebra og
geometri, for selv om det & regne algebraisk med tupler er trygt og ukomplisert, mister
man fort oversikten, og den gjenvinner man fgrst nir man lerer a tenke pa tupler som
geometriske objekter.

Regning med n-tupler
La oss begynne med den grunnleggende definisjonen. Et n-tuppel er et uttrykk (ay, as,

...,ay) der ay,as, ..., a, er reelle tall. Vi ser at (2, —1,7,3) er et 4-tuppel, mens
(0, 1,7, % —7, 3) er et 6-tuppel. To n-tupler (aj, az, ..., ay) og (by, by, ..., b,) reg-

nes som like dersom de inneholder de samme tallene i samme rekkefglge, dvs. hvis
ay=by,ay=0by,...,a, =b,. Legg merketil at (3, 2, 4) # (2, 3, 4); selv om tallene
er de samme, er rekkefglgen forskjellig.

I dette kapitlet skal vi bruke bokstaver i fete typer som navn pa n-tupler, f.eks.a =
(=2, 3,0, —17). Det er vanskelig & bruke fete typer nar man skriver for hand, og man
kan da isteden skrive en pil eller en strek over bokstavene; dvs. a = (-2, 3,0, —17)
ellera = (-2, 3,0, —17).

Vi skriver 0 for det n-tuppelet som har alle komponenter lik 0, altsd 0 =
(0,0,...,0). Hvis vi har et n-tuppel a = (ay, az, ..., a,), skriver vi —a for n-tuppelet
(—ay, —ay, ..., —ay).

Det er en naturlig méate & definere addisjon og subtraksjon av n-tupler pa. Dersom
a=(a,a,...,ay)ogb = (b1,by,...,by),sder

a+b=( +bi,ar+bs,...,a,+b,)

og
a—b= (a1 —bi,ar—bs,...,a, — by)

Vi sier at vi adderer og subtraherer komponentvis. Legg merke til at vi bare kan addere
og subtrahere tupler med like mange komponenter — oppskriften ovenfor gir oss ikke
noen mate a addere et 3-tuppel og et 7-tuppel pa. Fgr vi ser pa et eksempel, tar vi
med en regneoperasjon til. Dersom s er et tall og a = (a1, as, ..., a,) er et n-tuppel,
definerer vi produktet av s og a til & vere

sa = (say, sas,...,sa,)
Vi ganger altsé s inn i hver komponent i a.
T2.1.1 Eksempel Vilara=(-2,3,0,—17)ogb = (4,—1,3,17). Daer
a+b=(-2+43+(-1,043,-174+17)=(2,2,3,0)

og
a—b=(-2-43-(-1,0-3,-17-17) = (-6,4, -3, =34)

Hvis s = 3, far vi

sa=3-(-2),3-3,3-0,3-(—17)) = (—6,9,0, =51)

Tilleggskapittel 2 Flervariabel analyse med lineaer algebra



Vi skal innfgre en regneoperasjon til. Dersom a = (a;, a2, ..., a,) og b = (b1, by,
..., by) er to n-tupler, definerer vi skalarproduktet a - b ved

a-b=a by +aby+---+a,b,

Legg merke til ata-b ikke er et n-tuppel, men et tall (eller en skalar som man ofte sier nar
man vil understreke at noe er et tall og ikke et n-tuppel). Hvis vilara = (-2, 3,0, —17)
ogb = (4, —1, 3, 17) som ovenfor, ser vi at

a-b=(-2)-4+43-(=1)+0-3+(~17)-17 = —8 — 3+ 0 — 289 = —300

Vi har na sett hvordan vi kan regne med n-tupler, og det er kanskje pa tide 4 ta en
kikk pa noen eksempler som antyder hvorfor det er et poeng med slike regnestykker.
Det fgrste eksemplet viser at n-tupler er naturlige redskap nar vi skal holde styr pa mer
informasjon enn det som kan rommes i et enkelt tall, og at regneoperasjonene svarer
til regnestykker det ofte er naturlig & utfgre i slike sammenhenger.

T2.1.2 Eksempel En forretning har ansatt 7 studenter pa timebasis. For & holde
styr pa hvor mange timer hver student har arbeidet sa langt, kan vi bruke et 7-tuppel
t = (1,1, ...,17) der t; er antall timer den f@rste studenten har arbeidet, ¢, er antall
timer den andre studenten har arbeidet osv. Dersom studentene arbeider mer senere,
kan vi pa samme mate kode tilleggstimene som et 7-tuppel s = (sy, 52, ..., s7). Det
totale antall timer som studentene har arbeidet, er na gitt ved t + s.

Studentene har ulik erfaring og derfor ulik lgnn. Hvis student nummer én har en
timelgnn pa p; kroner, student nummer to har en timelgnn pa p, kroner osv., kan vi
ogsa representere lgnnen som et 7-tuppel p = (p1, p2, - - ., p7). Dersom studentene
har arbeidet t = (1, 12, ..., t7) timer, er den totale lgnnen som forretningen skylder,
gitt av skalarproduktet p - t = pit; + patr + ... + p7t7. Dersom alle studentene far
et Ignnstillegg pa 7 prosent, far vi det nye lgnnstuppelet ved a gange det gamle med
skalaren 1.07, altsa 1.07p. |

Vi tar med noen eksempler til som viser hvordan n-tupler brukes til & holde styr pa
tallmessig informasjon i forskjellige sammenhenger.

T2.1.3 Eksempel Tilstanden til en gassbeholder er bestemt av trykket p, tempe-
raturen 7 og volumet V. Hvis du far i oppdrag a male tilstanden til beholderen ved
forskjellige tidspunkt, kan det vere naturlig a bruke 4-tuplera = (¢, p, T, V) der ¢ er
tidspunktet for malingen. Forskjellen mellom to malinger a og b er da gitt ved diffe-
rensen b — a. |

T2.1.4 Eksempel Et bilde pa en fjernsynsskjerm eller en dataskjerm er bygget opp
av sma lysende punkter (piksler). Et vanlig format er 1280 x 1024 = 1310 720 piksler.
I hvert punkt ma vi angi styrken til hver av de tre grunnfargene rgdt, grent og blatt, sa
totalt har vi 3 x 1310720 = 3932 160 tall & holde styr pa. En naturlig méte a gjgre
dette pa, er a oppfatte bilder som 3 932 160-tupler! |

Her er noen enkle regneregler for n-tupler (det finnes flere):

SeksjonT2.1 Vektorer og matriser 9
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T2.1.5 Regneregler for n-tupler Dersom a, b og ¢ er n-tupler og s og ¢ er
reelle tall, gjelder fglgende regneregler:

(a) a+b=b+a

(b)) a-b=D>b-a

(c) s@+b)=sa+sb

(d) (s+1r)a=sa-+ta

(e) c-(@a+b)=c-a+c-bog(a+b)-c=a-c+b-c
(f) (sa)-b=a-(sb) =s(a-b)

(g) a-a > 0 med likhet hvis og bare hvisa = 0

Bevis: Alle disse reglene bevises lett ved a regne ut venstre- og hgyresiden og
kontrollere at svarene stemmer overens. Vi tar (c) og (g) som eksempler:

(c) Dersom a = (ay, az, ...,a,) ogb = (b1, by, ..., by,), ser vi at venstresiden
kan skrives

s(@+b)=s(ay +by,ax+ by, ... ,a, + by)
= (s(a1 + b1),s(a2 +b2), ..., s(an + by))
= (say; + sby, sap + sby, ..., sa, + sb,)

Tilsvarende kan hgyresiden skrives

sa+sb = (saj, sas, ...,sa,) + (sby,sby, ...,sb,)
= (sa; + sby, sar + sby, ..., sa, + sby,)

Siden de to uttrykkene er like, er (c) bevist.

(g) Vi ser at
a-a:a%%—a%—l—---—i—aft >0
siden kvadrater aldri er negative. Likhet har vi dersom a% =0, a% =0,..., a,% =0,
dvs.dersoma; =0,a, =0, ...,a, =0. =

Vi har hittil skrevet vare n-tupler liggende
a=(a,a,...,a),
men vi kan ogsa skrive dem staende
aj
ap
a=

Ay

I det fgrste tilfellet kaller vi a en radvektor, mens vi i det andre kaller a en sgylevektor.
I de fleste situasjoner spiller det ingen rolle om vi skriver n-tuplene pa den ene eller
andre formen, og vi velger da ofte & skrive dem som radvektorer siden det tar minst
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plass. Det finnes imidlertid tilfeller der det er viktig a skille mellom radvektorer og
sgylevektorer, men det skal vi komme tilbake til senere — forelgpig kan du skrive dine
vektorer pa den maten du matte gnske. Legg for gvrig merke til at det ofte kan vere
lettere & fa gye pa strukturen i et regnestykke nar du bruker sgylevektorer, f.eks. kan

ay by 1l say +tb; +rcy

ar b ) sar +thy +rep
s . |+t .|+ . ] = .

a, b, Cn sa, +tb, +rc,

virke mer oversiktlig enn

s(al,az’--~’an)+t(bl’b2»---’bn)+r(clac2»---’Cn)
= (sa; +tby +rci,sar +thy +rco,...,sa, +1tb, +rc,)

La oss avslutte denne seksjonen med noen flere ord om notasjon. Mengden av
alle n-tupler kaller vi R". Nar vi skriver a € R", betyr dette derfor ikke noe annet enn
at a er et n-tuppel. Hittil har vi holdt oss til reelle n-tupler, men vi kan selvfglgelig ogsa
tenke oss n-tupler (cy, ¢, ..., ¢,) der komponentene cy, ¢, ..., ¢, er komplekse tall.
Mengden av alle slike n-tupler kaller vi C". Vi skal se n@rmere pa komplekse n-tupler
litt senere. Notasjonen kan ogsa gjgres enda mer generell: Dersom A er en hvilken som
helst mengde, betegner A” mengden av alle n-tupler (ai, az, ..., a,) dera; € A for
allei =1,2,...,n.

Helt til slutt legger vi merke til at et 1-tuppel (a;) ikke er noe annet enn et tall inni
en parentes. Parentesen spiller ingen rolle (den er bare med for & avgrense uttrykket),
og vi skal derfor regne 1-tuppelet (a;) og tallet a; som det samme objektet. Dette betyr
at R! og R er den samme mengden.

Oppgaver
1. Finna+b,a—b,saoga-bnira=(1,-2,4,-5,1),b=(-3,5,5,0, -3) og s = 3.
2. Finna+b,a—b,saoga-bnira=(7,0,4,-2,-5,4),b=(0,2,1,-6,0, —1) ogs = —4.
3. Visatforallex,y € R" er:

a) X+y) - X+y) =x-X+2x-y+y-y
b) X—y) - X—y)=x-X—2X-y+y-y
) X+y) - X—y)=x-X—y-y

. Bevis punktene d), e), f) i setning T2.1.5.

. Et grossistfirma har n vareslag pa lager, m enheter av vareslag 1, m, enheter av vareslag 2 osv.

Verdien av hver enhet er p; for vareslag 1, p, for vareslag 2 osv. Uttrykk den totale verdien av
varelageret som skalarproduktet mellom to n-tupler.

SeksjonT2.1 Vektorer og matriser 11
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Geometri for n-tupler

Et 2-tuppel er ikke noe annet enn et par (a;, az). Geometrisk kan vi tenke pa et slikt
par pa to mater — enten som et punkt med koordinater a; og as, eller som en vektor
(pil) som starter i origo og ender i dette punktet (se figur T2.1.1). I skolematematikken
bruker man gjerne forskjellig notasjon ettersom man tenker pa paret som et punkt eller
som en vektor — et punkt (a1, a») har runde parenteser, mens en vektor [a;, ay] har
klammeparenteser. Det er ganske tungvint & bruke to forskjellige notasjoner, og vi vil
derfor bruke runde parenteser a = (a1, ap) uansett om vi tenker pa a som et punkt eller
som en vektor. Hva som er naturlig, fremgar som regel av sammenhengen. Snakker vi
om en linje gjennom a, er det naturlig & tenke pa a som et punkt, men snakker vi om
en linje parallell med a, er det naturlig 4 tenke pa a som en vektor. Nar vi lager figurer,
vil vi noen ganger tegne paret (a;, az) som en vektor og andre ganger som et punkt,
alt etter hva vi synes passer best i hvert enkelt tilfelle (se figur T2.1.1).

4y Ay

T o a=(aa) T a=(ay, ay)

aj 1 X a | X
FigurT2.1.1 a som et punkt og som en vektor
Pa tilsvarende vis kan vi oppfatte 3-tupler som punkter og vektorer i rommet. Figuren

nedenfor viser hvordan et 3-tuppel a = (ai, a2, az) kan oppfattes som en vektor i
rommet.

>

p a = (ay, ay, az)

X

FigurT2.1.2 Et3-tuppel somen vektorirommet
Som du vet fra skolematematikken, har de algebraiske operasjonene vi innfgrte i forrige
seksjon, en geometrisk tolkning nér vi tenker pa tupler som vektorer i planet eller

rommet. Figur T2.1.3 viser hvordan vi far frem addisjon og subtraksjon ved a sette
sammen vektorer:

Tilleggskapittel 2 Flervariabel analyse med lineaer algebra



a+b b

Y
Y

FigurT2.1.3 Addisjon og subtraksjon av vektorer

Multiplikasjon med en skalar har ogsa en geometrisk tolkning. Dersom vi ganger a
med et positivt tall s, beholder vektoren retningen, men blir s ganger sa lang. Dersom
vi ganger a med et negativt tall s, snur retningen 180°, og den nye vektoren blir |s|
ganger sa lang som den opprinnelige (se figur T2.1.4).

Ay
3a

=V

(=2)a

FigurT2.1.4 Multiplikasjon med et tall

Det er ogséa andre sammenhenger mellom regneoperasjoner og geometri. Fra skolema-
tematikken vet du for eksempel at to (ikke-null) vektorer a, b er parallelle dersom det
finnes et tall s slik at a = sb, og at de er ortogonale (dvs. star normalt pa hverandre)
dersom a - b = 0. Du vet ogsa at lengden |a| til vektoren a = (ay, a;, a3) kan regnes

ut fra koordinatene:
la| = ,/alz —I—a% +a%

og at det er en sammenheng mellom lengden og skalarproduktet:

Det er sammenhengen mellom geometri og algebra som gir liv til vektorregning
i to og tre dimensjoner, og det hadde vart nyttig om vi kunne bruke var geometriske
intuisjon pa samme maéte nér vi arbeidet med generelle n-tupler. Dette kan virke som
en uoverkommelig oppgave — hvis 2-tupler representerer 2-dimensjonale objekter i
planet, og 3-tupler representerer 3-dimensjonale objekter i rommet, s& burde 4-tupler
representere 4-dimensjonale objekter i et slags 4-dimensjonalt rom? Og, enda verre,

SeksjonT2.1 Vektorer og matriser 13
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5-tupler burde representere 5-dimensjonale objekter i et 5-dimensjonalt rom, 6-tupler
6-dimensjonale objekter i et 6-dimensjonalt rom osv? Hvem av oss kan med handen
pa hjertet si at de har noen sarlig geometrisk intuisjon for det som skjer i 4-, 5- og
6-dimensjonale rom?

Heldigvis behgver vi ikke 4 ha en slik intuisjon pa forhdnd, men kan bygge den
opp gradvis. Ideen er enkel: vi overfgrer geometriske begreper fra planet og rommet
til det generelle tilfellet ved & bruke de algebraiske beskrivelsene av geometriske egen-
skaper. Her er et eksempel: At to vektorer a og b er ortogonale (dvs. at de stir normalt
pa hverandre), er i utgangspunktet en geometrisk egenskap. Denne egenskapen kan vi
beskrive algebraisk ved a - b = 0. Vi bruker na denne algebraiske beskrivelsen til &
definere at to n-tupler a og b er ortogonale dersom a-b = 0 (vi sier da at de star normalt
pa hverandre). P4 denne maten far vi innfgrt det geometriske begrepet ortogonalitet i
hgyere dimensjoner uten a matte stgtte oss til noen geometrisk intuisjon. Nar begrepet
fgrst er innfgrt pd denne maten, kan vi undersgke i hvilken grad det svarer til vare
(geometriske) forestillinger om hva ortogonalitet er. PA den maten bygger vi etter hvert
opp en intuisjon om hva ortogonalitet av n-tupler er, og denne intuisjonen tar fort en
geometrisk form.

La oss begynne med litt terminologi: Mengden R” av alle n-tupler kalles det n-
dimensjonale euklidske rommet, og et n-tuppel a kalles ogsa en n-dimensjonal vektor
eller et n-dimensjonalt punkt. Som i det 2- og 3-dimensjonale tilfellet skal vi ofte bruke
ordet «vektor» nar det er naturlig & tenke pa a som et geometrisk objekt med lengde
og retning, og vi skal bruke ordet «punkt» nar vi er opptatt av noe (f.eks. en linje eller
et plan) som gar gjennom a. Logisk sett er det selvfglgelig ungdvendig a4 ha mer enn
ett navn pa disse objektene, men pedagogisk er det ofte en fordel & kunne bruke et ord
som antyder hvilke egenskaper vi er opptatt av 1 hver enkelt situasjon. Vi har valgt det
ngytrale ordet «n-tuppel» som utgangspunkt for ikke a binde oss for sterkt til den ene
eller andre tolkningen.

Hvis a = (ay, ay) er en to-dimensjonal vektor, er lengden gitt ved

— g2 4 42
la| =/aj +a;

Tilsvarende er lengden til en tre-dimensjonal vektor a = (ay, az, a3) gitt ved

la| = ,/a%+a%+a%

For en n-dimensjonal vektor a = (aj, ay, ..., a,) er det derfor naturlig & definere
lengden (eller normen som den ogsa kalles) ved

al=Ja? +ad+-+a

I kapittel 1 definerte vi skalarproduktet av vektorene a = (a;,az,...,a,) ogb =
(by, by, ..., by) til & vare

a-b=a by +aby+---+a,b,
Vi har den vanlige sammenhengen mellom lengden og skalarproduktet
la| = +/a-a eller med andre ord a-a= |a|2

Vi har allerede definert to n-tupler a og b til & vere ortogonale (eller std normalt pd
hverandre) dersom a - b = 0. Ved hjelp av denne definisjonen kan vi formulere en

Tilleggskapittel 2 Flervariabel analyse med lineaer algebra



4y

a+b

\i

Figur T2.1.5 Multiplikasjon med et tall

n-dimensjonal versjon av et meget bergmt resultat (figur T2.1.5 viser den geometriske
motivasjonen).

T2.1.6 Pythagoras’setning for n-tupler Dersom a, b er ortogonale, s er

la+b[* = [a|* + |b|?

Bevis: Dette er bare et enkelt regnestykke (husk regnereglene for n-tupler fra
kapittel 1):

la+b>=(@+b)-(a+b)=a-a+2a-b+b-b
= la]* +2-0+ |b* = |a]* + b

Setningen ovenfor er vart fgrste eksempel pa et resultat om n-tupler som er inspirert
av en geometrisk observasjon. Vart neste problem tar utgangspunkt i figur T2.1.6. Vi
tenker oss at vi er gitt to vektorer a, b, og at vi gnsker a finne projeksjonen p av a ned
pa b. Dette betyr at p er vektoren parallell med b slik at a — p star normalt pa b.

Ly

X

FigurT2.1.6 Projeksjonen p av a ned pa b

SeksjonT2.1 Vektorer og matriser 15
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I utgangspunktet er dette en geometrisk problemstilling som bare gir mening for vek-
torer i planet og rommet, men vi kan bruke var oversettingsfilosofi til & gi mening til
problemet for generelle n-tupler a og b. Siden det n-tuplet p vi er pa jakt etter skal
vere parallelt med b, ma det finnes et tall 7 slik at p = tb, og siden a — p skal sta
normalt pa b, ma vi ha

O=(—p)-b=(a—rb)-b=a-b—1¢|b]?
Lgser vi denne ligningen med hensyn pa ¢, far vi

t_a-b
b
som betyr at
_tb_a-b
T

Vi far dermed dette resultatet:

T2.1.7 Setning Antaata ogb er to ikke-null vektorer i R". Da er projeksjonen
p av a ned pa b gitt ved:

a-b
T
Lengden til projeksjonen er
_la-b]
Ipl = bl

Bevis: Den forste formelen har vi allerede utledet. Den andre kan vi for eksempel
finne med felgende regnestykke:

|a - b |a - bl
|b| =

Ip| = |tb] = [z]|b] =
b2 |b|

La oss kombinere resultatet vi nettopp har bevist med Pythagoras’ setning. Siden a — p
star normalt pa b, ma den ogsa st normalt pa p som er parallell med b (sjekk dette!).
Det betyr at vi kan bruke Pythagoras’ setning pa vektorene p, a—p og a (se figur T2.1.6
for a fa intuisjonen):

lal” = |pI* + |a — pI®

Siden |a — p|2 > 0, betyr dette at

2 2
la]” > |p|
som medfgrer at
la] > |p|
(husk at bade |a| og |p| er positive). Ifglge setningen ovenfor er |p| = %, og setter
vi dette inn i ulikheten, far vi
la- bl
la] >
bl
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Ganger vi med |b| pa begge sider, sitter vi igjen med
|al[b| > |a - b]

Vi har kommet frem til en bergmt og meget nyttig ulikhet:

T2.1.8 Schwarz’ ulikhet For alle a, b € R" gjelder
la-b| < |al[b]

Vi har likhet (dvs. |a - b| = |a||b]) hvis og bare hvis a og b er parallelle.

Bevis: 1 utledningen av ulikheten har vi strengt tatt gatt ut i fra at a,b # 0,
men ulikheten gjelder apenbart ogsa om ¢én eller begge vektorer er lik 0 (for da er
venstresiden i ulikheten lik 0). Det gjenstar dermed bare a sjekke den siste pastanden.
Leser du gjennom utledningen av ulikheten en gang til, vil du se at vi har likhet nar
|a — p| = 0, dvs. nar a = p. Siden p er parallell med b, skjer dette nar a og b er
parallelle. m

Du husker sikkert fra skolematematikken at
a-b =|a||b|cosv

der v er vinkelen mellom vektorene a og b. I utgangspunktet gir denne formelen bare
mening nar a og b er vektorer i planet eller rommet — for generelle n-tupler vet vi jo
ikke hva vinkler er. Ved hjelp av Schwarz’ ulikhet kan vi na snu situasjonen pa hodet;
Vi definerer rett og slett vinkelen mellom to n-tupler a og b til & veere den vinkelen v

mellom 0° og 180° somer slik atcos v = | :\.Ill))l . Legg merke til at siden Schwarz’ ulikhet
a-b

Tl = 1, sé finnes det alltid en slik vinkel v som definisjonen
forutsetter. Vi ser ogsa at vi far a - b = |a||b| cos v.

Hva er sa vitsen med et slikt abstrakt og merkelig vinkelbegrep? Kan disse
vinklene brukes til noe, og oppfgrer de seg som de vinklene vi er vant til fra planet
og rommet? Dette er fornuftige spgrsmal som bare erfaring kan gi svar pa. Erfaringen
viser at disse vinklene fungerer utmerket, og at de i det store og hele har de samme
egenskapene som vinkler i 2 og 3 dimensjoner. Vi skal ikke komme narmere inn pa
dette her, men tar med et eksempel pa hvordan man finner en vinkel:

garanterer at —1 <

T2.1.9 Eksempel Finn vinkelen mellom vektorene a = (2, —1,0,1,1) og b =
(0,1,3,—2,0). Vi har

a-b 2,-1,0,1,1)- (0, 1,3, =2,0) -3 3V2
cos v =

“allbl |2, —10,1, D[|(0,1,3,-2,0)] _ 7/14 14

Bruker vi en lommeregner, finner vi at —% ~ —0.3030. Dette gir

v ~ arccos(—0.3030) ~ 107.6°.

SeksjonT2.1 Vektorer og matriser 17
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Et viktig resultat i planet og rommet er trekantulikheten som sier at |a+b| < |a| + |b|.
Ved hjelp av Schwarz’ ulikhet skal vi na vise at trekantulikheten ogsa gjelder i n
dimensjoner.

T2.1.10 Trekantulikheten For alle a, b € R" gjelder

la+b| < |a] + [b]

Bevis: Vi har

la+b>=(@+b)-(a+b)=a*>+2a b+ b
< [a]* + 2Ja|b| + [b|* = (la| + [b])>

der vi har brukt at ifglge Schwarz’ ulikhet er a - b < |a||b]|. [

Geometrisk sier trekantulikheten at lengden til den ene siden i en trekant alltid er mindre
enn summen av de to andre sidene. Resultatet ovenfor forteller oss at dette ogsa gjelder
i hgyere dimensjoner. Faktisk spiller trekantulikheten en ngkkelrolle i de fleste forsgk
pa a generalisere avstandsbegrepet til nye sammenhenger. I dette kapitlet skal vi ha
stor glede av trekantulikheten nar vi studerer funksjoner av flere variable.

La oss avslutte denne seksjonen med a se pa hvordan vi kan generalisere begrepet
linje til R". Vi starteri planet. Figur T2.1.7 viser en rett linje gjennom punktet a parallell
med vektoren b.

Ay

\i

FigurT2.1.7 Rett linje gjennom a parallell med b
Siden enhver vektor tb er parallell med b, ser vi at alle punkter av typen a + tb ma
ligge pa linjen (se figur T2.1.8). Det er heller ikke sé vanskelig & overbevise seg om at
ethvert punkt pa linjen ma vare av formen a + b for ett eller annet tall .
Vi har dermed kommet frem til at de punktene som ligger pa den rette linjen, er
ngyaktig de som er av typen a + b for et reelt tall ¢. Vi skriver gjerne
r(#z) =a+tb

og tenker pa r(z) som et punkt som beveger seg langs linjen nar ¢ endrer seg.

Tilleggskapittel 2 Flervariabel analyse med lineaer algebra



\i

FigurT2.1.8 Parameterfremstilling av en rett linje

Det er na lett & generalisere begrepet rett linje til R”. Hvis a, b € R", b # 0, sa bestar
den rette linjen gjennom punktet a og med retningsvektor b av alle punkter pa formen

r(¢) =a+1tb
Bruker vi koordinater, ser vi at hvis a = (aj, az, ..., a,) ogb = (b1, b, ..., by), sé
blir
r(t) =a+tb = (a; +tby,ay +thy,...,a, +1tb,)

T2.1.11 Eksempel Finn en parameterfremstilling til linjen gjennom punktet a =
(1,2,0, —1) med retningsvektor b = (—1,2, —3, 1), og avgjgr om punktet ¢ =
(2, —1, 1, 4) ligger pa linjen.

Parameterfremstillingen er

r¢()=a+thbh=(1—1¢2+4+2¢,-3t,—1+41)

Skal punktet ¢ ligge pa linjen, ma det finnes et tall 7 slik at r(z) = ¢, dvs. at fglgende
ligninger ma vere oppfylt:

1—t=2, 242t=-1, =3t=1, —-1+t=4

Siden det ikke finnes noe tall r som oppfyller alle disse ligningene, ligger ikke ¢ pa
linjen. |

Oppgaver

6

7.

10.

11.

12.

SeksjonT2.1 Vekto

. Finn skalarproduktet av (—2, 3) og (4, 1). Finn ogsa vinkelen mellom vektorene.
la] =4, |b| =5 og vinkelen mellom a og b er 45°. Finn a - b.

. Finn vinkelen mellom vektorene (1, 2, 3) og (—1,0, 1).

. Regn ut vinkelen mellom (—1,2,6,2,4) og (1,0,3, 1, 1).

Finn vinkelen mellom vektorene a = (4, 3, 1,2) ogb = (—1, 3, 2, 0). Finn ogsa projeksjonen
av aned pab.

Hvor lang er projeksjonen av (-3, 4, 2, 5) ned pa (0, 3, 1, 2)?
Skriv a = (4, 3) som en sum av to vektorer b og ¢ der b er parallell med d = (1, 2) og ¢ star

normalt pa d.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Skriva = (2, 2, 1) som en sum av to vektorer b og ¢ der b er parallell med d = (1, 0, —1) og
¢ star normalt pa d.

Finn vinkelen som hver av vektorene a = (+/3, 1) og b = (1, 1) danner med x-aksen. Regn ut
a - b og bruk svaret til & finne et eksakt uttrykk for cos(15°).

Finn to vektorer som begge star normalt pa (3, 2, —1) og som ikke er parallelle.
Vis at dersom a star normalt pa bade b og ¢, sa star a normalt pa b + c.

a) Visatfora, b € R”, gjelder: |]a +b|> = |a|> +2a-b + |b|>.
b) Finna-bnér|al| =6, |b|=40gl|a+b|=3.
c) Antaat|c| =3, |d| =4 og|c+ d| =>5. Finn vinkelen mellom ¢ og d.

Per pastar at han har to vektorer a og b slik at |a] = 3, |b| = 2 og |a 4+ b| = 7. Hvorfor tror du
ikke pa ham?

Kari pastar at hun har to vektorer a og b slik at |a] = 7, |b| = 2 oga - b = —16. Hvorfor tror
du ikke pa henne?

Vis at for alle x,y € R" er x| — |y| < |[x —y|. Vis ogsé at |y| — |x| < |x —y|, og konkluder
med at ||x| — [y|| < [x —yl.

Avstanden d(a, b) mellom to punkter a, b € R” er lik lengden til vektoren som forbinder dem,
dvs. d(a,b) = |b — a|. Bevis at d(a, b) < d(a, ¢) 4 d(c, b) for alle vektorer a, b, c. Hva er
den geometriske tolkningen av denne ulikheten?

Vis at for alle vektorer x og y gjelder [x+y|> +|x—y|?> = 2|x|>+2|y|?. Vis at i et parallellogram
er summen av kvadratene av sidene lik summen av kvadratene av diagonalene.

Finn en parameterfremstilling av linjen som gér gjennom punktet (—1, —1, 2) og er parallell
med (2, 3, 1).

Finn en parameterfremstilling av linjen gjennom (—3, —2, 5, 8) parallell med (1, —2, —1, 3).
Sjekk om punktet (1, —6, 3, 14) ligger pa linjen.

Finn en parameterfremstilling av linjen som gér gjennom punktene (2, —1, 3) og (3, 8, —2).

Finn en parameterfremstilling av linjen som géar gjennom punktene (7, —3, 2,4, —2) og
2,1,-1,-1,5).

Finn en parameterfremstilling for linjen som gar gjennom (5, —2) og som star normalt pa
(-1,2).

Finn en parameterfremstilling for linjen i planet som har ligning 2x 4 3y = 6.

Enlinje i planet har parameterfremstilling (—3+2¢, 2 —¢). Finn en ligning av typen y = ax +b
for denne linjen.

To skip er pa kryssende kurs. Ved tiden + = 0 er det ene skipet i punktet (0, 4), og det andre
skipet i punktet (39, 14) (alle avstander er malt i nautiske mil.) Det fgrste skipet beveger seg
parallelt med vektoren (3, 4) med en fart av 15 knop (1 knop = 1 nautisk mil per time). Det
andre skipet beveger seg parallelt med vektoren (—12, 5) med en fart av 13 knop.

a) Hvor vil kursene krysse hverandre?
b) Vil skipene kollidere?

To fly er i det samme omradet. Ved tiden ¢ = 0 er det ene flyet i punktet (0, 0, 2000) og flyr med
en fart pa 150 m/s parallelt med vektoren (2, 2, 1). Det andre flyet er ved tiden ¢t = 0 i punktet
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(5000, —1000, 4000) og 20 sekunder senere i punktet (4400, 2000, 4000). Flyet fglger en rett
linje og holder konstant hastighet.

a) Vil kursene til de to flyene skj@re hverandre?
b) Vil flyene kollidere?

32. I sin evige jakt etter honning forsgker Ole Brumm a invadere et tre ved hjelp av en ballong.
Plutselig blir ballongen tatt av et vindkast og farer av sted med Ole Brumm. Etter 4 ha tenkt
seg om et gyeblikk, innser Kristoffer Robin at hans eneste sjanse til a redde vennen er a skyte
istykker ballongen med lekegeveret sitt. Figuren nedenfor viser en skisse av situasjonen.

by

(0,6)

(20,0) x

Nar vindkastet kommer ved tiden r = 0, befinner ballongen seg i punktet (0, 6). Den blir fgrt
av garde med en fart av 5 m/s i retningen (4, 3). Ved tiden ¢ = 2 skyter Kristoffer Robin mot
ballongen fra sin posisjon (20, 0). Vinkelen mellom gevaret og underlaget er u, og vi regner
med at kulen beveger seg rettlinjet med en fart av 70 m/s. Alle avstander er malt i meter og
tiden er malt i sekunder.

a) Forklar at ballongens posisjon ved tiden ¢ er (4¢, 6 + 31).

b) Vis at kulens posisjon ved tiden ¢ er (20 — 70(¢ — 2) cosu, 70(t — 2) sinu).

c) Hyvilken vinkel # ma Kristoffer Robin holde gevzaret i for a treffe midt i ballongen? Hvor
langt er det ned til bakken nér ballongen blir truffet?

33. I denne oppgaven skal vi se pa et annet bevis for Schwarz’ ulikhet.

a) Visatforallea,b € Rogallex,y € R" er

0 < |ax £ by|* = a®|x|* £ 2abx -y + b*|y|?

b) Velga = |y|, b = |x| i ulikhetene ovenfor og utled Schwarz’ ulikhet.

Komplekse n-tupler

Hittil har vi bare sett pa n-tuplera = (ay, as, ..., a,) der komponentene a;, as, .. ., a,
er reelle tall. Vi skal na ta en rask titt pa det komplekse tilfellet. Som nevnt tidligere kal-
les mengden av alle komplekse n-tupler for C". Addisjon og subtraksjon av komplekse
n-tupler foregar komponentvis akkurat som i det reelle tilfellet. Ogsa multiplikasjon
med skalar (som na godt kan vaere kompleks) foregar akkurat som fgr. La oss se pa et
eksempel:
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T2.1.12 Eksempel Regnutsa+rbniars=1+i,r=i,a= (?),b: (i;i)

Vi far (husk at i2 = —1):
o (2) L (1=i\_ (a+D2 i(1—i)
Sa+’b_(1+’)(z’>+’(1+i)_<(1+i)i)+(i(1+i)>
(242 Pr1) [ 343
=i )T )T g

Nar vi skal definere normen (dvs. lengden) til et komplekst n-tuppel, ma vi vere litt
forsiktig. Dersom a = (zy, 22, - . ., Z), Setter vi

lal = V212 + 22l + -+ [zl

Vi tar altsa tallverdien til komponentene fgr vi kvadrerer dem. Grunnen til dette er at
kvadratet til et komplekst tall ikke behgver a vere positivt og derfor gir et darlig mal
pa stgrrelse.

T2.1.13 Eksempel Finn normen til vektoren a = (2 4+ i,4 + i, 1 — 3i). Husk at
dersom z = a + ib, s er |z| = Va2 + b2 og dermed |z|> = a* + b>. Dette gir

lal = VI2+i]> + 14+ ]2 + |1 = 3i]?
= V@ + 1)+ @+ 1) + (12 +(=3))
=V4A+1+16+1+1+9

=32=42
Lengden til vektoren er altsi 4+/2. |
For & fa til det riktige samspillet mellom normen og skalarproduktet, ma vi ogsa gjgre
en liten justering i definisjonen av skalarprodukt. Dersom a = (zy, z2,...,2,) 0g
b = (wy, wy, ..., w,), definerer vi

ab=ziwi+zw;+ -+ z,w,

Vi komplekskonjugerer altsa den andre faktoren i skalarproduktet. Siden zZ = |z|?, ser
vi at

a-a=z2+ 00+ -+ =l +lel + o+ |zl = [a]
Vi har altsa den vanlige sammenhengen mellom norm og skalarprodukt:
laj = +a-a

La oss ta med et eksempel pa hvordan man regner ut et komplekst skalarprodukt.

T2.1.14 Eksempel Regnuta-bnira= (1+4+i,-2,14+3i)ogbh=2+2i,1—
2i,3 +4i). Vi far

a-b=>0+)C—-2)+2)A+2i)+ 1 +3i)(3 —4i)
=2-2i4+2i+2-2-4i+3-4i+9 +12=17+1

Skalarproduktet av to komplekse vektorer er altsa et komplekst tall. |
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P4 grunn av komplekskonjugasjonen i annen faktor, har vi ikke lenger at a - b =
b - a for komplekse vektorer. Bruker vi regnereglene for konjugasjon (se Kalkulus,
setning 3.1.5), ser vi imidlertid at

b-a=wzi +wzz+ -+ wyzy
=wizitwz2+ -+ Wn s

=wiz1 + Wz + -+ Wy,

21wy + 22wy + -+ z,w, =a-b

Bytter vi om pa faktorenes rekkefglge, sd komplekskonjugerer vi altsa resultatet!

Siden vi er sa vant til at faktorenes rekkefglge ikke spiller noen rolle, er det lett
a bli lurt av det komplekse skalarproduktet. Dersom vi skal regne ut (a +b) - (a +b),
er det f.eks. fristende & bruke fgrste kvadratsetning til & skrive svaret

a-a+2a-b+b-b,
men dette blir ikke riktig! Ganger vi nemlig ut parentesene litt forsiktig, ser vi at
(a+b)-(a+b)=a-a4+a-b+b-a+b-b

og siden a - b, b - a ikke er like, kan vi ikke sla sammen de to midterste leddene pa
vanlig mate. Siden tallene a - b og b - a er komplekskonjugerte, har vi imidlertid at
a-b+b-a=2Re(a-b) (der Re star for realdel), og dermed kan vi skrive

(a+b)-(a+b)=a-a+2Re(@-b)+b-b=|a*+2Re(a-b)+ b
Dette regnestykket viser at vi ma vere litt forsiktige nar vi overfgrer standard regne-
prosedyrer til komplekse skalarprodukt.

Vi skriver opp de grunnleggende regnereglene for komplekse n-tupler (sammen-
lign med setning T2.1.5 for reelle n-tupler):

T2.1.15 Regneregler for komplekse n-tupler Dersom a, b og ¢ er n-tupler
og s og t er komplekse tall, gjelder fglgende regneregler:

(@) a+b=b+a

(b)a-b=b-a

(c) s(a+b)=sa+sb

(d) (s+t)a=sa-+ta

(e) c-(a+b)=c-a+c-bog(a+b)-c=a-c+b-c
(f) (sa)-b=s(a-b)oga-(sb)=5s(a-b)

(g) a-a > 0 med likhet hvis og bare hvis a = 0

Bevis: Med unntak av (b) (som vi nettopp har bevist) og andre del av (f), er
dette ngyaktig de samme reglene som i setning T2.1.5, og bevisene er ogsa de samme.
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Vi ngyer oss derfor med & vise andre del av (f). Hvis a = (z1,22,...,24) 0g b =
(wy, wy, ..., wy),serviatsb = (swy, swy, ..., sw,), og dermed er

a- (sb) = zyswy 4+ zo5wa + - + ZpSW, = S(1W1 + 2wz + - - - +z,W,) =s(a-b)

Vi kan innfgre geometriske begreper for komplekse n-tupler akkurat som for reelle selv
om visualiseringen blir enda vanskeligere i dette tilfellet. Vi sier f.eks. at to vektorer
a,b € C" erortogonale dersom a-b = 0. Legg merke til at dette medfgrer atb-a = 0
sidenb-a = a - b = 0 = 0. Argumentkjeden som ga oss Pythagoras’ setning, Schwarz’
ulikhet og trekantulikheten i forrige seksjon, fungerer med sma justeringer ogsa i det
komplekse tilfellet, og vi ngyer oss med & skrive opp resultatet:

T2.1.16 Setning

(i) (Pythagoras’ setning) Dersom a, b € C" er ortogonale, er
ja]> + [b” = |]a + b|?
(i1) (Schwarz’ ulikhet) For alle a, b € C" gjelder
la-b| < |a|[b]
(iii) (Trekantulikheten) For alle a, b € C" gjelder

la+b| < |a] + [b]

Oppgaver

34.

35.

36.

37.

38.

Regnutsx+tynars =i, t =1+4+2i,x = (2_jli)0gy= <2;;l>.

Finn lengden til vektorenea = (3 +2i, —1 +i) ogb = (i,2 4+ 3i, =2 —i).
Regn ut skalarproduktet x - y narx = (1 + 3i, —2i,2+3i) ogy = (2, 1 +2i, —1 +1i).
Vis at for alle x,y € C" er

X —yI* = x> = 2Re(x - y) + |y|*

og
x+y) - x—y) =x*-2Imx-y) — |y

hvor Re(z) og Im(z) betegner hhv. realdelen og imaginerdelen til z.

Bevis setning T2.1.16 ved & gé gjennom beviset for de tilsvarende resultatene i samme seksjon
og se hvilke modifikasjoner som ma gjgres.
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Matriser

En m x n-matrise

(111 alz oo Clln

6121 a22 oo Clzn
A= . . :

Aml  Am2 ... dmn

er et rektangulert oppsett av tall med m rader (linjer) og n sgyler. To eksempler er

2 X 3-matrisen
-1 2 0
B= (—3 4 1)

og 3 x 3-matrisen

2 =3 1
1
c=|> -2 g
3
I -3 0
Tallene ayj, aia, ..., am, som inngar i matrisen A, kaller vi elementene i A.

Legg merke til hvordan vi nummerer elementene: as4 er elementet i rad 3 og sgyle
4 (strengt tatt burde vi ha skrevet et komma mellom 3-tallet og 4-tallet for & gjgre
det klart at det ikke er element nummer 34 det er snakk om, men man blir fort lei av
a skrive alle kommaene, og det er derfor vanlig & droppe dem dersom det ikke kan
oppsté misforstaelser). Legg ogsa merke til at vi kan oppfatte vektorer som matriser.
En radvektor

a=(a,a,...,ay)

eren 1 x n-matrise, mens en sgylevektor

ai

az
a =

Ay

er en n X l-matrise. Som matriser betraktet er altsa radvektoren og sgylevektoren av
forskjellig type, og nar vi blander vektorer og matriser er det derfor viktig a holde styr
pa om a skal oppfattes som en rad- eller en sgylevektor. Vi skal komme tilbake til dette
etter hvert. Legg forgvrig merke til at en 1 x 1-matrise (a;;) bare er et tall med en
parentes rundt. Parentesen spiller ingen rolle, og vi skal derfor si at en 1 x 1-matrise
bare er et tall a;;.

Akkurat som for n-tupler kan vi definere addisjon og subtraksjon komponentvis.
Dersom vi har to m x n-matriser

ap ap ... da by by ... by

a ax ... axy byy by ... by
A= : .. . og B =

Am1 Am2  -.. Qmn bml me . bmn

sa definerer vi

ait+biy an+bn ... ap+bn

a1 +by  axn+byn ... axy+by
A+ B = . . . .

am1 +bm1 am2 +bwa ... Gun + b
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og

ayy —biy  anp—>bip ... aip,—bi,

a1 —by  ax—by ... ay—by
A—B= ) ) .

ami —bm1 am2 —bma ... Gun — bun

Siden alle regneoperasjoner foregar komponentvis, vil de vanlige regnereglene for
addisjon og subtraksjon ogsa gjelde for matriser. La oss ta med et eksempel der vi
kombinerer flere av regneoperasjonene:

Vi kan ogsd multiplisere en matrise med et tall s ved & gange tallet inn i hver
komponent:

sayy  saypp ... Sain
say1  Sar» ... Say
SA = . .
SaAm1 S22 ... SApn

T2.1.17 Eksempel Regnut3A — 2B nar
-1 2 2 -3 0
A‘(4 0 —1) °8 B_<6 -2 3)
Vi far

3 -3 6 4 -6 0 -1 3 6
3A_ZB_(lz 0 —3)‘(12 —4 6>_(O 4 —9)

Transponering er en viktig operasjon for matriser som ikke finnes for tall. Vi trans-
ponerer en matrise ved & bytte om rader og sgyler. Den transponerte til matrisen A
ovenfor er derfor

ay az ... Qami
AT app ax» ... am
dip d2pn - dpp

Legg merke til at ndr A er en m x n-matrise, s er A7 en n x m-matrise.

T2.1.18 Eksempel Den transponerte til 2 x 3-matrisen

2 -1 3
A‘(s -2 0)

er

som er en 3 X 2-matrise. |
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Transponering kan lett kombineres med addisjon, subtraksjon og multiplikasjon med
skalar. Du kan sjekke at

(A+B) =A" + BT, (A—B) = AT — BT, (cA)T = cAT
Hvis vi transponerer den transponerte, kommer vi tilbake til utgangspunktet:
(AHT =4

Legg ogsa merke til at rad- og sgylevektorer er transponerte av hverandre. Oppfatter

vi sgylevektoren
ai

az
a=

dp

som en matrise, blir den transponerte en radvektor
T
a =(a1’a29""an)

De grunnleggende regneoperasjonene for matriser som vi na har sett pa, er ganske
enkle, men man kan jo lure pa hva det hele er godt for — hvorfor innfgrer vi egentlig
matriser nar vi allerede har n-tupler til & holde styr pa lister av tall? Ett svar er at en del
lister kommer naturlig i rektangelform, og at det er greit 4 beholde denne formen for
ikke & miste oversikt over informasjonen. Opplysningene vi legger inn i et regneark vil
f.eks. ofte ha matriseform. Det neste eksemplet viser en situasjon som ofte forekommer,
og der elementene i matrisen viser fordelingen mellom forskjellige muligheter.

T2.1.19 Eksempel En fruktpresse mottar epler fra fire forskjellige produsenter. Ep-
lene blir sortert i tre kategorier: god, middels, darlig. Erfaringene viser at produsentene
har forskjellig kvalitet pa sine produkter. Produsent 1 leverer 50 % av god kvalitet,
30 % av middels kvalitet og 20 % av darlig kvalitet. Tallene for de andre produsentene
er: Produsent 2: 30 %, 40 %, 30 %; produsent 3: 25 %, 40 %, 35 %, produsent 4:
20 %, 60 %, 20 %. Dersom vi gir hver produsent en sgyle, kan vi sette opp denne
informasjonen som en 3 x 4-matrise (husk at prosent betyr «hundredel»):

0.5 03 025 0.2
A= <0.3 04 04 0.6>
02 03 035 02

Anta na at fruktpressen mottar leveringer fra hver av produsentene: 4 tonn fra produ-
sent 1, 5 tonn fra produsent 2, 3 tonn fra produsent 3 og 6 tonn fra produsent 4. Vi
setter opp denne leveransen som en sgylevektor

4

5
b_3
6

Vi gnsker a finne ut hvor mange tonn vi har fatt av hver kvalitet. Observer at dersom vi
ganger hvert av tallene i fgrste rad i A med tilsvarende tall i b, og sa legger sammen,
far vi antall tonn av beste kvalitet:

05-44+03-5+025-3402-6=24+15+0.75412=545
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Tilsvarende far vi antall tonn av nest beste kvalitet ved & gange tallene i annen rad i A
med tilsvarende tall i b, og sa legge sammen:

03-4+04-54+04-3+06-6=12+24+12436=38

Til slutt far vi antall tonn av darligste kvalitet ved 4 gange tallene i nederste rad i A
med tilsvarende tall i b og sa legge sammen:

02-44+03-54+035-3402-6=08+1.54+1.05+1.2=4.55

Legg merke til at i hvert av disse regnestykkene har vi regnet ut et slags skalarprodukt
mellom en rad i matrisen A og vektoren b (vi sier et «slags» skalarprodukt siden det
er et litt uortodokst produkt mellom en radvektor og en sgylevektor). Legg ogsa merke
til at vi kan tenke pa resultatet av regnestykkene som en ny vektor

5.45
c= ( 8 )
4.55
som forteller oss hvor mange tonn vi har av hver kvalitet. |

Vi skal se pa et eksempel til av lignende type.

T2.1.20 Eksempel Et kjgpesenter har tre stativ X, ¥ og Z hvor du kan hente og
avlevere handlevogner. Av de vognene som starter dagen i stativ X, vil 70 % avslutte
den pa samme sted, 20 % vil ha endt oppi Y, 0g 10 % i Z. Av de vognene som startet
dagen i stativ Y, vil 30 % avslutte dagen i stativ X, mens henholdsvis 50 % og 20 % vil
havne i stativene Y og Z. De tilsvarende tallene for vogner som starter i Z, er at 40 %
ender dageni X, 20 % 1Y og 40 % i Z. Vi kan ordne disse tallene i en matrise A der
forste sgyle gir fordelingen av de vognene som startet i X, andre sgyle gir fordelingen
av de vognene som startet i ¥ og tredje sgyle gir fordelingen av vognene som startet i

Z:
0.7 03 04
A= (0.2 0.5 O.2>
0.1 0.2 04

Anta na at vi startet dagen med 100 vogner i X, 70 vogner i Y og 30 vogneri Z, og la
oss skrive dette som en sgylevektor

100
- ( 70 )
30

Vi gnsker & finne ut hvor mange vogner som befinner seg pa hvert sted ved slutten av
dagen. Antall vogner i X far vi ved a gange tallene i fgrste rad i A med tilsvarende
komponent i vektoren b, og sé legge sammen:

0.7-1004+0.3-70+04-30=70+21 412 =103

Antall vogneri Y far vi tilsvarende ved & gange hvert tall i annen rad i A med tilsvarende
tall i b, og sa legge sammen:

0.2-10040.5-70+0.2-30=20+35+6 =61
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Antall vogner i Z ved slutten av dagen, far vi sa ved & gange hvert tall i tredje rad i A
med tilsvarende tall i b, og legge sammen:

0.1-10040.2-70404-30 =10+ 14+ 12 =36

Vi kan skrive opp resultatet som en ny vektor

103
c= ( 61 )
36

som gir oss fordelingen av handlevogner ved slutten av dagen. Legg merke til at vi
i dette eksemplet har gjort akkurat samme operasjoner som i det forrige; vi har tatt
skalarproduktene mellom radene 1 A og sgylevektoren b. |

I begge eksemplene ovenfor gjennomfgrte vi samme type regneoperasjoner. Vi startet
med en matrise A og en sgylevektor b, og laget en ny sgylevektor ¢ der komponentene
fremkom som skalarprodukt av radene i A og vektoren b. Denne regneoperasjonen er
sa vanlig at det er greit & ha et eget navn pa den.

T2.1.21 Definisjon Antaat A eren m x n-matrise og at b er en n-dimensjonal

sgylevektor:
ay; dp ... daip by
any ann Ce Ao b2
A= . . . . og b=
Al Ama ... Onun b,

Produktet av A og b er da den m-dimensjonale sgylevektoren ¢ = Ab gitt ved

c aibr +apby + - -+ ab,
e | 2= an by + apby + - -+ + axnb,
Cm amlbl +am2b2+ +amnbn

Den i-te komponentene i ¢ = Ab fremkommer altsa ved at vi tar skalarproduktet
av den i-te raden i A med vektoren b.

Legg merke til at produktet Ab bare er definert nar A og b passer sammen stgrrelses-
messig; b ma ha like mange komponenter som A har sgyler. Observer ogsa at produktet
Ab er en sgylevektor med like mange rader som A.

T2.1.22 Eksempel Finn Ab nar

2 1 3
A=< 4 —1) og b:<6>
-2 5
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Vi far
2-3+1-6 12
Ab=<4-3+(—1)-6>=<6>
(=2)-34+5-6 24

Vi skal komme tilbake til regneregler for produkter senere, men skriver opp noen av
de enkleste og vanligste (i formlene nedenfor er s et tall):

(A + B)b = Ab + Bb, (sA)b = s(Ab)
A +c¢) = Ab + Ac, A(sb) = s(Ab)

Det er god trening & sjekke at disse reglene holder. Var oppmerksom pa at det ogsa er
en del ting du kan gjgre med vanlige produkter, som du ikke kan gjgre med produktet
ovenfor, f.eks. kan du ikke bytte om pa rekkefglgen av faktorene (bA gir ikke mening).
Du kan heller ikke forkorte A i uttrykk av typen Ab = Ac eller b i uttrykk av typen
Ab = Bb — a forkorte betyr egentlig & gange med et inverst element pa begge sider,
og vi vet forelgpig ikke noe om inverse vektorer og matriser (det viser seg at vektorer
ikke har inverser, men at noen matriser har det!)

La oss ta en ny kikk pa eksempel T2.1.19 og T2.1.20 i lys av de begrepene vi na
har innfort:

Eksempel T2.1.19 og T2.1.20 pa nytt. I eksempel T2.1.19 (fruktpressen) ble le-
veransene fra de fire produsentene kodet som et 4-tuppel b, mens 3-tuplet ¢ fortalte
oss hvor mange tonn vi mottok av hver kvalitet. Vi regnet ut elementene i ¢ ved a ta
skalarproduktet av radene i matrisen A med vektoren b — med andre ord:

c=Ab

Som vi skal komme tilbake til senere, kan vi tenke pa multiplikasjon med A som en
«transformasjon» — vektoren b forteller oss hvor mye frukt vi far fra hver produsent,
og multiplikasjon med A «transformerer» denne kunnskapen til kunnskap om hvor
mye vi mottar av hver kvalitet (representert ved vektoren c).

Noe lignende skjerieksempel T2.1.20 (handlevognene). Her representerer vektor
b fordelingen av handlevogner ved begynnelsen av dagen, mens vektor ¢ representerer
fordelingen ved slutten av dagen. Vi regnet ut elementene i ¢ ved a ta skalarproduktet
av radene i matrisen A med vektoren b — med andre ord:

c=Ab
Igjen kan vi tenke pa multiplikasjon med A som en transformasjon som transformerer
kunnskap om hvor handlevognene er ved begynnelsen av dagen til kunnskap om hvor

de er ved slutten av dagen. |

La oss avsluttte med en liten observasjon som vi kommer til & fa glede av senere. Anta
at

aj bl

ar b2
a=1| . og b=

an by,
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er to sgylevektorer. Transponerer vi a, far vi radvektoren
T
a =(a1’a29"'aan)

som vi kan oppfatte som en 1 x n-matrise. Vi kan na ta produktet av matrisen a’ og
vektoren b. Dette gir oss en 1 x 1-matrise (dvs. et tall):

a’b=ab; +ash +---+a,b,=a-b

Matriseprodukteta’ b er altsa lik skalarproduktet a-b. Dette kan virke som en kuriositet,
men viser seg a veere viktig i en del sammenhenger.

Oppgaver

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

Regnut 2A, (—3)B, A + B og A — B nar

3 2 4 2 2 -1
A‘<—1 0 6) o8 B‘(4 0 —6)
1 -3 302
A=<2 —1) og B:(—Z —1)
3 -1 30

2 2 -
A:(_i - 2) og B:(4 0 —6)
17 -3

Finn de transponerte til A, B og 4A — B nar

1 0 4 -1
A=<—5 7) og B=<—1 3)
2 -1 2 -6

Regn ut AX nar:

-2 2 0
1 0 -3 3
a) A=< ) og x:( 3) b) A=<3 1) og x=< )
-2 -3 2 1 6 _2 -2
2 1 0 4
c) A:(—S 4 —2) og x:(O)
1 -3 2 3

Regn ut hvor mange tonn vi far av hver kvalitet i eksempel T2.1.19 dersom produsent 1 leverer
10 tonn, produsent 2 leverer 5 tonn, produsent 3 leverer § tonn og produsent 4 leverer 6 tonn.

Hvordan vil handlevognene i eksempel T2.1.20 fordele seg ved slutten av dagen dersom vi
begynner med 50 vogner i stativ X, 70 i stativ ¥ og 80 i stativ Z?

Bevis regnereglene for transponering som star rett etter eksempel T2.1.18.

Bevis regnereglene for multiplikasjon av matrise og vektor som star rett etter eksempel T2.1.22.
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48.

49.

50.

51.

Et oljemottak far olje fra 3 oljefelt. Oljen inndeles i fem kvaliteter A, B, C, D, E. Fra oljefelt 1
er fordelingen: A: 10 %, B: 20 %, C: 30 %, D: 30 %, E: 10 %. Fra oljefelt 2 er fordelingen:
A: 0 %, B: 30 %, C: 30 %, D: 30 %, E: 10 %. Fra oljefelt 3 er fordelingen: A: 20 %, B: 20 %,
C: 10 %, D: 10 %, E: 40 %. Anta at mottaket far inn x enheter fra felt 1, y enheter fra felt 2 og
z enheter fra felt 3. Finn en matrise som kan brukes til a regne ut hvor mange enheter man far
av hver kvalitet. Hva blir resultatet nar x = 10, y = 12 og z = 8?

En smittsom sykdom sprer seg i et land. Helsemyndighetene deler befolkningen i tre grupper:
smitteutsatte, syke, immune. Fra en uke til den neste regner man at 5% av de smitteutsatte
blir syke, mens 1 % av dem blir immune uten & ha vert syke. Av de syke blir 80% immune,
mens resten fortsatt er syke. En prosent av de immune mister immuniteten og blir smitteutsatte,
mens resten fortsatt er immune. La x,, y,, Z, v@re den andelen av befolkningen som er hhv.

Xn
smitteutsatt, syk og immun etter n uker. Lav, = (yn )

n
a) Finn en matrise A slik at Av, = v,4,.

b) I uke 0 er 10 % av befolkningen syke, mens resten er smitteutsatte. Finn fordelingen av
smitteutsatte, syke og immune i uke 1 og 2.

En forskergruppe som studerer et bestemt dyreslag, deler bestanden inn i fire grupper:

1. unge, dvs. dyr fgdt samme var

2. unge voksne, dvs. dyr fgdt aret fgr
3. voksne, dvs. dyr fgdt to ar fgr
4.

gamle, dvs. dyr fgdt mer enn to ar fgr

Statistikken viser at bare 5 % av de unge overlever til aret etter. Av de unge voksne overlever
50 % til aret etter. I tillegg gir en ung voksen i gjennomsnitt opphav til 20 unger som blir fgdt
aret etter. Blant de voksne overlever 30 % til aret etter. I tillegg gir en voksen i gjennomsnitt
opphav til 50 unger som blir fgdt aret etter. Av de gamle overlever 10 % til aret etter. I tillegg
gir en gammel i gjennomsnitt opphav til 10 unger som blir fgdt aret etter. La x,, y,, 2., 4, vere
hhv. antall unge, antall unge voksne, antall voksne og antall gamle etter n ar, og skriv

Xn
Yn
Zn
Up

vy, =

a) Finn en matrise A slik at v, = Av,,.

b) Anta at det et ar settes ut 100 voksne dyr i et terreng der det ikke er noen dyr fra fgr av.
Hvor mange dyr av hver kategori vil det veere i dette terrenget to ar senere?

Per, Pal og Espen leker sisten. Hver gang Per eller Pal har sisten, er det 90 % sjanse for at Espen
far sisten neste gang, mens hver gang Espen har sisten, har Per og Pal 50 % sjanse hver for & fa
sisten neste gang. Anta at x, er sannsynligheten for at Per er den n-te som har sisten, at y, er
sannsynligheten for at Pal er den n-te som har sisten, og at z,, er sannsynligheten for at Espen

Xn
er den n-te som har sisten. La v, = (yn )
Zn
a) Finn en matrise A slik at v,; | = Av,,.

b) Anta at Pal har sisten fgrst. Hva er sannsynligheten for at henholdsvis Per, Pal og Espen er
den tredje som har sisten?
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Multiplikasjon av matriser

I forrige avsnitt sa vi at addisjon og subtraksjon av matriser er lett; vi bare adderer og
subtraherer komponentvis. Det er fristende a definere multiplikasjon pa samme mate;

hvis
aj  ap ... dapy bii b ... by,
a ax ... axy byy by ... by
A= ) . ] og B = . . .
Aml Am2 ... Qmn bml me . bmn

sa bgr kanskje produktet vere

anbiir  anbi ... auwbi
axibyr  axbyn ... axyby
amibmr  amabm2 ... Amnbun

Det er ikke noe galt med dette produktet (det kalles Hadamard-produktet og er nyttig
for noen formél), men det er en annen type matriseprodukt som er langt viktigere.
Ved forste gyekast ser dette produktet litt merkelig ut, og for & motivere det skal vi
gé tilbake til produktet Ab fra slutten av forrige seksjon. (Dersom du synes denne
motivasjonen er vanskelig, kan du trgste deg med at det kommer en oppsummering i
definisjon T2.1.23.)

La oss se litt neermere pa produktet ¢ = Ab mellom en matrise A og en vektor
b. Som allerede nevnt, er det ofte smart & tenke pa dette som en transformasjon; vi
starter med en vektor b, og matrisen A transformerer b til en ny vektor c. I eksempel
3 i forige seksjon (fruktpressen), s vi f.eks, hvordan A transformerer kunnskap om
hvor mange tonn epler vi féar fra hver produsent (kodet opp i vektoren b) til kunnskap
om hvor mange tonn epler vi har av hver kvalitet (kodet opp i vektoren ¢ = Ab). Noe
tilsvarende skjedde i eksempel T2.1.20 (handlevognene); i dette tilfellet transformerer
A kunnskap om hvor vognene er ved begynnelsen av dagen (gitt ved vektoren b), til
kunnskap om hvor de er ved slutten av dagen (gitt ved vektoren ¢ = Ab). Legg merke
til at i begge eksemplene bruker vi den samme matrisen A uansett hvilken input-vektor
b vi har — det er slik gjenbruk som ofte gjgr matriser nyttige.

Vi kan illustrere situasjonen med diagrammet nedenfor; en m X n-matrise A
transformerer vektorer x i R” til vektorery = Ax i R™:

xeR' —4 5 y=AxeR"

I mange situasjoner ma vi foreta flere transformasjoner etter hverandre. Neste
diagram viser en slik situasjon; fgrst transformeres x € R* til y = Bx € R" ved hjelp
av matrisen B, og deretter transformeres y € R" til z = Ay = A(Bx) € R” ved hjelp
av matrisen A:

xeRF —8 5 y=BxeR' —4 > z= Ay = A(Bx) € R"

Det er naturlig & spgrre om det finnes en matrise C som tar oss direkte fra x til z uten &
gd veien omy, dvs. slik at z = Cx. Neste diagram viser hvordan en slik C vil fungere:

xe Rk —2 yszeR”% z = Ay = A(Bx) € R"
Il

C Cx
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Det viser seg at det eksisterer en slik matrise C, og vi skal na finne den. Fgr vi begynner
kan det vere greit a bestemme stgrrelsen til de tre matrisene vare A, B og C. Vi ser at
A transformerer vektorer i R” til vektorer i R™, og det betyr at A er en m x n-matrise.
Tilsvarende transformerer B vektorer i R til vektorer i R”, og det betyr at B er en
n x k-matrise. Den ukjente matrisen C skal transformere vektorer i R¥ til vektorer i
R™, og ma derfor vaere en m x k-matrise. Vi har derfor

ayy app ... day biy by ... bi

any ann c. Aoy b21 b22 . bzk
A= . . ] og B = . ) .

am1 Am2 ... Qmn bnl bn2 cee bnk

som vare kjente matriser, og

C11 C12 e Clk

C21 (X)) e Cok
C = .

Cm1 Cm2 ... Cmk

som var ukjente matrise. Hvis x er vektoren

X1
X2

Xk
ser vi at
biix1 +biaxy + -+ + bigxk
ba1x1 + bopxp 4 - + boyxi

y = BX =
buix1 + bpoxy + -+ + burxy

Ser vi pd den j-te raden i denne ligningen, fir vi y; = bj1x1 +bjoxy + - - - + bjrxy. Vi
har ogsa
anyir +anys+ -+ anyn

anyr+axy>+ -+ amnyn
7 = Ay =

A1 Y1 + am2y2 + -+ + AmnYn

og setter vi y; = bj1x1 + bjox2 + - -+ + bjix; inn i dette uttrykket, ser vi at den i-te
komponenten til z er gitt ved

zi = anyi +anys + -+ ainyn = ai1 (bi1x1 + braxa + - - - + bigxy)
+aip(baix1 + booxy + -+ + boxx) + -+ + ain(bpix1 + bpaxa + -+ - + bugxi)

Samler vi alle x;-ledd for seg, alle x,-ledd for seg osv., far vi:

zi = (aj1b11 + ajppba + - - - + ainbni)x1
+ (ai1b12 + aioby + - - - + ainbp2)xy + - - - + (@i bix + ainbog + - - - + Ainbpi) Xk
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Pa den annen side: hvis vi tenker oss at z fremkommer direkte fra x ved bruk av
matrisen C, har vi

Cl1X1 + CipXp + - -+ + Cli Xk
C21X1 + cXxp + -+ -+ Cop X
z=Cx= .
Cm1X1 + CmaX2 + - - + Cuk Xk

dvs. at den i-te komponenten til z er gitt ved
Zi = Ci1X1 + CipX2 + - -+ CikXk
Skal de to uttrykkene for z; veere like, ma vi ha

ci1 = aj1bi1 + appba + - - + ainbn
cio = aj1bia + ainby + - - + ainbp2

osv. ned til
Cik = aj1tbi + ajabyu + -+ - + ainbuk

Generelt har vi altsa
cij = aj1b1j +apbyj + -+ ainby;
Legg merke til at dette er skalarproduktet av den i-te raden i A med den j-te sgylen i

B.
La oss oppsummere. Vi har vist at den matrisen

C11 C12 e Clk

C21 (60%) e Cok
C =

Cml Cm2 ... Cmk

som i én operasjon utfgrer den samme transformasjonen som B etterfulgt av A, er gitt
ved

cij = anbij + ainbrj + -+ + ainby;

Siden det a transformere vektorer er det viktigste matriser gjgr, tar vi denne formelen
som utgangspunkt for var definisjon av matriseprodukt.

T2.1.23 Definisjon Anta at A er en m x n-matrise og at B er en n X k-
matrise. Da er matriseproduktet C = AB definert som m x k-matrisen C med
komponenter

cij = aitb1j + ainbaj + -+ - + ainby;

Vi far altsa den i j-te komponenten i C ved a ta skalarproduktet av den i-te raden
i A med den j-te sgyleni B.
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Figuren viser grafisk hvordan vi finner det i j-te elementet i produktmatrisen C: Vi tar
skalarproduktet av den i-te raden i A med den j-te sgyleni B:

ayy app ... dip biv by ... b]j ... bix
b1 by ... sz . by

ail 42 ... Qip

a1l Am2 ... Qmn byt by ... by ... bu

Legg merke til at matriseproduktet A B bare er definert nar A og B passer sammen i
stgrrelse: radene i A ma vare like lange som sgylene i B. Dette betyr at den «siste»
dimensjonen n i m x n-matrisen A er lik den «f@rste» dimensjonen n i n x k-matrisen
B. Legg merke til at hvis vi stryker de to n-ene i m X n og n X k, sitter vi igjen med
stgrrelsen m X k til produktmatrisen C.

T2.1.24 Eksempel Regnut AB nar

2 3
A=<1 —1> og B=<—41 _43 g)

4 =2
Siden A eren 3 x 2 og B er 2 x 3-matrise, eksisterer produktet og er en 3 x 3-matrise.
Vi far

2-44+3-(=1 2-(=3)+3-4 2:-243-5

- 4+C=D- (=) 1-(=3)+CDH-4 1-24+(1)-5
4-4+(=2)-(=1) 4-(=-3)+(-2)-4 4-2+(=2)-5

5 6 19
= ( 5 =7 —3)
18 —-20 -2

Legg merke til at selv i de tilfellene hvor A B er definert, kan vi ikke ngdvendigvis regne
ut BA. Her prgver vi nemlig & multiplisere en n x k-matrise med en m X n-matrise,
og det er bare mulig nar k = m. Selv i de tilfellene hvor bade AB og BA er definert,
er de som regel forskjellige. Her er et eksempel.

AB

T2.1.25 Eksempel Regnut AB og BA nar

2 1 -3 2
A_(—l 4) o8 B‘<45>

Vi far
B=( 2-(=3)+1-4 2-2+1-5):<—2 9)
(=) -(=3)+4-4 (-1)-2+4-5 19 18
0g
BA:((—3)-2+2-(—1) (—3)-1—|—2-4>:(—8 5)
4.24+5-(-1) 4.1+5-4 3 24
Vi har altsa AB # BA. |
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Regnereglen ab = ba (som altsa ikke gjelder for matriser!) kalles for den kommutative
lov. Siden matrisemultiplikasjon ikke oppfyller denne regelen, sier vi at matrisepro-
duktet er ikke-kommutativt. Det tar tid & vende seg til ikke-kommutative operasjoner,
og det eneste radet vi kan gi er: Vear forsiktig og begrunn hvert eneste skritt nar du
regner med slike operasjoner! Heldigvis er det mange regneregler som fortsatt gjelder
for matriseprodukter:

T2.1.26 Regneregler for matrisemultiplikasjon I hvert av punktene neden-
for antar vi at A, B og C er matriser slik at regneoperasjonene er definert.

(i) (AB)C = A(BC)
(ii) A(B+C) = AB + AC

(iii) (B+ C)A=BA+CA

(iv) (sA)B = A(sB) = s(AB) for alle tall s
(v) (AB)T = BT AT

Bevis: Bevisene garrett og slett ut pa a gange ut venstre og hgyre side av likhetene
og sjekke at svarene er like. Vi tar (i) og (v) som eksempler — de andre punktene er
atskillig enklere enn (i):

(1) Vi skal bevise at de to matrisene X = (AB)C ogY = A(BC) er like. Fgr man
begynner, er det lurt & veere helt sikker pa hva som er forskjellen pa de to uttrykkene.
Poenget er at vi alltid gjennomfg@rer operasjonene inni parentesene fgrst. Nar vi regner
ut X = (AB)C, multipliserer vi altsa fgrst sammen A og B til en matrise D = AB,
og sa multipliserer vi D fra hgyre med C slik at vi far X = DC. Nar vi regner ut
Y = A(BC), ganger vi fgrst sammen B og C til en matrise E = BC, og sa ganger
vi denne fra venstre med A slik at vi far ¥ = AFE. Var oppgave er altsd & vise at
DC = AE. Formulert pa denne maten er ikke likheten sa selvfglgelig som den kan se
ut ved fgrste blikk.

Fgr vi begynner pa regningene, er det greit  se litt pa stgrrelsen til de involverte
matrisene. For at produktene (AB)C og A(BC) skal gi mening, ma det finnes tall
m,n,k,l slik at A er en m x n-matrise, B en n x k-matrise og C en k x [-matrise.
Dermed blir D = AB en m x k-matrise og E = BC en n x [-matrise. Legg merke til
atbade X = DC og Y = AE er m x [-matriser, sa stgrrelsesmessig er i hvert fall de
to matrisene like.

Vi er na klare til a gjgre regningene vare. Vi observerer fgrst at det i j-te elementet
1 X = DC erlik

k

xij = dijic1j +dipcaj + - dier; = ) dipcy;

j j j j pCpi
p=1

Siden D = AB er videre

n
dip = aj1b1p +appbyp + -+ ajpcpp = E aigbyp
q=1
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Setter vi dette inn i uttrykket ovenfor, far vi

k k n k n
Xij = Zdipcpj = Z(Z aiqbqp)%] = Z E :“iqbqpcpj
p=1 1 g=1

p= = p=1¢g=1

dvs. at x;; er summen av alle mulige kombinasjoner a;,b,cp;-
Pa tilsvarende mate regner viut ¥ = AE. Det ij-te elementeti Y er

n
Yij = aj1€1j +appezj + -+ dinepj = E Qig€qj
g=1

Siden E = BC er videre
k
eqj = bgic1j +byocrj + -+ bykckj = qu,,cpj
p=1

Setter vi dette inn i uttrykket ovenfor, far vi

n n k n k
Yij = Zaiqeqj = Zaiq (Z bqpcpj) = Z Zaiqbqpcpj
g=1 g=1 p=1

g=1p=1

Dette viser at y;; er lik summen av alle mulige kombinasjoner a;, b, cp;, akkurat som
x;j er. Altsd er x;; = y;;, og beviset for (i) er ferdig.

(v) Anta at A er en m x n-matrise og at B er en n x k-matrise. Da er AT en
n x m-matrise og BT en k x n-matrise, si bide (AB)” og BT AT er k x m-matriser.
Det ij-te elementer i C = (AB)7 er lik det ji-te elementet i AB, dvs:

cij = ajibii + ajpboi + -+ + ajnby;

P4 den annen side fremkommer det i j-te elementet i D = BT AT ved at vi tar skalar-
produktet av den i-te raden i B” med den j-te sgyleni A”. Men den i-te raden i BT
er den i-te sgylen i B, og den j-te sgylen i AT, er den j-te raden i A, sa dette blir
skalarproduktet mellom den j-te raden i A og den i-sgylen i B, dvs.

dij = aj1by;i + ajabyi + -+ + ajnbpi
Altsd er ¢;; = d;j, og beviset er fullfort. n

Regnereglene ovenfor gjgr det enklere & regne med matriser, men vi mé som sagt vere
forsiktige med en del ting — spesielt at vi ikke bytter om pa rekkefglgen av matrisene
(husk at vanligvis er AB ulik BA). Vi kan heller ikke forkorte matriser pa vanlig mate
— & forkorte betyr egentlig & multiplisere med et inverst element, og forelgpig vet vi
ingen ting om inverse matriser.

La oss ta med oss en liten observasjon. Dersom A er en m x n-matrise og b er
en sgylevektor med n-komponenter, kan vi danne produktet Ab pa to mater — vi kan
enten tenke pa det som produktet av matrisen A og vektoren b slik vi definerte det
i forrige seksjon, eller vi kan tenke pa det som produktet av m x n-matrisen A med

n X 1-matrisen
by

by
b= .
by,
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slik vi har definert det i denne seksjonen. Det er lett & se at disse to matene gir ak-
kurat samme svar. Dette betyr at vi kan bruke regnereglene ovenfor ogsa nar noen av
matrisene er vektorer.

T2.1.27 Eksempel Vi har en m x n-matrise A og en n X k-matrise B. Vi lar B
transformere en sgylevektor x € R* ved y = Bx. Sé lar vi A transformere y slik at
z = Ay. Det samlede resultatet er:

z = Ay = A(BX)
Ved hjelp av regneregel (i) ovenfor kan vi flytte parentesene:
z = Ay = A(Bx) = (AB)x

Dette viser noe vi allerede vet, nemlig at nar vi transformerer en vektor to ganger ved
fgrst & bruke B og deretter A, sa er det det samme som & transformere én gang ved
hjelp av produktet AB. |

Vi avslutter denne seksjonen med en ulikhet som vi vil fa bruk for i neste kapittel. Hvis

al ain e Aln

anq ann e ary
A=

am1 am? oo Amn

er en m x n-matrise, definerer vi normen til A til & vere

1Al =

(vi legger altsa sammen kvadratene al.zj av alle leddene og tar kvadratroten til summen).

T2.1.28 Setning Hvis A er en m x n-matrise og x € R", sd er
|AX| < [|A]l|x]

Med andre ord: Nar vi ganger vektoren x med matrisen A, sa gker lengden
maksimalt med en faktor ||A||.

Bevis: Lay = Ax. Daer

Ax] = 7 03+ 43R

der yi, y2, ..., ym er komponentene til y. Dersom a; = (a;1, a;2, .. ., ai,) er den i-te
linjen i A, vet vi at y; = a; - x. Ifglge Schwarz’ ulikhet er dermed |y;| < |a;||x].
Kvadrerer vi, far vi yl.2 < |a;|?|x|%. Setter vi dette inn i uttrykket for Ax, ser vi at

A = /32 33 4432 < VTP + PR+ fa PP

=V]a 2+ a2+ - + 2, 2x]> = | All|x]
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der vi har brukt at

Vial2 + a2 4+ a2 =

Oppgaver

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Regn ut AB og BA nar

1 -2 2 —1
a)A:<3 1) g BZ(I 2)

I -1 0 0 2 1
b) A=<—2 0 1) og B:(—l -2 0)
-1 2 1 3 -1 2

1 -2 3 2 !
RegnutABnﬁrA:( )ogB:(O —3).
0 -1 2
1 0
1 -2
RegnutABnérA:( 3 O)ogB:( 21 0).
-3 1 1
-1 2
a) Hvilken dimensjon har produktmatrisen AB hvis A er en 8 x 6-matrise og B eren 6 x 9-

matrise?

b) Hvilken dimensjon har matrisen B hvis A er en 4 x 3-matrise og produktmatrisen AB er
en 4 x 5-matrise?

¢) Hvor mange sgyler har matrisen B hvis produktet AB er en 5 x 7-matrise?

Gitt fglgende matriser:

1 9
2 8 305
A=|0 8) , B = ( ) og C = ( >
(7 4 9 6 09 4
Regn ut fglgende uttrykk hvis det er definert (hvis uttrykket ikke er definert, skal du begrunne
hvorfor):

a) AB b) AC c) A(B+0O) d) (BO)T
e) BTCT f) (A+CcHB g) B(AT —20)

Gitt matrisene

01 11 25 307
=(0a) =G0 =G0 e 2=(00)

Sjekk at AB = AC selvom B # C. Sjekk ogsa at AD = 0selvom A # 0og D # 0.

3 1 4 2 7 1
D:(l 5 9) og E:(S 2 8).
2 6 5 1 8 2

Finn fgrste rad i produktmatrisen D E. Finn deretter andre sgyle i produktmatrisen DE.

Gitt matrisene
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

a) Huvis fgrste og andre sgyle i matrisen B er like, hva kan du si om fgrste og andre sgyle i
produktmatrisen AB (dersom A B er definert)?

b) Hyvis andre sgyle i matrisen B bare bestér av nuller, hva kan du si om andre sgyle i produkt-
matrisen AB?

Finn normen || A|| til matrisen A = (é _1 3)

Dersom A er en n x n-matrise (dvs. har like mange rader og sgyler) definerer vi potensene A” pa

vanlig méte: A2 = AA, A3 = AA%, A* = AA3 osv. Regn ut A? og A’ nir A = (—i _%>

La

a) Finny = Bx.
b) Regnut C = AB.

c) Regn ut bdde Ay og Cx. Sammenlign resultatene.

I en barnehage kjgrer barna sanden frem og tilbake i trillebar mellom tre sandkasser A, B og C
(og mister noe pa veien!). Av den sanden som er i sandkasse A ved begynnelsen av dagen, vil
70 % vere i A ved slutten av dagen, 15 % vil vere i B, 10 % i C (og resten vil vere mistet).
Av den sanden som starter dagen i B, vil 75 % vare i B ved slutten av dagen, 5 % vil vere i A
0og 10 % i C. Av den sanden som startet i C, vil 70 % vere i C ved slutten av dagen, 10 % vil
verei Aog 15 %1 B.

a) Finn en matrise M slik at hvis x, y, z er henholdsvis antall liter sand i A, B og C ved
X
begynnelsen av dagen, og u = < y ), sa angir komponentene til v = Mu hvor mange liter
z
sand det er i hver kasse ved slutten av dagen.
b) Etter at barna har gatt hjem, forsgker personalet & fordele sanden pa nytt. De flytter 20 %
avsandeni B til A og5 % av sanden i C til B. Finn en matrise N slik at komponentene til
w = Nv angir hvor mye sand det na er i hver sandkasse.

c¢) Regnut K = NM. Anta at fordeling ved begynnelsen av dagen var x = 200, y = 300,
z = 400. Finn fordelingen pa slutten av dagen etter at personalet har omfordelt sanden.

d) Hvor mye sand vil det veere i hver kasse pa slutten av neste dag dersom den forlgper pa
tilsvarende mate?

Bevis punktene (ii), (iii) og (iv) i setning T2.1.26.

Identitetsmatriser og inverse matriser

I denne seksjonen skal vi bare arbeide med kvadratiske matriser, dvs. matriser med
like mange rader som sgyler. Matrisene vil altsd vere n x n-matriser for et helt tall n.
En spesiell slik matrise er identitetsmatrisen

1 0 ... O
0 1 0
L=1. . . .
0o 0 ... 1
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som har 1-ere pa diagonalen og 0-er overalt ellers. Ganger du /,, med en annen n x n-
matrise A (gjgr det!), ser du at

Al, = A og I,A=A

Uansett om vi multipliserer med 7, fra hgyre eller venstre, far vi altsd A tilbake.
Blant tall er det bare 1 som har en tilsvarende egenskap; ganger vi et tall med 1,
far vi tallet tilbake. Identitetsmatrisen I, spiller derfor mye av den samme rollen for
matrisemultiplikasjon som 1 gjgr for vanlig multiplikasjon.

Ettall @ # O har alltid et inverst tall a~'. Dette tallet er definert ved at produktet
av a og a~! erlik 1, dvs. aa~' = 1. Vi kan pa tilsvarende mate definere inverse
matriser:

T2.1.29 Definisjon Antaat A er en n x n-matrise. En n x n-matrise X kalles
en invers matrise til A dersom

AX=XA=1,

(siden matrisemultiplikasjon ikke er kommutativ, krever vi a fa I, som svar
uansett hvilken side vi multipliserer fra).

Som allerede nevnt har alle tall bortsett fra O en invers. For matriser er det mer kompli-
sert; det finnes mange matriser som ikke har invers! Vi skal komme tilbake til spgrsmalet
om nar en matrise har en invers etter hvert, men forelgpig ngyer vi oss med a vise noe
enklere — nemlig at ingen matrise har mer enn én invers.

T2.1.30 Setning Enn x n-matrise har hgyst én invers.

Bevis: Anta at bade X og Y er inverser til A. Da har vi
X=0X=YAX=YAX)=YI, =Y
Altsa er de to inversene like. [

Na som vi vet at det finnes hgyst én invers, kan vi vaere mer konkrete i sprakbruken.

T2.1.31 Definisjon En n x n-matrise A kalles inverterbar dersom den har
en invers, og den inverse matrisen betegnes med A~'. En matrise som ikke er
inverterbar, kalles singulcr.

Selv om vi ikke skal utvikle noen teori for hvordan man finner inverse matriser pa det
navaerende tidspunkt, er det instruktivt a se pa noen enkle eksempler.
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T2.1.32 Eksempel Finn den inverse matrisen til
3 —1
=1 )
Vi ma finne en 2 x 2-matrise X = (; i) slikat AX = I og XA = I,. Siden

_(3x—z 3y—u
AX_(x—I—Zz y—|—2u>

kan ligningen AX = I, skrives

3x—z 3y—u)_(1 0
x+2z y+2u) \0 1

Dette gir oss fire ligninger med fire ukjente

3x—z=1
3y —u=0
x+2z=0
y+2u=1

Dette ligningssystemet er lett & lgse (legg merke til at vi har to ligninger som bare

. . . eo 2 1 1
inneholder x og z, og to som bare inneholder y og u),ogvifirx = 2,y = =,z = —=

ogu = % Dette betyr at

tilfredsstiller ligningen AX = . Vi mé ogsa sjekke at X tilfredsstiller det andre kravet
til en invers matrise, nemlig at XA = I5:

XA_(% %)(3 —1)_(%-3+%.1 §.<_1)+;.2>_<1 o>
- 1 3 - 1 3 1 3 -
-1 3)\1 2 ~L34d —bo-n+3d2 0 1

Dermed har vi vist at A er inverterbar og at

b
L
I
N
| =~/
<=
W0 Q=
N~

BEMERKNING: Det kan virke som vi har flaks pa slutten av eksemplet ovenfor nar vi
sjekker at XA = I, — vi har laget X slik at AX = I, men siden matrisemultiplikasjon
ikke er kommutativ, er det ingen grunn til & tro at dette vil medfgre at XA = I. Det
viser seg imidlertid at det alltid er slik; dersom n x n-matrisen X er en ensidig invers
til n x n-matrisen A (dvs. at vi enten har AX = I, eller XA = I,,), sd er A inverterbar
og X = A~!. Det er imidlertid forbausende vanskelig 4 bevise dette, og vi ma utsette
det til en senere anledning.
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La oss na se pa en matrise som ikke har en invers:

T2.1.33 Eksempel La

Vi forsgker & finne en invers matrise

(1 1)
Zu
pa samme mate som i forrige eksempel, nemlig ved & kreve at AX = I,. Siden

_( x+2z y+2u
AX = (2x—|—4z 2y—|—4u>

gir dette ligningssystemet

x+2z=1
y+2u=0
2x +4z=0
2y +4u =1

Det er lett a se at dette ligningssystemet ikke har lgsninger; ganger vi den fgrste
ligningen med 2, far vi 2x + 4z = 2 som er i apenbar strid med den tredje ligningen. 1

De to eksemplene ovenfor viser at det er en n@r sammenheng mellom invertering av
matriser og linezre ligningssystemer. Du vil leere mer om denne sammenhengen nar du
tar et kurs i linear algebra. Forelgpig ngyer vi oss med & se pa noen enkle regneregler
for inverse matriser:

T2.1.34 Setning Anta at A og B er inverterbare n x n-matriser. Da er
(i) sA inverterbar for alle tall s #~ 0, og (sA) 1 =s71471
(i) A B inverterbar, og (AB)"! = B 14!
(iii) AT inverterbar, og (AT)~! = (A=HT

(iv) A~!er inverterbar og A H1l=4

Bevis: Vi konsentrerer oss om (ii), og overlater de (enklere!) (i), (iii) og (iv) til
leserne. For a bevise (ii) ma vi sjekke at

(ABYB'A™Hh =1, og B 'A™HAB) =1,
Dette er en liten herjing i parentesflytting (husk setning T2.1.26(1)):
(ABYB'A™H)Y = (AB)B " HA ' = (ABB ')A ' = Al )A ' = AA~ =1,
Helt tilsvarende far vi:
(B'AhaB) =B 'a'4aB) =B (4 'AB)=B"'U,B) =B 'B =1,
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BEMERKNING: Legg merke til at vi ikke har noen regler for de inverse til A + B og
A — B. Disse matrisene behgver ikke vare inverterbare selv om A og B er det, og
selv i de tilfellene hvor de er inverterbare, finnes det ikke noen enkel mate 4 finne den
inverse pa.

Dersom en matrise A er inverterbar, kan vi forkorte den bort i ligninger av typen
AX = AB og fa X = B. Grunnen er at vi kan multiplisere fra venstre med A~! pa
begge sider av ligningen:

AX = AB = A~ '(4X) = A" (AB)
— A 'AX=A"AVB=I1,X=1,B=— X=8B

Pa tilsvarende méte kan vi forkorte med A iligningen XA = BAogfa X = B (i
dette tilfellet ma vi gange ligningen fra hgyre med A~"). Vi kan imidlertid ikke forkorte
med A iligningen AX = BA — uansett om vi ganger med A~! fra venstre eller hgyre,
vil det veere en A vi ikke greier a forkorte bort.

I forrige seksjon tenkte vi pa matriser som transformasjoner; nar vi ganger en
vektor X med en matrise A, transformerer vi X til en ny vektor y = Ax. Dersom A er
inverterbar, kan vi gange den siste ligningen fra venstre med den inverse matrisen A~!.
Vi far da

Aly=A""Ax) = (A" A)x = I,x=x

Dette viser at A~! er den omvendte transformasjonen til A — hvis A transformerer x
til y, vil A~! transformere y til x. Denne ideen om A~ som den omvendte transfor-
masjonen til A er viktig nar man bruker matriser i praksis.

A
1y, — >
x=Aly
N_/
A*l

y = Ax

Siden det finnes mange transformasjoner vi ikke kan vende om pa, gir dette bildet oss
en bedre forstéelse av hvorfor det finnes matriser som ikke er inverterbare. Hvis det
f.eks. finnes to forskjellige vektorer x og x” som transformeres til den samme vektoren
y (dvs. vi har bdde y = Ax og y = AX'), sd kan ikke transformasjonen vendes om; vi
kan ikke starte med y og transformere den til bade x og x!

Oppgaver

65. LaA = < b3 > Kontroller at Al, = A og A = A ved a gjennomfgre utregningene.

-2 1

1 0 -2 8
66. La A = (3 1 4).VisatB: 10
2 -3 4
regne ut AB og BA.

ol AW

1
1 | er den inverse matrisen til A ved a
1
2

STEN]

67. Avgjer om fglgende matriser er inverterbare eller singulere:
3 =7 50 20 2 4
A_<l —2)’ B‘(o 4)’ C_<6 0) o8 D‘(3 4)
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. . . . . 35 . .
68. En inverterbar matrise A har en invers matrise som er gitt ved A~! = ( 1 2 ) Finn matrisen

A.

29

69. Gitt to inverterbare matriser A og B, hvor A~! = ( ! 4> og B! = <§ ]

3). Finn (AB)~!.

70. a) Laa= <?).Vis at ha = a.

-3

b) Lab:( 2>.Visat13b=b.
-1

¢) Visat I,¢c = c foralle c € R".

—1
71. a) Antaat A = (a O) dera, b # 0. Vis at A er inverterbar og at A~ = (a 0 )

0 b

a 0 O
b) Antaat B = (O b 0) der a, b, ¢ # 0. Vis at B er inverterbar og at

0 0 ¢
a! 0 0
B! = ( 0 »' o0 )
0 0 ¢!

¢) Formuler et tilsvarende resultat for n x n-matriser.
72. Vis at dersom A og B er inverterbare, s er den inverse til (AB)7 lik (A~)T(B~H)T.

73. Bevis punktene (i), (iii) og (iv) i setning T2.1.34.

74. a) Vis at2 x 2-matrisen A = (Ccl Z) er inverterbar hvis og bare hvis ad — bc # 0, og at

. L . d —b
den inverse matrisen i sa fall er gitt ved A~ = — .
ad—bc —c a

b) Bruk formelen fra punkt a) til 4 finne den inverse til matrisen A = ( _% _2 )

¢) Bruk matrisen du fant i punkt b) til 4 Igse ligningssystemet

2x —5y =3
—x+3y=2

o . 2 =5 x\ _ (3
Hint: Systemet kan skrives (_1 3) (y) = (2>

LE¥] Funksjoner fra R” til R™

I denne seksjonen skal vi studere funksjoner F fra R” til R™. En slik funksjon er bare

en regel som til hvert n-tuppel x = (x1, x2, ..., x,) tilordner et m-tuppel y = F(x).
Ofte er disse reglene gitt ved en formel, f.eks. kan en funksjon fra R* til R? vare gitt
ved

F(x,y, 2, u) = (2x°z, xy’z, ye* Vi)

Gitt et 4-tuppel x = (x, y, z, u) forteller denne formelen oss hvordan vi kan regne ut
3-tuplet F(x). Som du ser, veksler vi mellom skrivematene F(x) og F(x{, x2, ..., x,);
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den fgrste er ofte mest praktisk néar vi snakker om en generell, uspesifisert funksjon,
mens den siste som regel er greiest nar vi snakker om en bestemt funksjon gitt ved en
formel. Husk at R! = R slik at teorien var ogsi dekker funksjoner F : R" — R der x
er en vektor, men F(x) er et tall.

Vi husker at vanlige funksjoner f(x) ikke alltid er definert for alle reelle tall x, og
pa samme mate vil heller ikke disse nye funksjonene F(x) ngdvendigvis vere definert
for alle vektorer x € R". Den mengden A C R" av vektorer x som F(x) er definert
for, kaller vi definisjonsmengden eller definisjonsomrddet til F. Vi skal av og til bruke
symbolet Dr for definisjonsomradet til F. Nar vi skriver

F:A—> R"

mener vi at F er en funksjon definert pA mengden A med verdier i R™. Hvis en funk-
sjon er gitt ved en formel, og definisjonsomradet ikke er spesifisert, regner vi med at
funksjonen er definert overalt hvor formelen gir mening.
En funksjon definert pa en delmengde av R" kaller vi en funksjon av n-variable;
f.eks. er
G(x,y) = (", In(1 — xy), sin(x*y))

en funksjon av to variable med verdier i R, mens

2
g(x,y,2) = x> 4 ye&ty

er en funksjon av tre variable med verdier i R (nar funksjonene tar verdier i R skriver
vi dem gjerne uten fete typer og ofte med sma bokstaver).

En funksjon som tar verdier i R kalles gjerne et skalarfelt nar vi vil understreke
at verdiene er tall og ikke vektorer. Legg merke til at en funksjon F : R* — R kan
skrives

F(xl9x2, "'1xl’l) = (Fl(xl’x27 e 7xn)7 LA ] Fm(xlaXZ, -"vxn))

der F1, ..., F, erskalarfelt. Vi kaller Fy, ..., F,, for komponentene til F. Funksjonen
G ovenfor har altsd komponentene.

Gi(x,y)=x",  Ga(x,y)=In(1—xy),  Gs(x,y) =sin(x?y)

Vi skal ofte gjgre bruk av at funksjoner med verdier i R™ er bygget opp av skalarfelt
pa denne maten, for eksempel ved at vi fgrst innfgrer begreper og beviser resultater for
skalarfelt og sa utvider til funksjoner med verdier i R™.

Generelt er det ikke mulig & gi realistiske grafiske fremstillinger av funksjoner fra
R" til R™. Noen ganger kan vi imidlertid ha stor glede av mer stiliserte fremstillinger
som pa figuren nedenfor. Den illustrerer hvordan en funksjon F fra R" til R” sender
alle punkter i en mengde A C R”" p& en mengde B C R™. Mengden B kalles bildet av
A under F og betegnes ofte med B = F(A).

R n Rl‘ﬂ

FigurT2.2.1 Funksjon fra R” til R”
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Funksjoner av flere variable dukker naturlig opp i mange sammenhenger. Her er et lite
utvalg:

e BMI (body mass index) brukes ofte som en indikator pa overvekt og undervekt.
For a finne din BMI, tar du vekten din v (malt i kilo) og deler pa kvadratet av
hgyden din # (malt i meter). Vi kan tenke pA BMI som en funksjon f av to
variable med verdier i R:

v
Sy =5

e Nar en gjenstand varmes opp, vil temperaturen avhenge av nar og hvor vi
maler. Det er naturlig & angi temperaturen i punktet (x, y, z) ved tiden ¢ som
T (x,y,z,t). Dette er en funksjon av fire variable med verdier i R.

e Gravitasjonskraften fra jorden pa en gjenstand i verdensrommet avhenger av po-
sisjonen til gjenstanden. Tenker vi pa kraften som en vektor F(x) (vi er interessert
i bade stgrrelse og retning) som er avhengig av posisjonen x = (x, y, z), far vi
en funksjon av tre variable med verdier i R3. Dersom vi plasserer jorden i origo,
kan F i dette tilfellet skrives

Mm
F(X) = -y WX

der y er en naturkonstant (gravitasjonskonstanten), M er massen til jorden og m
massen til gjenstanden.

e Meteorologer arbeider med vind i atmosfaren. Vinden i et punkt med koordinater
(x, v, z) vil vaere en vektor v(x, y, z) (vi er interessert i bade vindstyrken og
retningen). Vi kan tenke pa dette som en funksjon av tre variable med verdier i
R3.

e [ eksempel T2.1.19 sa vi pa fire produsenter som leverte epler av tre ulike kva-
liteter til en fruktpresse. Dersom produsentene leverte hhv. x, y, z og u tonn
epler, kunne vi regne ut hvor mange tonn vi ville fa av hver kvalitet. Dette gir
oss en funksjon av fire variable med verdier i R3. Vi kan skrive funksjonen som
F(x) = Ax, eller med koordinater

0.5x +0.3y +0.25z + 0.2u
F(x,y,z,u)=1| 03x+04y+ 0.4z +0.6u
0.2x +0.3y +0.35z + 0.2u

Litt topologi i R"
Nar vi arbeider med funksjoner av én variabel, vil definisjonsomradet som regel vare
et intervall eller en enkel sammensetning av intervaller. For funksjoner av flere variable
finnes det mange flere muligheter for hvordan definisjonsomradet kan vere, og vi ma
derfor vere litt mer formelle i var omgang med mengder. I denne seksjonen skal vi
innfgre dpne og lukkede mengder. Disse mengdene spiller pA mange méter den samme
rollen i flervariabelteori som apne og lukkede intervaller spiller i teorien for funksjoner
av en variabel.

Akkurat som i planet og rommet lar vi avstanden mellom to punkter a og x i R”
veare lik lengden til vektoren x — a som forbinder dem, det vil si

d@,x)=|x—al =] —a)?+ (2 —a)? + -+ (x, — a,)?
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(tenk deg at d star for distance). Mengden
B@a,r)={xeR" |x—a| <r}

bestar av de punktene i R” som har avstand mindre enn r til punktet a. Vi kaller B(a, r)
kulen om a med radius r. Legg merke til at i R? er dette virkelig en (dpen) kule i
tradisjonell forstand, mens det i R? er en (apen) sirkelskive og i R et &pent intervall. Vi
velger & bruke «kule» som et fellesord i alle dimensjoner, selv om det til & begynne med
kan virke litt uvant nar vi arbeider i planet eller pé tallinjen. De fleste illustrasjonene
vare vil vere i planet, og der vil kuler fremsta som sirkler.

Figur T2.2.2 viser en mengde i planet (omradet innenfor kurven) og tre punkter
a,bogec.

b

FigurT2.2.2

De tre punktene ligger pa forskjellig mate i forhold til mengden — a ligger klart pa
innsiden av mengden, b ligger klart pa utsiden, mens ¢ ligger pa grensen mellom
mengden og omgivelsene. Vi kaller a et indre punkt, b et ytre punkt og ¢ et randpunkt
for mengden. I hgyere dimensjoner kan vi ikke stgtte oss pa figurer, og vi trenger derfor
en mer formell definisjon av indre punkter, ytre punkter og randpunkter:

T2.2.1 Definisjon La A vere en delmengde av R”.

(i) Et punkt a € R" kalles et indre punkt for A dersom det finnes en kule
B(a, r) om a som bare inneholder punkter som er med i A.

(ii) Et punkt b € R”" kalles et ytre punkt for A dersom det finnes en kule
B(b, r) om b som ikke inneholder noen punkter som er med i A.

(iii) Etpunktc € R” kalles et randpunkt for A dersom enhver kule B(c, r) om

¢ inneholder bade punkter som er med i A og punkter som ikke er med i
A.

Legg merke til at de tre delene av definisjonen uttgmmer alle muligheter, sa et punkt i
R" ma enten vere et indre punkt, et ytre punkt eller et randpunkt for A. I figur T2.2.3
har vi illustrert definisjonen ved a legge «kuler» (dvs. sirkler) rundt punktene a, b og

C.

c®

FigurT2.2.3
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Et indre punkt hgrer alltid med til mengden A, mens et ytre punkt aldri hgrer med til
mengden. For randpunkter er det ingen generell regel; de vil noen ganger hgre med
til mengden og andre ganger ikke. Figur T2.2.4 viser dette for tre mengder i planet. I
punkt a) er randen tegnet med en hel strek — det markerer at alle punktene pa randen
hgrer med til mengden A. En slik mengde kalles /ukket. I punkt b) er randen stiplet —
det markerer at ingen av punktene pa randen hgrer med til mengden B. En slik mengde
kalles dpen. I punkt c) er noe av randen heltrukken og resten stiplet — det markerer at
noen av punktene pa randen hgrer med til mengden C, mens andre ikke gjgr det. En
slik mengde er hverken &pen eller lukket (pa figuren har vi kalt den «halvapen», men
det er ingen offisiell betegnelse).

a) b) 0)

\
\

FigurT2.2.4 Lukket, apen og «halvapen» mengde

La oss skrive opp definisjonen av apne og lukkede mengder litt mer formelt:

T2.2.2 Definisjon En mengde A C R”" er lukket dersom den inneholder alle
sine randpunkter, og dpen dersom den ikke inneholder noen randpunkter.

Apne og lukkede mengder spiller omtrent samme rolle i teorien for funksjoner av flere
variable som apne og lukkede intervaller gjgr i teorien for funksjoner av en variabel. Det
er imidlertid en viktig forskjell — apne og lukkede mengder kan ha mange forskjellige
former, og det gjor at flervariabelteorien har en del geometriske komplikasjoner som
envariabelteorien ikke har.

Folger i R"
Vi skal avslutte denne seksjonen med a se litt pa konvergens av fglger. En fplge i R" er
bare en uendelig sekvens

X1,X2,X3, ..., Xk, ..

av elementer x; € R". Akkurat som for tallfglger, bruker vi {x;} som en kortfattet
skrivemate for disse fglgene. Vi tillater at fglgen starter med andre indekser enn 1,
f.eks.

X3,X4,X5, ..., Xk, ...

eller
X 3, X 2, X 1,00, Xfyono

Dersom det er viktig a vite hvor fglgen starter, kan vi markere det i den kortfattede
skrivematen ved & skrive {x;};2; og {x;};2_5 for de to fplgene ovenfor.

En fglge {x;} i R" nermer seg punktet a som grenseverdi dersom vi kan fa
avstanden mellom x; og a sa liten vi matte gnske ved a velge k tilstrekkelig stor. Vi kan
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formulere dette pa akkurat samme méate som i det en-dimensjonale tilfellet (sammenlign
med definisjon 4.3.1 i Kalkulus):

T2.2.3 Definisjon Fglgen {x;} i R" konvergerer mot punktet a € R" dersom
det til enhver ¢ > O finnes en K € N slik at [x; — a| < ¢ for alle k > K. Vi
skriver

lim x;, = a
k— 00

Vi har akkurat de samme regnereglene som for tallfglger:

T2.2.4 Setning Anta at {x;} og {yx} er to fglger i R” som konvergerer mot
henholdsvis x og y. Da har vi:

(1) Folgen {c x;} konvergerer for ethvert tall ¢, og limy_, oo (¢ Xx) = cX
(i1) Fglgen {x; + yi} konvergerer, og limy_, oo (X +yx) =X +Y
(iii) Fglgen {x; — yi} konvergerer, og lim;— oo (Xx —yx) =X —y

(iv) Fglgen {x; - yx} konvergerer, og limy— oo (Xx - Yx) = X - y (legg merke til
at dette er en fallfplge og ikke en fplge av vektorer).

Bevis: Bevisene er nesten identiske med de tilsvarende bevisene for tallfglger
(se 4.3.3 i Kalkulus), den eneste forskjellen er at vi nd ma bruke Schwarz’ ulikhet
og trekantulikheten for vektorer istedenfor de tilsvarende ulikhetene for tall. For &
illustrere bruken av disse ulikhetene, tar vi med bevisene for (ii) og (iv).

(i1) Vi ma vise at gitt en ¢ > 0, kan vi alltid finne en K € N slik at |[(x +y) —
(xx + yx)| < ¢ for alle k > K. Det fgrste vi gjor er & omgruppere leddene slik at vi
kan behandle {x;} og {y:} hver for seg:

x+y) — & +yo)| =& =x0) + (Y =yl = X = x| + [y — ¥l

der vi i det siste skrittet har brukt trekantulikheten (setning T2.1.10). Siden limy_ o X
= x, ma det finnes en K; € N slik at [x — x| < % for alle k > K, og siden
limg_ 0 Y« =y, ma det finnes en K, € N slik at |[y — yi| < % for alle k > K. Velger
vi K lik det stgrste av tallene K;, K5, ser vi at nar k > K, er

&
2

I
[(x+y) — X +y)l < X=X |+ |y —yil < §+ =€

Dermed er (ii) bevist.

(iv) Vimdvise at gitten e > 0, kan vi alltid finneen K € Nslik at |x-y—x;-yi| <
¢ for alle k > K. Vi bruker fgrst trikset med a legge til og trekke fra leddet x - y; og
benytter deretter trekantulikheten og Schwarz’ ulikhet (setning T2.1.8):

Xy —Xp Ykl = [X-y — X ¥ + X Y& — X - Yl
<|X-y—X-yi| + X ¥r — Xx - Vil
< Ixlly — y&l + Ix — x¢ |yl
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Vi skal na vise at vi kan fa hvert av de to leddene |x||y — yx| og |x — X¢||yx| mindre enn
5 ved 4 velge k stor nok. Det fgrste er opplagt mindre enn 5 hvis [x| = 0, sd vi kan
konsentrere oss om tilfellet x 7~ 0. Siden lim;_, oo yx = ¥, ma det finnes en K; € N
slik at |y — yx| < ﬁ
k> Kj.

Det andre leddet |x —x ||y | er litt verre. Vi observerer f@grst at siden limg—, o Y1 =
y, finnes det et tall K, slik at |[yx — y| < 1 ndr k > K. Dermed er

for alle k > K. Dermed er |x||y — yi| < |Xx] - ﬁ = 5 ndr

Vel =1y + Qe =D =yl +lye =yl = Iyl +1

Siden limy_, o Xy = X, ma det finnes en K3 € N slik at |x — x| < for alle

k > K3. Hvis k er stgrre enn eller lik bade K, og K3, er dermed

__&
2(lyl+D

&
X — xp|lyk| < Uyl+ D=7

&
2(lyl+ D

Velger vi na K til & veere det stgrste av tallene K, K, K3, ser vi at for k > K er

£ £
Xy — X -yl < IXIly =yl + X — X ||ye] < §+§=8

Dermed er (iv) bevist. |

Vi tok med bevisene ovenfor for & demonstrere hvordan trekantulikheten og Schwarz’
ulikhet ofte brukes. Det viser seg at vi kan bevise disse resultatene vel sa enkelt ved &
fore dem tilbake til tilsvarende resultater for tallfglger. Det neste resultatet vil gi oss
det redskapet vi trenger. Litt notasjon fgr vi begynner: Dersom {x;} er en fglge i R",
skriver vi koordinatene til x;, slik:

k k
Xk = (xf ),xé),...,xék))

Vi skriver indeksen k oppe for ikke & blande den sammen med koordinatene til x;, og
vi putter den inn i en parentes for & gjgre det klart at den ikke er en eksponent.

T2.2.5 Setning Anta at {x;} er en fglge i R" med komponenter

X; = (xfk), xék), e x,(lk))
og at x € R" har komponenter x = (x1, X2, ..., X,). Daer
5=
hvis og bare hvis
lim x¥ =x;  foralle i=1,2,...n

k— 00

Med andre ord: {x;} konvergerer mot x hvis og bare hvis hver komponent i x
konvergerer mot tilsvarende komponent i x.
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Dersom du synes det er vanskelig & forsta hva setning sier, er det lurt & ta en kikk pa
eksemplet nedenfor fgr du gar videre.

®
4
at gitten ¢ > 0, ma vi vise at det alltid finnes en K € N slik at |xl.(k) — xi| < ¢ for alle

k > K. Siden limy_, o X; = X, finnes deten K € N slik at |x; —X| < enark > K.
Siden

Bevis: Anta fgrst at limy_, o, X; = X. Vi skal vise at lim;_, o x;~ = x;. Det betyr

=< \/(X{k) —x1)2 4+ (xl.(k) —x)24+ -+ (xr(lk) —x,)2

medfgrer dette at |xl.<k) — x;| < e foralle k > K, og det er akkurat det vi skulle vise.

Anta sa at limy_, oo xl.(k) =yx; fori = 1,2,...,n. Viskal vise at at limy_, o0 Xy =

x. Det betyr at gitt en ¢ > 0, ma vi produsere en K € Nslik at [x; — x| < e nark > K.

Siden limkﬁooxl.(k) = x;, finnes det for hver i en K; € N slik at |xi(k) — x| < \/iﬁ néar
k > K;.La K vare den stgrste av K, K5, ..., K,. Fork > K erda
e xl =y =2 8 a2 e Gl -2
2 2 2
N O Y G Y
“V\Vn Vn Jn
&2
= n—=\/82=8
n
[

T2.2.6 Eksempel Finn grenseverdien

k2
K+
kll)ngo k sin (%)
(1+2)

Ifglge setningen ovenfor behgver vi bare a regne ut grensen til hver komponent. Den

fgrste er enkel:
. K w2k
lim =1

<
e 21 e 2k

Den andre gér ogsa greit:

in (L) .. Iy (_1
lim £ sin <1> = lim Sm(k) 2 jim M = lim cos <l> =1
k— 00 k k— 00 % k— 00 (—L) k—o00 k

Den tredje skriver vi fgrst om:
k
(1 1 %) — pklog(1+7)
k

SeksjonT2.2  Funksjoner fra R" til R” 53



54

og bruker deretter L’ Hopitals regel pa eksponenten:

2 log (1 + 2) LH (]_il_g) ’ (_kzz)
lim klog (1+—> = lim — K 0 77
k— 00 k

1
k— 00 T =

Altsa er

Kombinerer vi alt dette, far vi

o] 1
11>nolo ksm(k) =1 2
(1+3) ¢

Det neste resultatet gir et nytt innblikk i hvorfor lukkede mengder kalles «lukkede»:

T2.2.7 Seting Anta at A C R" er lukket, og at {x;} er en fglge fra A som
konvergerer mot et punkt x. Daer x € A.

Bevis: Anta for motsigelse at x ¢ A. Siden A er lukket, ma x da vare et ytre
punkt (alle randpunktene hgrer jo med til A nar A er lukket). Det betyr at det finnes en
kule B(x, r) om x som ikke inneholder noe punkt fra A. Spesielt kan ingen av leddene
i felgen {x;} ligge i B(x, r). Det betyr at |x; — x| > r for alle k, og fglgelig kan ikke
{xx} konvergere mot x. Dette gir oss den selvmotsigelsen vi er pa jakt etter. n

Vi avslutter denne seksjonen med et eksempel som antyder hvordan grenseverdier til
fglger dukker opp i mer virkelighetsnare problemstillinger.

T2.2.8 Eksempel T eksempel T2.1.20 sa vi pa fordelingen av handlevogner i tre
stativer. Dersom fordelingen om morgenen er gitt ved en vektor

X0
Xp = (yo>,
20

vil fordelingen om kvelden vere gitt ved vektoren x; = AX( der A er matrisen
0.7 03 04
A= (0.2 0.5 0.2)
0.1 02 04

Dersom vi ikke rgrer handlevognene i lgpet av natten, vil vi starte neste morgen med
fordelingen x;, og fordelingen neste kveld blir x, = Ax;. Lar vi denne sta urgrt til
morgenen etter, vil vi neste kveld ha fordelingen x3 = Ax; osv. P4 denne maten far
vi en fglge av fordelinger {x;}. Dersom du faktisk regner ut disse vektorene, vil du
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raskt fa en mistanke om at de konvergerer mot en likevektstilstand b, dvs. en fordeling
som er den samme om kvelden som om morgenen. Legg ogsa merke til at X; = Axg,
X, = Ax; = A(AXq) = AZxgosv,, slik at xp = A¥xo. Fglger som oppstar ved iterasjon
(gjentagelse) pa denne maten er viktige i mange anvendelser. Vi skal mgte dem igjen
senere. |

Oppgaver
1. Finn definisjonsomradet til funksjonen:

1
a) flx,y)= b) f(x,y)=xz_y2 ¢) flx,y)=In(x+y)

1
x24+y2 42225

x2 4 4y?

d) flx,y)=tan(x —y) e) f(x,y,2)=

2. Avgjgr om mengden er apen eller lukket eller ingen av delene. Lag en figur og argumenter

uformelt.

a) {(x,y)eR*:|x| <loglyl <1} b) {(x.y) eR*:|x| <loglyl <1}
o) {(xr.y)eR*:|x|<logly| <1} d) {(r.y) eR: x| <1}

e) {(x,y)eR?:x+2y <1} ) {(x,y)eR>:x+2y=1}

g) {(x,y)eRzzxogyerrasjonale} h) {(x,y,z)e[R3:x2+y2+z2<l}

) {(,y,0eR x>+ +72>1)}

3. Finn grensen til fglgene {x;} nar:

2k +1 3k 1 "

a) Xk=<kz+—3k,m> b) Xk=<ksmE,k(1—e ))
1 1\
c) X; = (\/k2+2k—k, cos o <cos %> )

4. Bruk setning T2.2.5 og grensesetningen for «vanlige» fglger (dvs. fglger med verdier i R) til &
bevise setning T2.2.4.

5. I denne oppgaven skal vi se litt pa egenskapene til de &pne mengdene.

a) Antaat A, B C R" er apne mengder. Vis at A U B og A N B er apne mengder. (Husk at
AUB = {x € R" : x er med i minst én av mengdene Aog B}og ANB = {x € R" :
x er med i begge mengdene A og B})

b) Hvis A C R", sa kalles mengden
A={xeR":x ¢ A}

komplementet til A. Vis at A og A€ har samme rand.

c) Visaten mengde A C R" er apen hvis og bare hvis komplementet A€ er lukket.

6. 1 denne oppgaven skal vi se litt pa egenskapene til de lukkede mengdene. Det er lurt & gjgre
oppgaven ovenfor fgr du begynner pa denne.

a) Antaat A, B € R" er lukkede mengder. Vis at A U B og A N B er lukkede mengder.
b) Antaat A C R”" er lukket og at B C R” er dpen. Vis at
A\B={xeA:x ¢ B}

er lukket.

c) Visat A C R” er lukket hvis og bare hvis A =_K, der tillukningen A bestar av alle punkter
som er med i enten A eller randen til A (dvs. A = AU JdA der dA er randen til A).
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Kontinuerlige funksjoner

I'seksjon 5.1 i Kalkulus studerte vi e-§-definisjonen av kontinuitet. Denne definisjonen
er sannsynligvis ikke like popular blant alle, men den har mange fordeler, blant annet
at den lett kan generaliseres til nye situasjoner. Her er generaliseringen til funksjoner
av flere variable:

T2.2.9 Definisjon Antaat A C R",ogata € A. En funksjon F: A — R” er
kontinuerlig 1 a dersom det til enhver ¢ > 0 finnes en 6 > 0 slik at

|IF(x) — F(a)| < ¢ foralle x € A slikat [x —a| <§

Figuren nedenfor illustrerer definisjonen: Gitt en kule B(F(a), €) om punktet F(a),
kan vi finne en kule B(a, §) om punktet a slik at bildet av B(a, §) (markert med den
stiplede kurven pa figuren) ligger helt inni B(F(a), ¢).

F(a)

B(F(a,¢))

FigurT2.2.5 Kontinuitet i punktet a

Siden kontinuitet er definert pa akkurat samme mate som for funksjoner av én variabel,
har vi de samme reglene med (nesten) de samme bevisene.

T2.2.10 Setning Anta at A C R", og at funksjonene F,G : A — R" er
kontinuerligeia € A. Daer F+ G, F — G og F - G kontinuerlige i a. Det er ogsa
g forutsatt at F og G tar verdier i R (slik at divisjon gir mening) og G(a) # 0.

Beviset overlates til leserne, se setning 5.1.5 i Kalkulus for hjelp.

T2.2.11 Setning Antaatvihartomengder A C R", B C R, og to funksjoner
G : A - B,F: B — R (se figuren nedenfor). Dersom G er kontinuerlig i
punktet a, og F er kontinuerlig i punktet b = G(a), sé er den sammensatte
funksjonen H(x) = F(G(x)) kontinuerlig i a.

Beviset overlates til leserne, se setning 5.1.7 i Kalkulus for hjelp. Figuren nedenfor
viser hvordan G, F og H virker.
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H(a) = F(G(a))

R" R*

FigurT2.2.6

Nar vi skal bruke reglene ovenfor til a vise at en funksjon F : R” — R™ er kontinuerlig,
lgnner det seg ofte & skrive den pa komponentform:

F(x) = (F1(x), F2(x), ..., Fn(X))

Det neste resultatet forteller oss nemlig at F er kontinuerlig hvis og bare hvis hver
komponent F; er kontinuerlig.

T2.2.12 Setning Antaat F : A — R™ er en funksjon av n variable med
komponenter
Fx) = (F1(x), ;2(X), ..., Fu(X))

Da er F kontinuerlig i et punkt a € A hvis og bare hvis hver komponent F; er
kontinuerlig i a.

Bevis: Denne setningen er tvillingbroren til setning T2.2.5 (som sier at en fglge
konvergerer hvis og bare hvis komponentene konvergerer), og beviset er ogsa ganske
likt. La oss fgrst anta at alle komponentene Fi, F», ..., F,, er kontinuerlige i a. Vi
ma vise at for enhver ¢ > 0, finnes det en § > 0 slik at hvis |x — a| < §, sd er
|F(x) — F(a)| < ¢. Siden hver komponent F; er kontinuerlig i a, finnes deten §; > 0
slik at |F;(x) — F;(a)| < \/Lm nar |x — a| < §;. Vi velger § til 4 vaere det minste av
tallene 61, 6, ..., d,,. Hvis |[x — a| < §, har vi da

IF(x) — F@)| = v(F1(x) — F1@)2 + - + (Fu(x) — Fp(a))?

e \? e \? g2
A(ER R EN R
Dette viser at F er kontinuerlig i a.
Anta nd omvendt at F er kontinuerlig i a, og at vi skal vise at komponenten F;
er kontinuerlig i a. Gitt ¢ > 0, ma vi finne en § > 0 slik at | F;(x) — F;(a)| < & nar

|x —a| < §. Siden F er kontinuerlig i a, finnnes deten § > Oslik at |[F(x) —F(a)| < ¢
nar |[x — a| < 8. Men dermed er

|F(x)—F;(@)| < V(Fi(x) = Fi@)2 + -+ + (Fu(x) — Fy(a))? = [Fx)—F(a)| <&

nar |x — a| < §. Dette viser at F; er kontinuerlig i a. n
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De enkleste funksjonene av flere variable (bortsett fra konstantfunksjonene) er de som
bare gir oss en av variablene som output, f.eks.

fG,y,z,u) =y eller gx,y,2) =z

Generelt kaller vi
kl(xlv x27 ey xn) = xl

den i-te koordinatfunksjonen. Det er lett & se at disse koordinatfunksjonene er konti-
nuerlige, og det neste eksemplet forteller oss hvordan vi kan bruke dem og resultatene
ovenfor til 4 vise at mer kompliserte funksjoner er kontinuerlige.

T2.2.13 Eksempel Vis at funksjonen F : R?* — R? definert ved

) exz-‘rz
F y Yy <) = i sy Ty o
(x,y,2) (x sin(yz) S 1)
er kontinuerlig i punktet a = (1,0, —1). Ifglge setning T2.2.12 er det nok & vise at
begge funksjonene

x4z

Fi(x,y,z) = x*sin 0 Fr(x,y,7) = ——
1(x, y,2) = x”sin(yz) g 2(x, 5, 2) E

er kontinuerlig i a. Vi begynner med Fj(x,y,z). Siden koordinatfunksjonene
ka(x,y,z) =y ogks(x,y,z) =z er kontinuerlige, er produktet avdem f(x, y, z) =
yz ogsa kontinuerlig ifglge setning T2.2.10. Siden sinus er en kontinuerlig funksjon,
ma den sammensatte funksjonen sin(yz) ogsa vaere kontinuerlig ifglge setning T2.2.11.
Pa tilsvarende mate ser vi at funksjonen g(x, v, z) = x2 er kontinuerlig (fordi den er
lik k1 (x, y, z) -k1(x, y, z) somer et produkt av to kontinuerlige funksjoner), og dermed
er produktet F(x, y, z) = x? sin(yz) kontinuerlig.

Vi behandler F> pa samme mate: Funksjonen h(x,y,z) = x% + z er kon-
tinuerlig siden den er bygget opp fra kontinuerlige koordinatfunksjoner ved hjelp
av multiplikasjon og addisjon. Siden eksponentialfunksjonen er kontinuerlig, er da
px,y,2) = ex’He kontinuerlig. Ved et tilsvarende resonnement ser vi at nevneren
y% + 1 er kontinuerlig, og siden den er forskjellig fra 0, mé brgken

2
e~ +z

y 41

F(x,y,2) =
vare kontinuerlig. |

Ved hjelp av teknikken i dette eksemplet er det lett & vise at funksjoner bygget opp
ved hjelp av potensfunksjoner, eksponentialfunksjoner, logaritmer, trigonometriske
funksjoner og arcusfunksjoner er kontinuerlige (men husk & sjekke at de er definert i
punktet du er interessert i!)

Vi tar med enda et resultat som er kjent fra teorien for funksjoner av en variabel
(se Kalkulus, setning 5.1.10).

T2.2.14 Setning AntaatF : A — R™ er en funksjon av flere variable, og at
a er et punkt i definisjonsomradet A til F. Da er F kontinuerlig i a hvis og bare
hvis F(x;) — F(a) for alle folger {x;} fra A slik at x; — a.
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Bevis: Anta fgrst at F er kontinuerlig i a. Gitt en fglge {x;} med verdieri A, ma
vi vise at det for enhver ¢ > O finnes en K € N slik at |[F(x;) — F(a)| < ¢ for alle
k > K. Siden F er kontinuerlig i a, finnes deten § > O slik at |F(y) —F(a)| < ¢ for alle
y € Aslik at [y — a|] < §. Siden x; — a, finnes det en K € N slik at |x; — a| < § nér
k > K.Mendette betyratnark > K,saer |x; —a| < § og folgelig |F(x;) —F(a)| < e.

Anta s at F ikke er kontinuerlig i a. Vi ma vise at det finnes i hvert fall én fglge
{x} fra A slik at x; — a, men F(x;) / F(a). Siden F ikke er kontinuerlig i a, ma
det finnes en ¢ > 0 slik at uansett hvor liten vi velger § > 0, sé eksisterer deten x € A
slik at |[x — a| < &, men |F(x) — F(a)| > ¢. Velger vi § = %, finner vi pa denne maten
et punktx; € Aslik at [x; —a| < %, men |F(xx) —F(a)| > ¢. Fglgen {x;} konvergerer
mot a, men {F(x;)} kan ikke konvergere mot F(a) siden |F(x;) — F(a)| > ¢ for alle
k. [

Hittil har teorien for kontinuerlige funksjoner av flere variable vart forblgffende lik
teorien for kontinuerlige funksjoner av én variabel. P4 grunn av den rikere geome-
trien finnes det imidlertid fenomener for flervariable funksjoner som ikke har noen
motsvarighet for funksjoner av en variabel. Her er et eksempel.

T2.2.15 Eksempel Funksjonen f : R> — R er gitt ved

x2

ry
fl,y) =1 x*+»2
0 for (x, y) = (0, 0)

for (x, y) # (0, 0)

Vi skal undersgke om f er kontinuerligi (0, 0). La oss tautgangspunktisetning T2.2.14
og se hva som skjer nar forskjellige typer fglger {(xx, yx)} nermer seg (0, 0). Hvis
fglgen nermer seg (0, 0) langs x-aksen, er leddene pa formen (xi, 0) der x; — 0.
Setter vi inn i funksjonsuttrykket, far vi

2 . 0
FOr) = fr0) =~ =0
3 ’ x;: +02

A

1)

(%2, ¥2)

(x3, ¥3)
(%45 ¥4)

A\

FigurT2.2.7 En fglge som konvergerer mot (0, 0) langs parabelen y = x>

Akkurat det samme skjer om vi lar {(xx, yx)} nerme seg (0, 0) langs y-aksen. Lar
vi {(xx, )} nerme seg (0, 0) langs en skrilinje y = cx der ¢ # 0, far vi en fglge
{(x, cxi)} der x; gar mot 0. Setter vi inn i funksjonsuttrykket, far vi

2
x; (exi) X 0 _0
4 27 2 > =
Xy +exp xpt+c c

S ks yio) = f (g, exg) =
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Alt dette tyder pd at f er kontinuerlig i (0, 0), men det finnes jo andre mater 4 n&erme
seg et punkt pa enn a fglge en rett linje. La oss prgve a neerme oss (0, 0) langs parabelen
y = x2 (se figur T2.2.7). Vi ser altsi pa en fglge {(x, x,f)} der x; gar mot 0.

Setter vi inn i funksjonsuttrykket, far vi

2 2 1

Fy) = fOgad) = —k Tk — ~
’ Tk x,‘(1 + (x,f)2 2

Ifglge setning T2.2.14 viser dette at f ikke er kontinuerlig i (0, 0) — vi har funnet en
folge {(xx, yr)} som konvergerer mot (0, 0), men slik at f(xx, yx) ikke konvergerer
mot £ (0, 0). Funksjonen virker altsa & vaere kontinuerlig sa lenge vi beveger oss langs
rette linjer, men er det likevel ikke! |

Eksemplet ovenfor viser at det kan vere vanskelig & fa god oversikt over hvordan
en funksjon av flere variable oppf@rer seg, og at det kanskje finnes flere geometriske
muligheter enn det vi kan forestille oss. Det er i slike sammenhenger vi virkelig far nytte
av abstrakte definisjoner av e-3-typen; de gir oss muligheten til & fgre vanntette bevis
selv i tilfeller der vi ikke er sikre pa om vi har fatt full oversikt over alle geometriske
snurrepiperier!

Hittil har vi bare snakket om kontinuitet i et punkt. Vi avslutter denne seksjonen
med definisjonen av en kontinuerlig funksjon — den er helt tilsvarende definisjonen
for funksjoner av én variabel.

T2.2.16 Definisjon En funksjon F kalles kontinuerlig dersom den er kontinu-
erlig i alle punkter i sitt definisjonsomrade.

Oppgaver

7.

8.

9.

10.

Vis at funksjonen f er kontinuerlig

) f(r.y)=x+y b) f(xr.y) =x2y+y 0 flry) = —2

d) fo,y)=esin(x+y) e f(x,y,2) =x>+y>+2
Vis at funksjonene er kontinuerlige:

a) F(x,y,2) =’z +y, x?sinxyz, x°)

b) G(x,y,z,u) = (e“+, zcos xy2u)

¢) H(x,y, z,u) = (e 2+ u?, x* + 3yzu)

d) K(x,y,z, u,v) = sin(xy + z2v), 2uv)

Vis at koordinatfunksjonene k; (x|, x2, ..., x,) = x; er kontinuerlige ved & bruke definisjonen
av kontinuitet.

a) Anta det finnes en konstant M € R slik at |[F(x) — F(y)| < M|x — y| for alle x,y i
definisjonsomradet Dy. Vis at F er kontinuerlig.

b) Antaat F(x) = Ax for en matrise A. Vis at F er kontinuerlig. (Hint: Husk setning T2.1.28.)
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11. I denne oppgaven har du bruk for trekantulikheten som sier at hvis x,y € R", sder [x +y| <
x| + |yl

a) Visat||x| —|y|| < |x —y]|forallex,y € R".
b) Laa e R". Vis at funksjonen f(x) = |x — a| er kontinuerlig.

¢) Vis at funksjon g(x) = ﬁ er kontinuerlig der den er definert.

12. Bevis setning T2.2.10.

13. Bevis setning T2.2.11.

Grenseverdier

I teorien for funksjoner av én variabel opererer vi bade med ensidige og tosidige
grenser. Ensidige grenser er blant annet nyttig nar vi skal avgjgre om en funksjon er
kontinuerlig i enden av sitt definisjonsomrade — vi bruker grenseverdien lim, _, ,+ f(x)
for a undersgke om f er kontinuerlig i det venstre endepunktet a av intervallet [a, b],
og grenseverdien lim,_,;- f(x) for & undersgke om f er kontinuerlig i det hgyre
endepunktet b. Med flere variable er det s mange mater 4 narme seg et randpunkt pa
at vi ikke kan ha et grensebegrep for hver mate — vi ma finne frem til et felles begrep
som dekker alle tilfeller.

La oss farst se litt pa hvilke punkter det er naturlig & regne ut grenseverdier i. Vi
ser pa en funksjon F : A — R™ definert pa en delmengde A av R". Figur T2.2.8 viser
én mulighet; her bestar A av en sammenhengende mengde pluss et isolert punkt a.

(x|

FigurT2.2.8

Siden vi ikke kan n&rme oss a innenfor definisjonsmengden til F, er det ikke rimelig
a definere grenseverdien til F i punktet a. Figur T2.2.9 viser en annen situasjon.

FigurT2.2.9

Her er a ikke med i definisjonsmengden A, men det gar fint an & nerme seg a fra A.
I dette tilfellet er det rimelig & definere grenseverdien til F i punktet a. Konklusjonen
pa disse observasjonene ma bli at det er rimelig & definere grenseverdien til F i punktet
a dersom det gar an & neerme seg a med punkter (# a) fra definisjonsmengden til F,
uansett om punktet a selv ligger i definisjonsmengden eller ikke. Slike punkter kaller
vi opphopningspunkter for A. Her er den presise definisjonen:
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T2.2.17 Definisjon La A vare en delmengde av R”. Et punkta € R” kalles et
opphopningspunkt for A dersom enhver kule B(a, ) om a inneholder uendelig
mange punkter fra A.

Vi er na klare til 4 definere grenseverdien i et opphopningspunkt:

T2.2.18 Definisjon LaF : A — R” vere en funksjon av n variable og anta
at a € R" er et opphopningspunkt for A. Vi sier at b € R™ er grenseverdien for
F i punktet a dersom det for hver & > 0 finnes en § > 0 slik at

|[F(x) —b| < ¢ foralle x € A slikat 0 < |x—a| <§

Vi skriver lim,_,, F(x) = b. Dersom a ikke er et opphopningspunkt for A, er
grenseverdien ikke definert.

Denne definisjonen ligner pa den du finner for funksjoner av én variabel i defini-
sjon 5.4.1 i Kalkulus, men skiller seg pa et viktig punkt: Vi insisterer ikke lenger pa at
F skal vaere definert i alle punkter i nerheten av a, men kompenserer for dette ved bare
a kreve at |F(x) — b| < ¢ skal holde for punkter x som er med i definisjonsomradet A
til F.

Akkurat som for fglger kan vi studere grensespgrsmal for funksjoner kompo-
nentvis:

T2.2.19 Setning LaF : A — R” vere en funksjon av n variable, og anta at
a € R” er et opphopningspunkt for A. Anta at komponentene til F er gitt ved

F(x) = (F1(x), 2(X), ..., Fp(x))
og la b vaere en vektor med komponenter b = (by, ba, ..., b,). Daer

lim F(x) =b

XxX—a

hvis og bare hvis
lim F; (x) = b; for alle i
X—a

Beviset overlates til leserne. Ideen er den samme som 1 beviset for setning T2.2.5 og
setning T2.2.12.

Vi har ogsa de vanlige regnereglene for grenseverdier til summer, differenser,
produkter og brgker:
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T2.2.20 Regneregler for grenseverdier Anta at F,G : A — R” er to
funksjoner av n variable og at a € A er et opphopningspunkt for A. Dersom
lim,_, F(x) = A og lim,_,, G(x) = B, sé er:

(a) )}i_r)r;(F(x) +G(x) =A+B
(b) lim (F(x) — G(x)) =A —B

(©) lim(F(x) - G(x)) =A-B

F A
(d) lim ®) = — forutsatt at F og G tar verdieri R og B # 0
r—a G(X) B

Ogsa disse bevisene overlates til leserne.

Det neste resultatet tar seg av sammenhengen mellom grenseverdier og konti-
nuitet. Legg merke til at det bare gjelder for kontinuitet i opphopningspunkter (men
kontinuitet i isolerte punkter er uansett en ganske kunstig sak).

T2.2.21 Setning LaF : A — R” vere en funksjon av n variable, og anta at
a € A er et opphopningspunkt for A. Da er F kontinuerlig i a hvis og bare hvis
limy_,, F(x) = F(a).

Bevis: Sammenlign definisjonen av kontinuitet med definisjonen av grenseverdi.

|

Resultatet ovenfor er nyttig nar vi skal regne ut enkle grenseverdier:

T2.2.22 Eksempel Finn grenseverdien til

F(x,y) = (x%y, e sin(rrx))
nar (x, y) — (1, =2).
Vi ser at funksjonen er kontinuerlig i (1, —2), sa
(x’y)l_i)r?l’_z) F(x,y)=F(1,=2) = (1 - (=2), e " Dsin(x - 1)) = (=2, 0)

|

I noen eksempler ma vi forenkle uttrykket for vi gar til grensen:

T2.2.23 Eksempel Finn grenseverdien til

x2—y?

X=y

flx,y) =

nar (x, y) — (0, 0).
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Siden x> — y? = (x 4+ y)(x — y) har vi

2 2
: ) X — ‘ X 4 V) (x —
lim f(x,y)= lim Y~ lim EENC=y)
(x,y)—(0,0) (x,»)—0,00 x — Yy (x,)— (0,0) x—y
= lim (x+y) =0
(x,y)—(0,0)

Vi avslutter med et resultat som binder sammen grenseverdier og konvergens av fglger.

T2.2.24 Setning Anta F : A — R er en funksjon av n variable, og at
a er et opphopningspunkt for A. Da er limy_,, F(x) = b hvis og bare hvis
lim,_, o F(x,) = b for alle fglger {x,,} med punkter fra A slik atlim,_, », X, = a.

Bevis: Se beviset for setning T2.2.14. m
Oppgaver
14. Finn grenseverdiene
a) lim  (x +2xy) b) lim  x?sin(xy)
(x,)—>(2,3) (=15
: ey . sin(xy)
c) Iim ——— d) lim -cos(x +y)
()—1,0 x2 + 3y (x.3)—0,0) Xy

15.

16.

17.

18.

19.

Anta at A C R" og ata € R". Anta at enhver kule B(a, ¢) om a inneholder minst ett element
fra A forskjellig fra a. Vis at a er et opphopningspunkt for A.

Bevis setning T2.2.19.
Bevis setning T2.2.20.
Bevis setning T2.2.21.

Bevis setning T2.2.24.

Derivasjon av skalarfelt

Vi skal na begynne & se pa derivasjon av funksjoner av flere variable. For at det ikke
skal vere altfor mange komponenter a holde styr pa, skal vi fgrst derivere skalarfelt,
dvs. funksjoner f : R” — R der verdien f(x) er tall.

For en funksjon y = f(x) av én variabel forteller den deriverte f’(x) oss hvor
fort funksjonen vokser i punktet x — gar vi et lite skritt med lengde % langs x-aksen,
vil funksjonsverdien gke med (omtrent) f’(x)h. For funksjoner av flere variable er
situasjonen mer komplisert; vi har flere akser & bevege oss langs, og vi kan ikke regne
med at funksjonen stiger like mye uansett hvilken retning vi géar i. Fgr vi regner ut
stigningstallet til funksjonen, ma vi derfor spesifisere hvilken retning vi er interessert
i. Dette er idéen bak begrepet retningsderivert:
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T2.2.25 Definisjon Anta at funksjonen f : A — R er definert pa en del-
mengde A av R” og at a er et indre punkt i A. Tenk pd r € R"” som en vektor.
Den retningsderiverte til f i punktet a og retningen r er gitt ved

f@a+hr) — f(a)

/ . — 1
f'(a;r) = lim

h
forutsatt at denne grensen eksisterer.
Figur T2.2.10 viser ideen bak definisjonen.
A
/ a4+ hr
a
r
FigurT2.2.10

Punktene a + Ar er de punktene vi kommer til hvis vi starter i a og gér i retning r.
Differansen f(a + hr) — f(a) forteller oss hvor mye funksjonen gker nar vi beveger
oss i denne retning, og brgken

f@+hr) — f(a)
h

er gkningen per lengdeenhet nar vi bruker |r| som maleenhet.

T2.2.26 Eksempel La f(x,y) = x> + xy. Vi skal beregne den retningsderiverte
f’(a;r) ndra = (1,0), r = (2, 1). Fgrst observerer vi at

at+hr=(1,0)+h2,1)=(1+2h,h),

som gir f(a + hr) = (1 + 2h)> + (1 + 2h)h = 1 + 5h + 6h*. Tilsvarende er
f@@) = f1,0)=1>+1-0=1.Vifar

fa+hr) — f(a) (14 5h +6h%) —1

fan=im= =i
5h + 6h2
_ Jim 2O lim (5 + 6h) = 5.
h—0 h h—0

Hva betyr dette resultatet? Legg merke til at lengden til vektorenrer r| = +/22 + 12 =
V/5. Dersom vi gér et lite stykke /+/5 i retningen til vektoren r = (2, 1), vil funksjons-
verdien stige med (omtrent) f'(a;r)-h =5-h. |
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Det er lettest & forstd hva den retningsderiverte er dersom vektoren r har lengde 1
— da er f’(a;r) rett og slett stigningstallet til funksjonen i retning r nér vi maler
med vanlige enheter. Utifra dette kan det veare fristende a forutsette at [r| = 1 nér vi
regner med retningsderiverte, men dette viser seg & vare upraktisk, blant annet fordi
enhetsvektorer ofte inneholder stygge kvadratrgtter.

Sa langt kan det se ut som om vi ma bygge opp en ny derivasjonsteori helt fra
bunnen av for & kunne beregne retningsderiverte til funksjoner av flere variable. Det
er heldigvis ikke ngdvendig; ved hjelp av sdkalte partiellderiverte kan vi fgre mye
av teorien tilbake til vanlig derivasjon av funksjoner av én variabel. Fgr vi definerer
partiellderiverte, er det lurt & bli enig om litt notasjon.

Den i-te enhetsvektoren e; 1 R" er vektoren

e =(0,0,...,0,1,0,...,0)
o1
i-te plass

parallell med den i-te koordinataksen.

T2.2.27 Definisjon La f: A — R vere en funksjon av n variable, og la a vere
et indre punkt i A. Den i-te partiellderiverte %(a) er den retningsderiverte av
f iretning av den i-te enhetsvektoren e;; det vil si

)
—f(a) = f'(a; )

8xl-

Andre notasjoner for % (a)er D; f(a) og fy, (a). De partiellderiverte er altsa stignings-
tallene til funksjonen parallelt med koordinataksene. Skriver vi ut definisjonen i detalj,
ser vi at

af / . fla+he) — f(a)
gy, W = /(e = fim h
1. f(a17a27"-’ai+h""’an)_f(alvaZa"'vaiv""ail)
=20 h

Det siste uttrykket har en slaende likhet med definisjonen av vanlig derivert. Underslar
vi de variablene hvor det ikke skjer noen endring, ser vi at

A ay — tim L@+ = @)
ax; h—0 h

Dette betyr at vi kan finne den partiellderiverte % ved a derivere uttrykket y =

f(x1,...,xi,...,x,) medhensyn pa x; mens vi later som om alle de andre variablene
er konstanter.

T2.2.28 Eksempel Finn de partiellderiverte g_;i og g_f til funksjonen
y

f@x,y) = x> +xy° +sin(xy).
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For & finne % deriverer vi uttrykket med hensyn pd x mens vi later som om y er en
konstant:

of 3
a(x, y) =2x 4+ y’ 4 cos(xy) -y

For 4 finne 2L deriverer vi med hensyn pa y mens vi holder x konstant:

dy
of 2 2
a—(x, y) =0+ 3xy” 4+ cos(xy)x = 3xy° + x cos(xy)
y
|
. . . . af  af af
En funksjon f(xi, x2, ..., Xx,) av n variable har n partiellderiverte T B T

Vi kan sette sammen disse til en vektor
af af af
ax, 9xy’ 7 Axy,

Denne vektoren er sé viktig at den har fatt sitt eget navn og sitt eget symbol.

T2.2.29 Definisjon Anta at de partiellderiverte til f eksisterer i punktet a €
R". Da kalles

_(of af af
Vf(a) = <a_x1(a)’ 8—xz(a), Sy (a))

gradienten til f i punktet a.

Det er ofte lurt & tenke pa gradienten V f(a) som en vektor som starter i punktet a
slik som vist pa figur T2.2.11 nedenfor. Som vi snart skal se (setning T2.2.35), far
gradienten da en geometrisk betydning — den peker i den retningen hvor funksjonen
vokser raskest, og lengden |V f(a)| er lik stigningstallet i denne retningen.

A

Vi@

a/

FigurT2.2.11

T2.2.30 Eksempel Finn gradienten til

Z

fx,y,2) = x*ye"

i punkteta = (1, —2, 0).
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Vi ma fgrst finne de partiellderiverte. Deriverer vi mhp. x som om y og z er
konstanter, far vi

a
a—f = 2xye* + x’ye*iz = xye* (2 + x2)
X

Deriverer vi mhp. y som om x og z er konstanter, far vi tilsvarende

% — xzexz
dy

Til slutt deriverer vi mhp. z som om x og y er konstanter:

a
A = x2ye*ix = x3ye**

0z

Gradienten i et generelt punkt er dermed
Vfx,y,2) = (xye* 2+ x2), x2e, x3ye“)
I vart punkta = (1, —2, 0) far vi
VI, =2,00=(1-(=2)-¢"?-2+1:0),1%- "0, 17 (=2)- ") = (-4, 1,-2)
|

Vi har na sett hvordan vi kan bruke vare vanlige derivasjonsregler til 4 regne ut par-
tiellderiverte — vi bare deriverer som om de andre variablene var konstanter. Neste
post pa programmet er & vise hvordan vi kan regne ut retningsderiverte ved hjelp av
partiellderiverte.

La oss begynne med a se pa hva som skjer i to dimensjoner. Anta at vi gnsker
a derivere f i punktet a = (aj, ap) i retningen r = (r1, r2). Dersom A er en liten
stgrrelse, vet vi at

flar+hry,ay + hry) — f(ay, @) = f'(a;r) - h 2.1

nar vi ser bort fra en stgrrelse som er liten sammenlignet med /4.

Vi kan ogsa beregne differansen f(a; + hry, ax + hry) — f (a1, a2) pa en annen
mate. Istedenfor 4 gé direkte langs vektoren r velger vi 4 ga parallelt med koordinat-
aksene som vist pa figur T2.2.12.

s

(a1+hr1, a2+hr2)

(ay, ay) (aj+hry, ay)

FigurT2.2.12
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Vi ser at

flai + hri, a2 + hry) — f(ar, a2)
gkning parallelt med y-aksen gkning parallelt med x-aksen

= f(a1 + hri,a2 + hry) — f(ay + hri,a2) + f(ay + hry,a) — f(ai, a2)

Ser vi bort fra feil som er sma sammenlignet med /4, far vi videre
af
flai+hri,a) — f(ar,a) = E(a) - hry
af
flar+hri,a+hry) = f(ar + hr,a2) = @(a) ~hry
Dette betyr at
af af
flay+hri,ax + hry) — f(ar, a2) = a(a)hm + 5(3)”2 (2.2)

(fortsatt med en feil som er liten sammenlignet med /). Sammenligner vi de to uttryk-
kene (2.1) og (2.2) vi nd har for f(a; + hry, a + hry) — f(ai, az), ser vi at

af

f'@r) = Sy @+ g(a)rz
X dy

Gjennomfgrer vi et tilsvarende argument i n variable, far vi formelen

0 0 0
f'@a;r) = —f(a)m + —f(a)rz +...+ f (@)ry
0x 0x2 axy
derr = (ry, r2, ..., r,). Husker vi at gradienten til f er gitt ved
of af af
Vi@ =|-"—@),—(@),..., (a) ),
0x1 0x> 0x;,
kan vi skrive formelen ovenfor som et skalarprodukt
fl@air)y=Vf@)-r (2.3)

Denne formelen gir oss en effektiv mate a regne ut retningsderiverte pa; vi finner alle
de partiellderiverte, setter dem sammen til en gradient, og tar skalarproduktet mellom
gradienten og vektoren r. Beregningen som ledet oss frem til (2.3), er imidlertid ingen
streng utledning i matematisk forstand (vi har skrevet eksakt likhet = en rekke steder
der vi bare hadde omtrentlig likhet), og det viser seg at det finnes funksjoner f som
ikke oppfyller (2.3) til tross for at bade den retningsderiverte og de partiellderiverte
eksisterer (et eksempel pa dette er funksjonen i eksempel T2.2.15). Disse funksjonene
oppférer seg imidlertid sa merkelig at vi gnsker 4 utelukke dem fra teorien var. Vi
skal derfor innf@re et begrep deriverbar funksjon som fanger opp funksjoner med den
oppferselen vi gnsker oss. Utgangspunktet for definisjonen er at vi gnsker at V f(a) - r
skal veere en god tiln@rming til funksjonsdifferansen f(a + r) — f(a) nér r er liten.
Mer presist gnsker vi at «feilleddet»

o(r)=fa+r) —f@-Vf@-r
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skal bli mindre og mindre sammenlignet med stgrrelsen til r, dvs. at

m _a(r) =0
r—0 |l‘|

Vi far altsa denne definisjonen:

T2.2.31 Definisjon Antaat f: A — R erdefinert pa en delmengde A av R" og
at a er et indre punkt i A. Anta videre at alle de partiellderiverte til f eksisterer
i punktet a. Vi sier at f er deriverbar i a dersom funksjonen

or)=fa+r) - fa-Vf@:-r
gar mot 0 hurtigere enn |r|, dvs.

m& =0
r—0 |l‘|

KOMMENTAR: Man kan lure pa hvorfor vi ikke rett & slett sier at f er deriverbari a
dersom f’(a; r) = V f(a) - r holder for alle r. Det viser seg imidlertid at definisjonen
ovenfor gir en glattere teori hvor delene passer bedre sammen. Det neste resultatet sier
dessuten at vi far likheten f’'(a; r) = V f(a) - r uansett.

T2.2.32 Setning Antaat f: A — Rerderivebaria. Daer f'(a;r) = Vf(a)-r
for alle r.

Bevis: Vi har

f(a+hr) — f(a) Vf(@) - (hr) + o (hr)

)= i i
Jlam = i, h h0 h
) o (hr)
=lim [V f(@)- r+|r| =Vf@)-r
h—0 hir|
siden limy, . 5 = 0. 0

Vi tar med et eksempel pa hvordan formel (2.3) kan brukes til 4 beregne retningsderi-
verte.

T2.2.33 Eksempel La oss anta at funksjonen
f@y, ) =x"y+e*

er deriverbar. Vi skal finne den retningsderiverte f’(a;r) dera = (1,1,1) ogr =
(1, —1, 1). La oss f@rst finne gradienten til f:

d d d
—f = 2xy; —f = x2 — ze_yz; _f — _ye—yz
dx 8y
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Dette gir Vf = (2xy, x> — ze™¥%, —ye ™) og Vf(a) = Vf(1,1,1) = 2,1 —

e~ !, —e™1). Fglgelig er

flasr)=Vf@ -r=@Q2,1—e !, —e - (1,-1,) =1

For & kunne bruke formel (2.3) trenger vi a vite at vare funksjoner er deriverbare.
Det neste resultatet gir oss den informasjonen vi vanligvis trenger. Beviset er ganske
langt og komplisert, og egner seg nok best for de ivrigste og flittigste. Et lite ord om
terminologi: Vi sier at en funksjon er definert i en omegn om a dersom det finnes en
kule B(a, ¢) om a der funksjonen er definert (den kan godt vere definert pa et stgrre
omrade — poenget er at vi i hvert fall vil sikre oss at den er definert for alle punkter
tilstrekkelig ner a).

T2.2.34 Teorem La f : A — R™ vare en funksjon av n variable. Anta at alle

de partiellderiverte % erdefinertien omegnoma € A, og at de er kontinuerlige

ia.Daer f deriverbari a.

Bevis: For at ikke notasjonen skal bli for overveldende, skal vi ngye oss med &
bevise setningen for en funksjon f (x1, x») av to variable. Beviset er en litt oppstrammet
variant av det argumentet som ledet oss til formel (2.3).

Vi velger r sa liten at a + r ligger innenfor det omradet hvor de partiellderiverte
eksisterer. Vi lar a = (a1, az), r = (rq, r2) og observerer at

fa+r)— f@ = f(ar +ri,a2 + 1) — f(ai, a2)
= flai+ri,a0 +1r) — flar +r1,a2)
+ fla1 +r1,a2) — f(a1,a2)

Dette er samme type omskrivning som vi foretok da vi regnet oss frem til (2.3). Hvis vi
tenker pAx — f(x, ap) som en funksjon av én variabel, forteller middelverdisetningen
oss at det finnes et punkt ¢ mellom a; og a; + r; slik at

0
flar+ri,a) — flar,a) = —f(C, az) r
0x1
Helt tilsvarende kan vi finne et punkt d mellom a, og a, + r; slik at
af
flai +ri,ax+r) — flar+r1,a2) = a—x2(al +r,d)r
Kombinerer vi de resultatene vi na har, ser vi at
0 0
f@a+r)— f(a) = —f(C, a)ry + —f(al +ri,d)r
0x1 0x7
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Trekker vifraVf(a) -r = ;)—)ﬁ(al, ar) ry + %(al, ap) ry pa begge sider, far vi
f@a+r)—f(@)—Vf@) - r

0 d 0 0
= —f(c,az) r+ —f(al +ri,d)r, — —f(al,az) r— —f(a1,az) r
0x2 x| 0x2

dxy
— (aa—f(c, az) — ﬂ(al’ az)) r+ (i(al +ri,d) - ﬁ(als 42)) r2
X1 0x1 0x) 0x2

Sammenligner vi dette med definisjon T2.2.31, ser vi at

0 0 0 0
o(r) = (—f (c,ar) — A (ar, az)) r+ (—af (a1 +r1,d) — A (ai, az)) r
X2 8x2

8)61 8)61
) |r|
d
e —(c,a2) — —f(al,az)

8x1 8x1 )

Dette uttrykket gar mot O fordi de partiellderiverte er kontinuerlige i a = (ay, az), og
(¢, ap) og (a + ry, d) nermer seg (ay, ap) nar r — 0. Dermed er teoremet bevist. m

Var oppgave er a vise at limy_, ¢ |Tl|<r(r) = 0. Siden |r], || < |r|, far vi

d d 0 0
lo(r)] < <'—8f (c,ar) — A (a1, az)| + ‘—f (a1 +r1,d) — A (a1, a2)
X1 8)62 8x2

8)61

Deler vi pé pa |r|, ser vi at
o) _ ( of af

0x7

0
+ ‘—f (a1 +r1,d) —
0x7

(ar, a2)

Sammen med setning T2.2.32 forteller setningen ovenfor oss at sa lenge de partiellde-
riverte er kontinuerlige, kan vi trygt bruke formelen

fl@r=Vf@)-r.

Vi har allerede nevnt den geometriske tolkningen av gradienten — at gradienten
1 punktet a peker i den retningen hvor funksjonen vokser hurtigst, og at stigningstallet
i denne retningen er lik lengden til gradienten. Vi har na de redskapene som trengs til
a bevise dette.

T2.2.35 Setning Anta at f er deriverbar i a. Da peker gradienten V f(a) i
den retningen hvor f vokser hurtigst i punktet a, og stigningstallet til f i denne
retningen er |V f(a)|.

Bevis: Hvis u er en enhetsvektor (dvs. |u| = 1), sa forteller den retningsderi-
verte f’(a;u) = V f(a) - u oss hvor fort funksjonen vokser i den retningen u peker.
Funksjonen f vokser derfor hurtigst i den retningen u hvor V f(a) - u er stgrst. Siden
u er en enhetsvektor, forteller Schwarz’ ulikhet oss at

IVf(@)-ul < |Vf@)lul =I|Vf@)

med likhet bare hvis u og V f(a) er parallelle. Dette betyr at |V f(a) - u] er stgrst nar
u og V f(a) er parallelle. Na er det to enhetsvektorer som er parallelle med V f(a) —
en som peker samme vei som V f(a), og en som peker motsatt vei. Det er lett & se at
Vf()-u=|Vf(a)|naruogV f(a) peker samme vei, og at V f(a) -u = —|V f(a)]
nar u og V f(a) peker motsatt vei. Altsd har f sitt stgrste stigningstall |V f(a)| i den
retningen som V f (a) peker. L]
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T2.2.36 Eksempel 1 hvilken retning vokser funksjonen f(x,y) = x3ysin(rxy)
hurtigst ndr vi stdr i punktet (1, §)?
Vi ma fgrst finne gradienten. De partiellderiverte er

a

a—f = 3x2y sin(rxy) + x3y cos(mxy)(mwy) = 3x2y sin(rxy) + er3y2 cos(mxy)
X

% 3w 3 3 4

Y x”sin(wxy) + x ycos(mrxy)(wrx) = x” sin(wxy) + wx"ycos(wrxy)
y

Setter viinn (x, y) = (1, 1), far vi

of (1 , 1 1 ; (1) 1\ 3
—(1,-)=3-1"-—--sin{w-1-=)4+x-1"-[{<]) -cos|{m-1-=) ==
0x 2 2 2 2 2 2
0g
a 1 1 1 1
—f =)= sin{n-1-=)+7-1* =-cos(m-1-=)=1
ay 2 2 2 2

Dermed er
Vill ! = 3 1
’2 - 27

Funksjonen vokser altsé raskest i retmngen 3 og stigningstallet i denne retningen

er
‘ ‘/ +12— —+ \/

Vi tar med et litt mer teoretisk resultat som vi far bruk for siden. For funksjoner av én
variabel vet vi at dersom den deriverte eksisterer i et punkt, sa er funksjonen kontinuerlig
i punktet. For funksjoner av flere variable er sammenhengen litt mer subtil — det kan
faktisk hende at alle de retningsderiverte eksisterer i et punkt, men at funksjonen
likevel ikke er kontinuerlig i punktet (se oppgave 2.2.26). Er funksjonen deriverbar i
betydningen vi innfgrte i definisjon T2.2.31, er vi imidlertid pa den sikre siden.

T2.2.37 Setning Antaat f : A — R er en funksjon av n variable. Dersom f
er deriverbar i et punkt a € A, sa er f kontinuerlig i a.

Bevis: Ifplge setning T2.2.21 er det nok a vise at limx_, 5 f(x) = f(a). Setter
vir = X — a, er dette det samme som & vise at limy_,¢ f(a+r) = f(a). Siden f er
deriverbar i a, vet vi at

fa+r) = f@+Vf@ r+o()

der % — O narr — 0. Dette betyr spesielt at o (r) — 0, og dermed er

li_r)r})f(a—i-r)=li_r)1})(f(a)+Vf(a)-r+o(a))=f(a)+0+o=f(a)
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Helt til slutt skal vi se pa eksempel som viser en typisk anvendelse av gradienter og
partiellderiverte.

T2.2.38 Eksempel Anta at en tynn gass oppbevares i en beholder der vi kan justere
volumet V og temperaturen 7. Det viser seg da at trykket P er proporsjonalt med
temperaturen 7 og omvendt proporsjonalt med volumet V, dvs. P = k% der k er
en konstant som blant annet avhenger av hvor mye gass det er i beholderen (dette
forutsetter egentlig at temperaturen males i grader Kelvin og ikke Celsius, men det
behgver vi ikke bry oss om her). Vi kan tenke pa trykket P som en funksjon av T og
V.

P(T,V)=k d
Y
Partiellderiverer vi dette uttrykket, far vi

oP 1 oP T
— =k— og — = —k—
oT \% aV V2

Gradienten er dermed

ervy—kl kT
S N AR 12

Det er ofte naturlig a spgrre hvor mye trykket endrer seg dersom vi gir temperaturen et

lite tillegg AT og volumet et lite tillegg AV. Det eksakte uttrykket for dette tillegget
er selvfglgelig

AP =P(T + AT,V +AV)—P(T,V),

men denne differansen er tung & arbeide med. Vi vet imidlertid at den har en god
tilnerming i skalarproduktet av gradienten V P med tilvekstvektoren (AT, AV):

AP =P(T + AT,V +AV)— P(T, V)~ VP(T,V)- (AT, AV)

opP apP 1 T
= —AT + —AV =k—=AT —k—AV
oT Vv Vv V2

Ved hjelp av denne formelen er det lett & ansla hvor mye trykket endrer seg nar vi
regulerer volumet og temperaturen.

La oss nd anta at vi regulerer temperaturen og volumet kontinuerlig, og at end-
ringene AP, AT og AT har foregatt i lgpet av et lite tidsintervall A¢, Endringen per
tidsenhet er da

AP 1 AT T AV

A V2 Ar

AtV AL
med bedre tilneerming dess mindre Az er. Lar vi At — 0, far vi
P'(t) = le/(t) — le’(t)
Vv V2
Ved hjelp av denne formelen kan vi regne ut hvor fort trykket endrer seg dersom vi

kjenner endringshastighetene til temperaturen og volumet. Formelen er en forsmak pa
kjerneregelen for funksjoner av flere variable. |
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Oppgaver

20. Finn de partiellderiverte til f.

2, .3
a) f(x,y) =x>y+3xy* b) f(x’y):x +x
¢) f(x,y) =cos(x + y?) d flx,y) = 2In(xy?)
2
e) fx,y,2)=x+ye* f) f(x,y,z)zzlwttiyj
g) f(x,y,z) =zarctan(x + y) h) fy,zu) = (22 4 u)e

21. Finn gradienten til funksjonen:
a) f(x,y) =x7y b) f(x,y,2) = xcos(xy’z)
¢) fu,v,w)=we" " d) f(z1, 22, 23) = zzarctan(z;z2) + %

22. Finn den retningsderiverte f'(a;r):
a) f,y)=3xy+y5 a=(1,2); r=@G-1)
b) f(x.y)=In(x+y?); a=(,0; r=(-11)
o) fl,y,=x’y+z% a=(1,0,1); r=(,1,-1)
d) fx,y,z)=zsin(xy); a=(3,1,0; r=(@2,0,-1)

23. I hvilken retning vokser funksjonen hurtigst i det angitte punktet?
a) fx,y)=—-x*y+7y’, a=4-3)
b) f(x,y,2)=(*—yHe;  a=(1,-1,3)
o f(x,y,z,u) =xuz’ —y*zu;  a=(1,0,-2,3)

24. Volumet til en sylinder med radius r og hgyde h er V = mr2h. Nar hgyden og radien varierer,
kan vi tenke p4 dette som en funksjon i to variable V (r, k) = mr?h. Forklar at nar radien endrer
seg fra r til r + Ar og hgyden endrer seg fra 4 til h + Ah, sa er endringen i V tilnzermet gitt

ved
oV oV
AV~ — . Ar 4+ — - Ah = 2rh Ar + wr* Ah.
ar oh

Anta at du har en sylinder hvor du vet at radien ligger mellom 2 m og 2.05 m og hvor hgyden
ligger mellom 5 m og 5.05 m. Bruk formelen ovenfor til & ansla usikkerheten i volumet.

25. BMI (body mass index) er en indikator for undervekt og overvekt. For a finne din BMI tar du
vekten din (malt i kilo) og deler pa kvadratet av hgyden din (malt i meter). Du kan tenke pa
BMI som en funksjon av to variable

fv.h) = %

a) Vis at dersom Av og Ah er sma endringer i vekt og hgyde, sa er endringen i BMI gitt ved

Av v
Af(v, h) = T 2h—3Ah
b) En tommelfingerregel sier at for hver ekstra centimeter du har i hgyde, kan du «téle» en
ekstra kilo uten at BMI-en din endrer seg serlig. Bruk formelen i a) til a undersgke hvor
godt dette passer for personer med forskjellig vekt og hgyde.

26. Vi skal se mer pa funksjonen f : R> — R fra eksempel T2.2.15. Husk at denne funksjonen er
gitt ved

)C2y

fl,y)y =4 x*+y?
0 for (x, y) = (0,0)

for (x, y) # (0.0)
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a) Visat 2£(0,0) = 0og g—f(o, 0) = 0. Hvaer V £(0, 0)?

2
b) Bruk definisjonen av retningsderivert til a vise at f(0; r) = é derr = (ry, ), r» #0.
¢) Vis at for denne funksjonen gjelder ikke likheten f(0;r) = V f(0) - r.

d) Vis atalle de retningsderiverte til f eksisterer i 0, men at funksjonen hverken er kontinuerlig
eller deriverbar i punktet.

Partiellderiverte av hgyere orden

Fra teorien for funksjoner av en variabel vet vi at det ofte er nyttig eller ngdvendig
a derivere mer enn én gang. Ogsa i flervariabel teori er det ofte nyttig & arbeide med
annenderiverte, tredjederiverte osv. Den store forskjellen er at vi har sd mange flere
mater a derivere pa.

T2.2.39 Eksempel La f(x,y) = x?y> + y2. Vi har to partiellderiverte av fgrste
orden

a a
—f = 2xy3 og —f = ?))czy2 + 2y
dx dy
Nar vi skal regne ut annenderiverte, har vi mange valg. Vi kan for eksempel derivere
% med hensyn pa x en gang til:
?f 9 [of 3 3 3
—=—=)=—Q =2y".
oxz  Ox <8x) 8x( ) =2y

Vi kan ogsa derivere % med hensyn pa y:

32 d (9 3
f = — —f = —(2xy°) = 6xy>.
dyox dy \ dx ay

I tillegg kan vi derivere ﬂ med hensyn pa bade x og y:

dy
Ff 9 (of d 222 2
=—|—=]=—Q@ 2y) =6
dxdy  0x <8y) ax( Xy ) *
?’f 9 (of d 222 2
dy>  dy <8y) gy YR =0y
Vi har altsa fire annenordens partiellderiverte for denne funksjonen: ‘?:TJ;, {5;—8];, % og
9% f
|

Den generelle notasjonen skulle fremga av eksemplet ovenfor —

" f

8x,-n e 8)6[2 8)6,'1

er den funksjonen vi far ved & derivere funksjonen f n ganger, fgrst med hensyn pa
variabelen x;,, sa med hensyn pa variabelen x;, osv.
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Seksjon T2.2

3 f
8y8x

like. Dette er ikke en universell regel; det finnes funksjoner f slik at a ay g 35 3]; er
forskjellige, men for de fleste vi stgter pa i praksis, vil de blandede partiellderiverte vere
like. Den neste setningen viser at dette gjelder dersom de annenordens partiellderiverte
eksisterer i en omegn rundt punktet a og er kontinuerlige i a. Beviset er krevende og
minner om beviset for teorem T2.2.34. I oppgave 2.2.30 finner du et eksempel pa en

funksjon der de blandede partiellderiverte ikke er like.

I eksemplet ovenfor sa vi at de to «blandede» partiellderiverte a a} og var

T2.2.40 Setning La f(xy,...,x,) vere en funksjon av n variable. Anta at

2 f 32 f

Bxiaxy 08 8xy8xi

eksisterer i en omegn om punktet a og er kontinuerlige i a. Da er

2 f 92
(a) = i (a).
axiHXj 8xy8xi

Bevis For a forenkle notasjonen antar vi at f'(x, y) er en funksjon av to variable,

og at 8x ay og 6y8x eksisterer i en omegn om punktet (a, b) og er kontinuerlige i (a, b).
Anta at tallene &, k er sa sma at hele rektangelet i figur T2.2.13 ligger i det omradet der
de blandede partiellderiverte eksisterer.

(a,b + k) (a+ h,b+k)
- +
+ —_
(a, b) (a =+ h,b)
FigurT2.2.13

La
A(h, k)= fa+h,b+k)— fla,b+k)— f(a+h,b)+ f(a,b)

der vi har kombinert funksjonsverdiene i hjgrnene pa rektanglet vért ved a bruke for-
tegnene vist pa figuren. Vi skal vise at grenseverdien

A(h, k)
1im
(hk)—(0,00 h-k

er lik bade ;2 Iy (a b) og 3“” (a b).
Fgrst skritt er a bruke middelverdisetningen pa funksjonen

gx) = fx,b+k)— f(x,b).
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Vi far
gla+h)—g@) =g h

for en ¢ mellom a og a + h. Setter vi inn den opprinnelige funksjonen, ser vi at

fla+h,b+k)— f(a+h,b)— f(a,b+k)+ f(a,b) = [%(c,b+k)—%(c, b)i|h

Dette kan ogsa skrives

A(h, k) = [g(c, b+k)— %(c, b)i|h

Neste steg er & bruke middelverdisetningen pa funksjonen

0
Gy) = %(c, ».

Vi far
Gb+k)—Gb) =G )k

for en d mellom b og b + k. Dette kan ogsa skrives

af af ?*f

—(c, b k) — — s b) = ,d -k
ax(c +E) ax(c ) ayax(c )
Kombinerer vi formlene vare, ser vi at
32
Ah, k) = f (c,d) - hk
ayox

: 9% f . . o 92f 2 f .
Siden Fyax ©F kontinuerlig i (a, b), vil W(C’ d) — W(a’ b) nar (h,k) — 0.
Fglgelig er

Ah k) 3°f
im _ (@. b)
(h)—0,0)  hk dyox
2
Fordviseatogsa lim 2%0 — 91 (4 p) bytter vi om pa rollene til variablene x
£ (h,k)—(0,0) hk dxdy ( ) y p

og y i argumentet ovenfor. Vi starter med & bruke middelverdisetningen pa funksjonen

y(y) = fla+h,y)— f(a,y)

og fortsetter pa akkurat samme mate som ovenfor. Detaljene overlates til leserne. =

At blandede partiellderiverte av annen orden er like, medfgrer ogsa at blandede par-
tiellderiverte av hgyere orden er like dersom de inneholder like mange derivasjoner
med hensyn pa hver variabel. Dersom f har kontinuerlige fjerdederiverte, kan vi for
eksempel vise at

ot f _ *f
dxdydzdx  9zdydxdx
pa fglgende mate:
L A

dxdydzdx  0x0zdydx  0zdxdydx  9zdydxdx

Overbevis deg selv om at du kan begrunne disse overgangene.
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Oppgaver

27. Regn ut de annenordens partiellderiverte:

a) f(x,y) =3x%y +2y*x

b) f(x,y)=xsiny

28.

29.

©) flx,y) =x%e" d) f(x,y,2) =x%z—y7

=XxX"e

Regn ut de partiellderiverte:

Bf I

o 2 Xz o 2.3
nar LV, 2) = N b) —————— nar LV, 2) = cos
3x020x f(x,y,2) =x"ye ) 0y020x07 fx,y,2)=x"y xyz

a)

. Alhk) _ 9%f
lim = oy (a, b)).

(h,k)—(0,0)

Gjennomfgr den siste delen av beviset for setning T2.2.40 (dvs. at

30. 1 denne oppgaven skal vi se pa en funksjon f : R> — R slik at %(0, 0) # ;:—3’;(0, 0).
Funksjonen er gitt ved )
By — xy?
———— nar (x, 0,0
Fay) =1 Py (x,y) #(0,0)
0 nar (x, y) = (0,0)

SeksjonT2.2  Funksjoner fra R" til R”

a) Visat f(x,0) = Oforallex ogat f(0, y) = O foralle y. Bruk dette til a vise at g—’;(O, 0)=0
og $£(0,0) =0.
b) Vis at for (x, y) # (0, 0) er

df y(x 4 4x?y? —yh)
—()C, )’) =
ox (x2 4 y?2)2
of x(y* + 4x2y? — xt
—(x,y) =~
ay (24522
. 92 f _ o
c) Visat 5=~ (0,0) = —1 ved a bruke
of of
S 0.0y  fim £O1 = FO.0
dydx h—0 h

22
Vis pa tilsvarende mate at % 0,0)=1.

Derivasjon av vektorvaluerte funksjoner

Hittil har vi sett pa derivasjon av funksjoner som tar verdier i R. Vi skal na utvide
teorien var til ogsa a4 omfatte funksjoner som tar verdier i R” der m er stgrre enn 1,
altsa til vektorvaluerte funksjoner. Husk at en funksjon F : R” — R kan skrives pa
komponentform

Fi(x)

F>(x)

F(x) = :

Fyp (X)
der Fy, F», ..., F,, er funksjoner med verdier i R (i denne seksjonen er det lurt & tenke

pa de fleste vektorer som sgylevektorer siden vi skal multiplisere dem med matriser).
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Dersom alle disse funksjonen lar seg derivere, kan vi samle alle de partiellderiverte i
en stor matrise, den sakalte Jacobi-matrisen til F:

JF) JF 9F
5;(3) Ea(a) e Ea(a)
dF. JdF, JdF.
FV( ) 5}%(3) 5}%(3) . 5}%(3)
a) =
dF, JF, dF,
3ﬁ”ﬁ) Eﬁ(a) e 'Ef(a)

Legg merke til hvordan denne matrisen er bygget opp: I fgrste linje har vi alle partiell-
deriverte av fgrstekomponent Fj, i annen linje alle partiellderiverte av annenkomponent
F, osv. Sagt pa en annen mate: Fgrste linje i Jacobi-matrisen er gradienten til F;, andre
linje er gradienten til F, osv. Dersom F er et skalarfelt (og altsa tar verdier i R), har
Jacobi-matrisen bare én linje og er identisk med gradienten VF.

Jacobi-matrisen spiller pA mange mater den samme rollen for funksjoner av flere
variable som den deriverte gjgr for funksjoner av én variabel, og vi har derfor valgt en
notasjon F’(a) som ligner pa den notasjonen vi er vant til.

Hvis man fgrst har lert seg & partiellderivere, er det ingen kunst (men en del
arbeid!) 4 finne en Jacobi-matrise.

T2.2.41 Eksempel Finn Jacobi-matrisen til funksjonen

xy3
Fx,y) = [ e+
3x%y
I dette tilfellet er
Fi.y)=xy,  Fay=¢™ oz By =3
Vi partiellderiverer og far
oF, 3 oF, )
_— = [0) _— = 3
o y g dy Xy
o — og L = 2ye"+y2
ox ay
oF oF
s R 6xy og N
ox ay
Jacobi-matrisen blir dermed
y3 3xy2
Fix,y) = et 2yt
6xy 3x?
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Vi skal na forsgke & finne ut hvordan vi bgr definere deriverbarhet for vektorvaluerte
funksjoner F. La oss gé tilbake til den generelle Jacobi-matrisen

2ay Ik dF

8xl(a) 3xz(a) o axn(a)

oF oF AF
F'(a) = !

aF, aF, dF,

3??(3) zgf(a) e 3;?(3)

Ganger vi denne med en sgylevektor

ri

r

r=| .

rn

far vi
(3_511(3) 3_521(3) g—g(a) ri VFl(a).r
/ @ L@ ... @ || VF () -r
F(ar = —

Un@) e@ ... S2@) \rn VF,(@)-r

der vi har brukt at fgrste rad i F'(a) er gradienten til F, andre rad er gradienten til F,
osv. Dersom Fy, F,, ..., F, er deriverbare funksjoner, er

VFi(a)-r~ Fi(a+r) — Fi(a)
VF(a)-r~ F(a+r) — F2(a)

VFm(a)‘r% Fm(a+r)_Fm(a)
med bedre tilneerming dess mindre r er. Altsé er
Fi(a+r)— Fi(a)

F(a)r ~ F(a+ l‘? — Fy(a)

=F@+r)—F(@)
Fu(a+1) — Fu(a)

Dette gir oss en indikasjon pa hvordan vi skal definere deriverbarhet for vektorvaluerte
funksjoner — vi gnsker at avviket i tilnermingen

F(a+r) —F(a) ~ F(a)r

skal vere lite sammenlignet med stgrrelsen til r:
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T2.2.42 Definisjon AntaatF : A — R” er en funksjon av n variable og at a
er et indre punkt i A. Vi sier at F er deriverbar i a dersom funksjonen

o(r)=F@+r)—F@) —F(ar

gar mot null fortere enn |r|, dvs. at

1
Iim —o(r) =0
r—0 |I‘|

(legg merke til at o na er en vektorvaluert funksjon med verdier i R™).

Mange vil kanskje frykte at vi nd ma begynne helt forfra med & utvikle en teori for
deriverbarhet akkurat som vi gjorde for skalarfelt i seksjon 2.4, men takket vare den
neste setningen er det ungdvendig.

T2.2.43 Setning EnfunksjonF : A — R™ erderiverbarietindre punkta € A
hvis og bare hvis hver komponent F; er deriverbar i a.

Bevis: Vi har

Fi(a+r)— Fi(a)— VFi(a) - r
o(r)=F(a+r)—F(a) - F(ar = Fa+r) - FZFa) — VFy(a) -r

Fm(a +I’) - Fm.(a) - vFm(a) -r

o1(r)

o2(r)

G (1)

Dermed er

—o(r) =
|

Om ()
x|

og vi vet fra setning T2.2.19 at ﬁa(r) — 0 hvis og bare hvis Ullﬁlr) — 0 for alle i.

Dette betyr at F er deriverbar hvis og bare hvis hver F; er deriverbar. n

Kombinerer vi dette resultatet med setning T2.2.34, far vi:
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T2.2.44 Korollar AntaatF : A — R™ er en funksjon av n variable og at a er
et indre punkt i A. Dersom alle komponentene % i Jacobi-matrisen er definert

J
i en omegn rundt a og er kontinuerlige i a, sa er F deriverbar i a.

Bevis: Ifglge setning T2.2.34 er hver av komponentene F; til F deriverbar i a,
og ifglge setningen ovenfor er da F deriverbar i a. L]

T2.2.45 Eksempel Vis at funksjonen

xy3
F(x,y) = eX+y2
3x%y

fra eksempel T2.2.41 er deriverbar.
Vi har allerede regnet ut Jacobi-matrisen til F, og komponentene er dpenbart
kontinuerlige overalt. Altsa er F deriverbar ifglge korollaret. |

Den neste setningen kan se litt underlig ut, men vi kommer til & ha stor glede av
den. Setningen sier at ingen annen matrise B kan «stjele jobben» til Jacobi-matrisen
F'(a) — dersom B tilfredsstiller en betingelse av samme type som F’(a) oppfyller
i definisjon T2.2.42, sa ma B vere lik F'(a). Det finnes ogsd andre tolkninger av
setningen som vi skal komme tilbake til senere.

T2.2.46 Setning LaF : A — R” vare en funksjon av n variable og la a vaere
et indre punkti A. Anta at det finnes en m x n-matrise B slik at funksjonen

o(r)=F@+r) —F(a) — Br

tilfredsstiller .
lim —o(r) = 0.
r—0 |r
Daer F deriverbar i a og
F'(a)=B

Bevis: Vi velger r = re; der

0

0
er den i-te enhetsvektoren og der r € R. Da er

F(a+re;)) — F(a) = B(re;) + o (re;)
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Deler vi pa r og bruker at |re;| = r, far vi

F(a+re;)) — F(a) — Be 4+ o(re;)
r |re;|

Nar r — 0, vil det siste leddet pa hgyre side ga mot 0 ifglge antagelsen, sa hgyresiden
gér mot

b

b

Be,- =
bmi

Da ma venstresiden konvergere mot det samme, og vi far

limr—>o H@tre)-F@) (a+rer,v)—F1 @ bli
. F@a+re)—F() lim, M byi
lim — _
r—0 r .
lim, _o M boni

Ok

Ved definisjonen av partiellderiverte betyr dette at = by;, % = by; og sa videre.

3)6,’
Altsa eksisterer alle de partiellderiverte og F'(a) = B. Deriverbarhet fglger na av at
limy—¢ 6 (r) = 0. .
Oppgaver

31. Finn Jacobi-determinanten til funksjonen.

a) F(x,y) =&’y x+)%) D) Fx,y,2) = (€, xy2?)
¢) F(x,y) = (xarctan(xy), x Iny, xy cos y2) d) Fx,y,z,u) = (xy sin(xuz), zzu)

Kjerneregelen

For funksjoner av én variabel sier kjerneregelen at den deriverte til den sammensatte
funksjonen h(x) = f(g(x)) er gitt ved h'(x) = f'(g(x))g’(x). Kjerneregelen for
funksjoner av flere variable har akkurat samme form; dersom H er den sammensatte
funksjonen H(x) = F(G(x)), sa er

H' (x) = F/(G(x))G'(x) 2.4)

Selv om formen er den samme, er innholdet mer komplisert — uttrykkene H'(x),
F'(G(x)) og G’(x) er nd matriser, og formelen sier at Jacobi-matrisen til H i punktet x
er lik matriseproduktet av Jacobi-matrisen til F i punktet G(x) og Jacobi-matrisen til
G i punktet x.

Formel (2.4) uttrykker kjerneregelen i en kortfattet form som er lett a huske, men
som ikke er sa praktisk & bruke i utregninger. Vi skal derfor naerme oss kjerneregelen
fra en litt annen synsvinkel og heller komme tilbake til matriseformuleringen i (2.4)
etter hvert. Vi tenker oss at vi har en funksjon (et skalarfelt) f(uy, us, ..., u,) avm
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variable. For hver variabel u; substituerer vi en funksjon g; (x1, x2, ..., x,) slik at vi
far en sammensatt funksjon

h(x1,x2,...,Xp)

= f(g1(x1, X2, .. %), 2(X1, X2, oo, Xn), oy G (X1, X2, -, X))

av n variable. Spgrsmalet er: dersom vi kjenner alle de partiellderiverte til de opp-
rinnelige funksjonene f, g1, g2, ..., &n, kan vi da finne de partiellderiverte til den
sammensatte funksjonen 4? Svaret er ja, men fgr vi skriver opp formelen som viser oss
hvordan vi kan regne ut de partiellderiverte til /1, er det lurt 8 komprimere notasjonen litt
slik at vi slipper a arbeide med altfor lange uttrykk. Dersom vi bruker vektornotasjon

og skriver
u= (u17u27""um)
X = (X1, X2,...,%n)
0g
g(X) = (gl(xl9x2’ .. '!xn)! g2(x1,x2, e ’xl’l)’ AR | gm(xl, x2, e 9xn))7

kan definisjonen av & skrives

h(x) = f(g(x))

Dersom g er deriverbar i punktet x og f er deriverbar i punktet u = g(x), viser det seg
at de partiellderiverte til / er gitt ved

0 0 0 0gm
—< )——f< R )+—f< 5200+ +—f( e es)

Denne formelen kaller vi kjerneregelen pa komponentform, mens (2.4) kalles kjerne-
regelen pd matriseform — vi skal senere se at selv om formen er forskjellig, sa uttrykker
de to formlene det samme.

Legg merke til at vi 1 (2.5) evaluerer de partiellderiverte til f i punktet u =
g(x); det betyr at etter at vi har regnet ut de partiellderiverte til f, ma vi erstatte
uy med gi(xy,...,x,), up med go(xy,...,x,) osv. Legg ogsd merke til at det er
et system i hvilke derivasjoner vi gjgr i formel (2.5); vi deriverer med hensyn pa alle
«mellomvariablene» u1, us, .. ., u,, men bare med hensyn pa én av «grunnvariablene»
X1, X2, ..., Xp, nemlig den x;-en som inngér i den opprinnelige derivasjonen av h.

Ting blir klarere hvis vi ser pa et eksempel:

T2.2.47 Eksempel Vi skal se pa tilfellet der
[ uz) = 2uyu3

og
g1(x1, X2, X3) = X1X2 Sin x3

2
82(x1, x2, X3) = 3x7x2X3

Vi finner den sammensatte funksjonen 2 = f(g(x)) ved a substituere

: 2
up = g1(xy, x2, X3) = X1x28In x3 og uy = go(x1, x2, x3) = 3x7X2x3
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inn i uttrykket for f:
_ _ 2 _ : 2 2 _ 532
h(x1, x2, x3) = f(ur, uz) = 2uqu; = 2(x1x2 sin x3) (3x7x2x3)" = 18x7x5x3 sin x3

Vi kan selvfglgelig finne de partiellderiverte til # ved & derivere dette uttrykket pa
vanlig mate, men la oss se hvordan vi kan bruke kjerneregelen isteden. Ifglge (2.5) er

oh 0
T = —f< o >+—f< 92 )
X1

Regner vi ut de partiellderiverte til f, g| og g» og setter inn i dette uttrykket, far vi
50 = (Qu3) (xa5in x3) + (4uz) (6x1x2%3)
1

Helt til slutt setter vi inn uttrykkene u; = gj(x1, x2,x3) = Xx1x2sinx3 og upy =
g2(x1, X2, x3) = 3x7xx3:

Py (x) = (2(3)612)(2)(3)2) (x2 sinx3) + (4(x1x2 sin x3)(3x12x2x3)) (6x1x2x3)
1
= 18x}x3x7 sin x3 + 72x{x3x7 sin x3 = 90x7x3 x7 sin x3

Det er god trening i & ﬁnne (x) 0g 3.5 9k (x) pé tilsvarende mate. |

BEN\ERKNING Hvis du ser ngyere pa eksemplet ovenfor, vil du oppdage at vi har
regnet ut 5 (X) pa en svert tungvinn mate — det gar mye raskere a bare derivere
uttrykket h(xl, X2, X3) = 18x1x2x§ sin x3 pa vanlig mate! Dette er ganske typisk;
kjerneregelen i flere variable er faktisk ikke en sarlig effektiv metode for & regne ut
partiellderiverte til funksjoner gitt ved formler — regelens styrke ligger isteden i at
den er et utmerket redskap til & utlede generelle sammenhenger mellom varierende
stgrrelser. Fgr vi ser nermere pa dette, kan det vere lurt a ta med enda et konkret
eksempel slik at vi blir litt bedre kjent med kjerneregelen.

T2.2.48 Eksempel I eksemplet ovenfor het de variable uy, us og xi, x2, x3 akkurat
som i var generelle formel (2.5). Nar man bruker kjerneregelen i andre fag, har de
variable vanligvis helt andre navn, og det er viktig at vi da greier & kjenne igjen de
forskjellige delene av kjerneregelen. La oss na tenke oss at vi har en funksjon

f(s, 1) = e't?
og at s og ¢t er funksjoner av underliggende variable u og v
s=Su,v) = 3uv’ og t =T (u,v) = cos(uv)
Vi vil bruke kjerneregelen til & finne de partiellderiverte til den sammensatte funksjonen
h(u,v) = f(S(u,v), T(u,v))
I dette tilfellet sier formel (2.5)

g—Z(u,v)=2—J:(s,t)z—j(u v) + f(s t) (u V)
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oh
D=L Bww+ 0w

(husk at vi skal derivere med hensyn pa begge «mellomvariablene» s og t, men bare
med hensyn pa den «opprinnelige grunnvariablen» u eller v). Regner vi ut de partiell-
deriverte og setter inn s = S(u, v) = 3uv? ogt =T (u,v) = cos(uv), far vi

oh
—(u v) = et 230 +2¢° t(—sin(uv)v)

= ™ (cos(uv))?3v® — 2¢¥ cos(uv) sin(uv)v

=y’ cos(uv)(3v2 cos(uv) — 2 sin(uv))

Den andre partiellderiverte % (u, v) finner vi pa tilsvarende mate. |

Vi skal ta med et par eksempler pa hvordan kjerneregelen brukes i andre fag. For vi
gjor det, kan det vaere greit med noen ord om notasjon. Nar vi bruker kjerneregelen i
praktiske situasjoner, blir uttrykkene ofte lange og uoversiktlige. For a lette lesbarheten
er det vanlig a utelate punktene som funksjonene evalueres i — man skriver altsa

doh  0f dg1 |, df 9% af 98m
0x; a oup 0x; duy Ix; ou,, 0x;
istedenfor
0 0gm
Ok ) = —f< )—( >+—f( )—( Yoot Ly 28mg
0x; oy, 0x;

og setter fgrst inn verdiene til X og u nar man har behov for dem.

T2.2.49 Eksempel Igkonomi er utbyttettil et firmaavhengig av forskjellige faktorer.
For en bonde kan vi tenke oss at utbyttet er avhengig av tre faktorer: arbeidsinnsatsen
a, den lgpende kapitalinvesteringen k, og arealet av dyrkbar mark m. Utbyttet U er
dermed en funksjon

U=F(a,k,m)

Vi tenker oss at de tre faktorene varierer med tiden: a = A(t), k = K(t) ogm = M (¢).
Kjerneregelen forteller oss nd hvordan utbyttet U varierer med tiden:

8U_8F8A+8F8K+8F8M
ot da ot Ok 9t  Om Or

der vi ma huske at vi skal evaluere de partiellderiverte %g , %IZ g Z ipunktet (A(z), K (1),

M (t)). Legg merke til at i denne formelen er U, A, K og M bare avhengige av ¢én
variabel ¢, og vi kan derfor skrive vanlige deriverte istedenfor partiellderiverte:

Ut—EA(I—}—EK t)—I-EMt
() » ) % ( o (1)

I gkonomiske modeller antar man ofte at utbyttefunksjonen F er en Cobb-
Douglas funksjon, dvs. at den har formen

F(a,k,m) = Ca®kPm”
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der C, a, B og y er positive konstanter. Deriverer vi dette uttrykket, far vi

oF

da

JIF oF
= Caa® "kPm?, %= CBa’kP~'m?, T = C)/a"‘kﬁm”_1
m

som innsatt i uttrykket ovenfor gir (etter litt opprydning):

A'(t) K'(t) M' (1)
’ _ o B 1%
U@)=CA@®)"K@t)' M(t) <Ot A + B K() y M(t))

I en gkonomisk situasjon med begrensede ressurser vil man ofte overveie & styrke noen
innsatsomrader pa bekostning av andre. Bonden vér kan f.eks. overveie & utvide det
dyrkede arealet m ved & kjgpe tilleggsjord, men er da tvunget til & redusere kapitalin-
vesteringen k. Om slike omprioriteringer er Ignnsomme eller ikke, viser seg i fortegnet
til den deriverte U’ (¢) av utbyttefunksjonen. Ifplge formelen ovenfor er dette fortegnet
bestemt av fortegnet til uttrykket

A’ (D) K'(t) M'(t)

“Z0 VPxo T mo

(CA*K ()P M ()Y er alltid positiv). Fortegnet til den deriverte av utbyttefunksjonen
er altsd bestemt av en kombinasjon av de relative veksthastighetene ’ZT([?, I,i ((t’)) %—((;))
og Cobb-Douglaseksponentene «, 8 og y. For en gkonom med trening i & tolke Cobb-

Douglaseksponenter gir et slikt uttrykk gkonomisk mening. |

T2.2.50 Eksempel Nar en gass oppbevares i en beholder, er trykket P en funksjon
av temperaturen 7' og volumet V; vi har altsa

P=f(T,V)

Hvilken funksjon f det er naturlig a bruke, avhenger bade av hvilken gass vi ser
pa, og av hvor stor ngyaktighet vi gnsker. Forelgpig lar vi f veare uspesifisert slik at
regningene vare gjelder for alle modeller. Dersom volumet og trykket varierer med
tiden ¢, vil ogsa trykket variere med tiden

P(t) = f(T (1), V(1))

Vi kan finne den deriverte av denne funksjonen ved a bruke kjerneregelen (husk at
P(t), T(t) og V(¢) bare avhenger av én variabel ¢ slik at vi kan bruke vanlige deriverte

P’(t), T'(t) og V'(¢) istedenfor partiellderiverte %, % og %):

of
aT

af

P'(1) = 3V

')+ == V'(1)

Dersom gassen er tynn og kreftene mellom gasspartiklene er svake (fysikerne
kaller dette en ideell gass), kan man anta at trykket P er proporsjonalt med temperaturen
T og omvendt proporsjonalt med volumet V, dvs. P = k% der k er en konstant som

blant annet avhenger av hvor mye gass det er i beholderen. Vi har altsa

P = (TV)—kZ
= f(T. V) =k
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I dette tilfellet er
of 1 of T
— =k— og —— = —k—
oT Vv A V2
Setter vi dette inn i formelen for P’(t), far vi

P(t) = le/(t) — klv’(t

Vi har tidligere regnet oss frem til denne formelen pa en litt annen mate (se eksem-
pel T2.2.38).

Regning med partiellderiverte og kjerneregelen star sentralt i termodynamikken,
og utregningene ovenfor er bare et enkelt eksempel. |

Vi begynte denne seksjonen med a skrive opp kjerneregelen pa matriseform:
H'(x) = F'(G(x))G' (%),
men siden har vi bare arbeidet med regelen pa komponentform:

=L@+ L e
X; ol 0x;
La oss na se litt pA sammenhengen mellom de to formene.

Nar vi arbeider med kjerneregelen pa matriseform, tenker vi oss at vi starter
med to funksjoner G : R” — R™ F : R” — R og at vi danner den sammensatte
funksjonen H : R" — R¥ ved H(x) = F(G(x)) som vist pa figuren.

H

H(a) = F(u)
=F(G(x))

R" R*

FigurT2.2.14

Skriver vi ut komponentene til H' (x), F'(G(x)), og G’ (x), far kjerneregelen H'(x) =
F'(G(x))G’(x) denne formen:

%(x) %(x) %(x)

GV CXCY NN Y69

X GEE) ““()
7 (G FHGE) . FLGE) A FE FE L T
70 GE) F2GE) . g2 GE) [ | e e . 2
T (G FEGE) .. aFk(G(x)) SO e CONRNIE -ty
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Den i j-te komponenten i den f@rste matrisen er %% (x). Denne komponenten méa
7
vare skalarproduktet av den i-te linjen i den andre matrisen og den j-te sgylen i den
tredje matrisen, altsa:

0H; aF; G aF; 0G oF;
T = GO0 T () + o (GO T (0 - (G )
Xj ouq 0x; ouy 0x; oy,

0Gp,
0y, %)
Xj

Dette er ikke noe annet enn kjerneregelen pa komponentform anvendt pa funksjonen
H;(x) = F;(G(x)). Vi har dermed vist at kjerneregelen pa komponentform rett og slett
er det vi far nar vi ganger ut matriseproduktet i formelen H'(x) = F'(G(x))G’(x) og
sjekker hva som skjer med hver enkelt komponent. Nar vi na skal bevise kjerneregelen,
holder det derfor a bevise kjerneregelen pa matriseform.

T2.2.51 Kjerneregelen pa matriseform Anta at vi har to mengder A C R”,
B C R” og to funksjoner G : A — B, F : B — RF. Dersom G er deriverbar
i punktet a € A og F er deriverbar i punktet b = G(a), sa er den sammensatte
funksjonen H(x) = F(G(x)) deriverbar i a, og Jacobi-matrisen til H er gitt ved

H'(a) = F(G(a))G'(a)

Bevis: Dette beviset er ikke sd vanskelig nar man har forstatt ideen, men det er
langt og litt kronglete. Ideen er 4 bruke setning T2.2.46 med F'(G(a))G’(a) i rollen
som matrisen B. Alt vi da behgver & vise, er at funksjonen

6(r) =H(a+r)— H(a) — (F(G(a)G'(a))r (2.6)

tilfredsstiller kravet )
lim —o(r) =0 (2.7)

r—0 |I'|

For & vise dette, ma vi bruke at G og F er deriverbare. Siden G er deriverbar i a, vet vi
at funksjonen

o1(r)=G(a+r)—G(@) — G (ar (2.8)

tilfredsstiller kravet 1
lim —oi(r) =0 2.9)

r—0 |l‘|

Siden F er deriverbar i b = G(a), vet vi tilsvarende at funksjonen
02(s) = F(b+s) — F(b) — F'(b)s = F(G(a) +s) — F(G(a)) — F'(G(a))s (2.10)

tilfredsstiller kravet |
lim —o5(s) =0 (2.11)
s—0 |s|

Visetters = G(a+r) — G(a). Daer G(a+r) = G(a) +s, og fra (2.8) ser vi dessuten
ats = G/(a)r + o (r). Dermed er

H(a +r) = F(G(a +r)) = F(G(a) +s) = F(G(a)) + F'(G(a))s + 02(s)
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der vi i siste trinn har brukt (2.10). Siden s = G'(a)r + o (r), gir dette videre

H(a +r) = F(G(a) + F(G@))(G'(@r + 61(r)) + 62(s)
=H(a) + F(G(a))G'(a)r + F(G(a))o(r) + 02(s)

Sammenligner vi dette med (2.6), ser vi at
6 (r) = F'(G(a))ai(r) + 02(s)

Ifglge (2.7) er var oppgave dermed & vise at

lim |—1|a(r) = lim |—1|(F’(G(a))cn (r) + 02(s)) = (2.12)

Vi tar ett ledd av gangen. Fra setning T2.1.28 vet vi at
[F'(G(a))o1(r)| < [F'(G(a))[|o1(r)]

der |F’(G(a))|| bare er et fast tall (normen til matrisen F'(G(a))). Dermed har vi

-0

1
m(F/(G(a))Gl(r)) < |F'(G(a ))II| ;(|)|

01 (r)

siden i 0 nar r — 0. Dette viser at den fgrste delen av uttrykket i (2.12) gar
mot 0. Den andre delen

1
hm —o02(5) =0
r—0 |r|
er litt verre. Vi legger fgrst merke til at siden 02 (0) = 0, har vi ingen problemer med
tilfellet s = 0. Vi kan derfor anta at s # 0, og multiplisere uttrykket —07(s) med [s| i
teller og nevner:

[r|

.1 Is| 02(s)
lim —oa5(s) =
r—0 |r| r—>0 e[ sl

Narr — 0, vil s = G(a)r + o1 (r) — 0, og dette medfgrer at

fim 28 _ i 26
r—0 |s| s—0 |s|

ifglge (2.11). Det gjenstar derfor a vise at faktoren 5! ol | er begrenset og ikke kan ga mot
uendelig. Bruker vi ats = G'(a)r + o (r), far vi

sl _G@r+oaml _[G@rl  a® _ oo lo®)l
Ir| Ir| Ir| Ir| ||

a1 (r)

TR 0. Dermed har vi vist at

som er begrenset siden

lim ﬁo(r) = lim ﬁ(F/(G(a))cn (1) + 02(s)) =

og beviset er fullfgrt. n
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BEMERKNING: Legg merke til at kjerneregelen garanterer at H er deriverbar i a sé
lenge G er deriverbar i a og F er deriverbar i b = G(a). Siden deriverbarhet kan vere
vanskelig & sjekke, er denne garantien ofte til stor hjelp i teoretisk arbeid.

Vi skriver ogsa opp den presise formuleringen av kjerneregelen pa komponentform:

T2.2.52 Kjerneregelen pa komponentform Anta at vi har to mengder A C
R", B c R" ogto funksjonerG : A — B,F : B — RF. Dersom G er deriverbar
i punktet a € A og F er deriverbar i punktet b = G(a), sa er den sammensatte
funksjonen H(x) = F(G(x)) deriverbar i a, og de partiellderiverte til H er gitt
ved

m

oH; N OF Gy
a—xj<a> = ; 7, (G(a)) 7 (a)
0 F; 0G dF; G dF; G,
= 3_((;(3»_1(3) + —L(G@)—2@) + - + —(G(a) —2(a)
uj 0x; ouy 0x; oy, 0x;

Bevis: Som vi allerede har sett, fglger denne formuleringen direkte fra matri-
seformen nar man utfgrer matrisemultiplikasjonen og sammenligner koeffisientene pa
begge sider av likhetstegnet. n

Oppgaver

32,

33.

34.

35.

36.

37.

38.

La f(u,v) = u> + v, g(x,y) = 2xy, h(x,y) = x + y>. Bruk kjerneregelen til i finne de
partiellderiverte av k(x, y) = f(g(x, y), h(x, y)).

La f(u,v) =u-e v, g(x,y,2) =2xy + z, h(x, y,z) = 2y(z + x). Bruk kjerneregelen til &
finne de partiellderiverte av k(x, y, z) = f(g(x,y, 2), h(x, y, 2)).

Bruk kjerneregelen til a regne ut % og % i eksempel T2.2.47.
Bruk kjerneregelen til 4 regne ut % i eksempel T2.2.48.
Vi har to funksjoner G : R> — R? og F : R® — R”. Anta at G(1, —2) = (1,2, 3) og at
1 -2
G1,-2)=|3 1], F'(1,2,3) = 214
) 1 0 2 2

Finn Jacobi-matrisen til den sammensatte funksjonen H(x) = F(G(x)) i punktet (1, —2).

Vi har to funksjoner G : R* — R? og F : R — R?. Antaat G(—1, =2, 1) = (2, 4) og at

(;/(—1,—2,1):(‘11 _§ _?), F/(2,4)=<§ _;)

Finn Jacobi-matrisen til den sammensatte funksjonen H(x) = F(G(x)) i punktet (—1, —2, 1).

To vareslag konkurrerer om det samme markedet. Etterspgrselen E; etter det fgrste vareslaget
varierer med prisene p; og p, pa begge vareslagene. Vi har altsa en funksjon £y = E;(p1, p2).
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Anta at vi vet hvordan prisene p; = p;(¢) og p» = p»(t) varierer med tiden. Vis at etterspgr-
selens variasjon med tiden kan uttrykkes ved

dE, _OE, o 0B
dt— dp Pr op2 P

39. Temperaturen 7 i et omrade avhenger av posisjonen; vi kan tenke oss at den er gitt som
en funksjon 7 = f(x, y) av to variable der x og y er vanlige koordinater. Vi innfgrer na
polarkoordinater » og 6 pa vanlig mate slik at x = r cos 6, y = r sinf. Vi far da temperaturen
som en funksjon 7 = f(r cos @, rsinf) avr og 6.

a) Visat
or  of af . oT of

0
= cosf + —sinb, —=——rsin6+—frcos9
ar ox ay a0 ax dy

b) En radiomerket fugl beveger seg i omradet. Radiosignalene viser hvordan avstanden r og
vinkelen 6 varierer med tiden; vi har » = g(¢) og & = h(t). Vis at temperaturendringene
fuglen opplever er gitt ved

) a a b
T'(t) = —fcose+—fsin9 g+ ——frsin9+—fr0059 ()
ax ay ox dy

der vimé sette inn r = g(¢),0 = h(t), x = g(t)cosh(t), y = g(t) sinh(t).

40. La f : R"™*' — R vare en deriverbar funksjon av n + 1 variable og anta at det finnes en
deriverbar funksjon g : R” — R slik at

FOx,x2, 000, X0, 8001, X2, ..., %)) =0

for alle xy, x, ..., x,. (Tenk deg at y = g(xy, x2, ....x,) er det uttrykket du far dersom du
Igser ligningen f(x1, x2, ..., X,, ¥) = 0 med hensyn pa y).
a) Visat
of
dg T K15 X2, s X, 8(X1, X2, 0, X))
_(xlax27--"xn):_ of
dx; Ty (1 K20 X, (X1 X2s - X))

b) La f(x,y) = x> + y?> — R? der R er en positiv konstant, og anta at 7 = g(x, y) er en
deriverbar funksjon slik at f(x, g(x)) = 0.Vis at

(x) al
X)=———
8 g(x)

Gi en geometrisk tolkning av resultatet.

¢) La f(x,y,z) = x>+ y?> +z2> — R? der R er en positiv konstant og anta at 7 = g(x, y) er
en deriverbar funksjon slik at f(x, y, g(x, y)) = 0. Vis at

8—g(x,y) = -

dx g(x,y)
og 5

f(x’ = _g(xy, »)

Gi en geometrisk tolkning av resultatet.
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Linezeravbildninger

I de to siste avsnittene i dette kapitlet skal vi se pa to spesielle og nzrt beslektede typer
av funksjoner fra R"” to R™ — line®ravbildninger og affinavbildninger. Vi begynner
med definisjonen av line@ravbildninger.

T2.2.53 Definisjon En funksjon T : R* — R™ kalles en linewravbildning
dersom vi for alle ¢ € R og alle x, y € R" har:

(i) T(cx) = cT(x)
(i) Tx+y) = T(x) +T(y)

De aller fleste funksjoner fra R” til R™ er ikke linezravbildninger, men disse funksjo-
nene er allikevel sa viktige at det er en hel gren av matematikken som hovedsakelig
handler om dem — denne grenen kalles linecer algebra.

La oss begynne med en enkel og nyttig generalisering av definisjonen.

T2.2.54 Setning Antaat T :R" — R™ er en line@ravbildning. Da er
Tleixi + %o + -+ axp) = aiT(x1) + 2T(x2) + - -+ + o T(Xk)

for alle tall ¢y, ¢, ..., cx € R og alle vektorer xi, Xp, ..., X; € R".

Bevis: Vi spalter av ett og ett ledd. Siden vi kan oppfatte c; x| +cyXp + - - - + ¢ Xy
som en sum av to ledd c;x; og coXo + - - - + ¢ Xy, har vi

T(cixy + X2 + - - -+ axg) = T(e1xy) + T(eaxo + -+ - + ciXp)
=1 T(x1) + T(eaxz + -+ + cXp)

der vi har brukt de to punktene i definisjonen av linesravbildning. Vi kan na spalte av
leddet c,x, pa akkurat sammme mate, og fortsetter vi slik, star vi til slutt igjen med

T(e1x) + %0+ -+ cepXp) =1 T(xX)) + 2 T(X2) + - - - + ¢ T(Xx)

Det neste resultatet viser oss at line@ravbildninger finnes:

T2.2.55 Setning Anta at A er en m x n-matrise. Da er funksjonen T : R" —

R™ definert ved
T(x) = Ax

en line@ravbildning.
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Bevis: Etter regnereglene for matrisemultiplikasjon er
T(cx) = A(cx) = c(Ax) = ¢T(x)

og
Tx+y) = AXx+y) = Ax+ Ay = T(x) + T(y).

]
T2.2.56 Eksempel Hvis A er 2 x 3-matrisen
()
far vi en linezravbildning T : R®* — R? ved
Ty o) — (z 1 3) (’y“) _ (2x—y+3z)
1 —4 2 . x —4y+2z
|

Den neste setningen er nok mer overraskende — den sier at det ikke finnes andre
linezravbildninger enn de som er gitt av matriser!

T2.2.57 Setning Antaat T : R" — R” er en lineravbildning. Da finnes det
en m x n-matrise A slik at

T(x) = Ax foralle x e R"

Matrisen A er gitt ved at den j-te sgylen er lik T(e;) der e; er den j-te enhets-
vektoren

0

e, =| 1| <— j-te komponent

0

Bevis: Vi begynner med & sette navn pa komponentene til T(e;) (som du vil se,
er navnvalget inspirert av resultatet vi skal frem til!):

alj
T(ej) = aij

Amj

SeksjonT2.2  Funksjoner fra R" til R” 95



926

Siden enhver vektor x € R” kan uttrykkes ved hjelp av enhetsvektorene pa denne
maten

X1 1 0 0
b)) 1 0

x=1 . |=x|.|+tx]. . |+t FTx]. . |=x€+xe+- - +x.e,
Xp 0 0 1

har vi ifglge setningen ovenfor
T(x) = T(xie; + x2€ + - -+ + x,€,)

=x1T(e;) + x2T(ex) +--- +x,T(e,)

ari a2 ain

ani ann axn
= X1 . + x2 . + ety

am1 am?2 Amn

apxy +apxy + -+ amxy

a1 X1+ axpxy + -+ axyxy

= = AX
Am1X1 + AmaX2 + - - - + AunXn
der
apy ap ... dan
any ann . ary
A=
aml Aam2 ... Omup
Dermed er setningen bevist. L]

Vi skal na se hvordan vi kan bruke resultatet ovenfor pa refleksjoner og rotasjoner i
planet. Dette er viktige eksempler som du kommer til 4 fa glede av i fremtiden.

T2.2.58 Eksempel Vi skal ni se pa avbildningen T : R> — R? som avbilder
enhver vektor pa sitt speilbilde om x-aksen. Det er lett & overbevise seg om at T er en
linezeravbildning, og vi skal bruke setningen ovenfor til & finne den tilhgrende matrisen.
Siden speilingen er om x-aksen, har vi

T(er) = ¢ = ((1)) o Ties) = —er = (_?)

Ifglge setningen ovenfor far vi matrisen til 7 ved a bruke disse vektorene som sgyle-

vektorer:
1 0
=(o 1)
. X
Hvis x = (y >, er dermed
1 0 X X
w=(o 1) (3)=(2)
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I eksemplet ovenfor er avbildningen sa enkel at det ikke ville by pa noe problem a
skrive opp formelen for T(x) direkte uten & ga veien om T(e;) og T(ey). I litt mer
kompliserte eksempler blir imidlertid regningene atskillig mer oversiktlige om vi gar
veien om T(e;) og T(ey).

T2.2.59 Eksempel Avbildningen Ty : R*> — R? er gitt ved at den dreier enhver
vektor x en vinkel 0 i positiv omlgpsretning (se figur T2.2.15).

Ay

To(x)

\

FigurT2.2.15

Det er ikke vanskelig a overbevise seg om at Ty er en linexravbildning (f.eks. sier
regelen Ty (x +y) = Ty (x) + Ty(y) i dette tilfellet at dersom vi fgrst legger sammen
to vektorer X og y, og sa dreier resultatet en vinkel 0, sa far vi det samme som om vi
fgrst dreier begge vektorene en vinkel 6, og sa legger sammen de nye vektorene). For
a finne matrisen til Ty ma vi beregne Ty (e;) og Ty(ez). Dreier vi enhetsvektoren e; en

vinkel 0, ender den i punktet <CPS 0
sin 6

til generelle vinkler). Dette betyr altsa at

cos 6
Ty(e)) = (sin@)

Siden e, ligger en vinkel 77/2 foran e nar vi dreier i positiv retning, far vi

cos (0 + % —sin@
T9(62)=< ~ ( ;3)):( cos@)
sin (6 + 5)
(for & fa til den siste overgangen kan du enten resonnere geometrisk eller bruke formlene
for sinus og cosinus til en sum). Matrisen til lineeravbildningen Ty er altsa

( cosf) —sin6 )
Ap=| .
sinf cosd
Dersom vi dreier en vektor x = <)yc) en vinkel 0 i positiv retning, far vi dermed en
, (cos& —sin@)(x) (xcos@—ysin@)
X =Apx=| . = .
sin 6 cos 6 y xsinf + ycosf
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Vi har né Igst den opprinnelige oppgaven var som var 4 finne matrisen til line-
eravbildningen Ty. La oss ga litt videre for & se hva som skjer nar vi kombinerer to
rotasjoner. Dersom vi dreier en annen vinkel ¢, far vi selvfglgelig matrisen

Ay = (cos¢ —sinqﬁ)

sin¢g  cos¢

La oss né anta at vi fgrst dreier en vinkel 8 og deretter en vinkel ¢. I alt har vi da dreiet
en vinkel ¢ + 6 tilsvarende matrisen

A B (cos(¢+0) —sin(d)—l—@))
P07 \sin(@ +60)  cos(d +0)

Pa den annen side vet vi at nér vi gjgr to transformasjoner etter hverandre, svarer dette
til & multiplisere de tilhgrende matrisene med hverandre. Med andre ord ma

Apro = AgpAop
Skriver vi ut komponentene, ser vi at

A _ (cos(¢ +6) —sin(¢p + 9))
o0 = sin(¢ + 0) cos(¢ +0)
0g
AA — (cos¢> —sin¢>) (cos@ —sin@)
o0 = sin ¢ cos ¢ sin 6 cos 6

(cosd)cos@ —singsinf —sin¢gcosH —cosd)sin@)
sin ¢ cos 6 + cos ¢ sin 6 cos ¢ cosf — sin ¢ sin 6

Sammenligner du komponentene i de to uttrykkene, vil du gjenkjenne formlene for
sinus og cosinus til en sum. Vi har altsa brukt matriser til & gi et nytt bevis for disse
formlene. |

Egenverdier

Det er ofte et omstendelig arbeid & regne ut T(x) for en linezravbildning T og en
vektor x. For noen vektorer géar det imidlertid raskt — alt vi behgver a gjgre, er & gange
vektoren med et tall A. Slike vektorer kalles egenvektorer. Egenvektorer kan bare finnes
nar T avbilder et rom inn i seg selv, altsa nar den gar fra et rom R” til det samme rommet
R". Her er den formelle definisjonen:

T2.2.60 Definisjon Anta at T : R" — R” er en line@ravbildning. Vi kaller
x # 0 en egenvektor for T dersom det finnes et tall A slik at

T(x) = Ax

Tallet A kaller vi egenverdien til x.

BEMERKNING: Idefinisjonen ovenfor har vi knyttet egenvektorer til line@ravbildnin-
ger, men vi kunne like godt ha knyttet dem til matriser. Vektoren x # 0 er en egenvektor
for matrisen A dersom det finnes et tall A slik at Ax = Ax.
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T2.2.61 Eksempel La oss undersgke om a = (_%) er en egenvektor for linez-

-2 1

(4 )29

sa a er en egenvektor med egenverdi 5.

ravbildningen T(x) = Ax der A = ( ! _8>. Vi har

Gjor vi tilsvarende beregninger for b = ( %), far vi

= (4 ()= ()0

Altsa er b en egenvektor med egenverdi —3.

Anta nd at en tredje vektor ¢ kan skrives som en linezerkombinasjon av egenvek-
torene a og b, dvs. at det finnes tall x og y slik at ¢ = xa + yb (det viser seg faktisk
at alle vektorer i R kan skrives pa denne méten). Da er

T(c) = T(xa+ yb) = xT(a) + yT(b) = 5xa — 3yb

Det viser seg altsd at ikke bare egenvektorene selv, men ogsa deres linerkombinasjoner
kan behandles pa en enkel mate. |

Observasjonen i slutten av eksemplet ovenfor er viktig. Det viser seg at for «de fleste»

lineeravbildninger T : R" — R” finnes det egenvektorer vy, va, ..., Vv, slik at enhver
vektor v kan skrives som en line@rkombinasjon

V=XVl +X2V2 + - + X,V
Hvis egenverdiene er henholdsvis Ap, A2, ..., A,, far vi da

T(v) =T@vi +x2v2 + -+ + X, Vi)

=x1T(vV) + x2T(v2) + -+ + %, T(Va)

= X1A1V] +X2AV2 + - - XAV,
Bruker vi T pa begge side av dette uttrykket, far vi pa tilsvarende mate

T2(v) = T(T(X)) = X1A]V] 4+ X2A3V2 + -+ + X, A2V,
Fortsetter vi pd denne méten, far vi generelt
Tk(V) = xl)»IIV] + XZ)\IEVZ + -4 xn)»ﬁvn

Denne formelen forteller oss at dersom vi kjenner egenvektorene og egenverdiene til en
lineravbildning T, sé har vi god oversikt bade over T selv og over alle dens potenser.
I mange anvendelser forteller TX(x) hvordan et system utvikler seg nir vi starter i en

tilstand x og lar tiden ga (T'(x) er tilstanden etter ett tidsintervall, T2(x) tilstanden
etter to tidsintervaller osv.) Formelen ovenfor forteller oss da at veksten til systemet
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hovedsakelig er bestemt av den stgrste egenverdien (eller, for & vare helt presis, den
egenverdien som har stgrst tallverdi).

Vi skal forelgpig ikke kommer nermere inn pa hvordan man kan finne egenverdier
i praksis. Det er likevel viktig & vite litt om begrepet og dets anvendelser siden det vil
gjgre det lettere & forsta hensikten med mye av teorien som kommer senere.

BEMERKNING: Ser du ngyere pa definisjon T2.2.60, vil du se at den er litt upresis nar
det gjelder hva slags tall egenverdien A skal vare og hva slags vektor egenvektoren x
skal vaere. Det viser seg at det finnes reelle matriser som har komplekse egenverdier og
egenvektorer. Om man vil «regne med» disse avhenger av problemstillingen man ser
pa — i noen tilfeller er det nyttig 4 ha dem med, i andre tilfeller ma man ekskludere
dem. Situasjonen minner om den vi har for ligninger av n-te grad; noen ganger er det
nyttig & ha med de komplekse Igsningene og andre ganger ikke.

T2.2.62 Eksempel Dersom 6 ikke er multiplum av 7, viser det seg at rotasjonsma-
trisene
<cos 0 —sinf >
Ag = .
sin cos 6
ikke har reelle egenvektorer og egenverdier. De har imidlertid de komplekse egenvek-

\% 1 = . Vo = .

med tilhgrende egenverdier | = cosf + i sin6 og Ay = cos 6 —i sin 6. La oss sjekke
dette for A; og vy:

cos@® —sin6 1 cosO +isin6
Agvi = . =1 . )
sin 6 cos6 —1 sinf —icosf

= (cosH +isin0) (_1) = A1V]

Du kan pa tilsvarende mate sjekke at Agvy = A, v5. |
Oppgaver
. o o 5 5 . 2x—y+z
41. Finn matrisen til linezravbildningen T : R> — R~ gitt ved T(x, y, z) = n 3 )
—x+y-—3z

42.

43.

44.

En linezravbildning T : R?> — R* tilfredsstiller
—1 0
2 -2
T(e)) = 3 T(er) = 4
4 7

Finn matrisen til T.

Laa, b € R%. Linezravbildningen T : R*> — R? tilfredsstiller T(a) = <_%> T(b) = <(3)>
Finn T(3a — 2b).
Linezravbildningen T : R> — R? avbilder ethvert punkt pa sitt speilbilde om y-aksen. Finn

matrisen til T.
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

5S.

56.

Linezravbildningen T : R*> — R? fordobler alle annenkomponenter, men endrer ikke fgrste-
komponenter. Finn matrisen til T.

Linezravbildningen T : R*> — R? gjgr alle vektorer dobbelt si lange og dreier dem en vinkel
0 i positiv retning. Finn matrisen til T.

Linezravbildningen T : R> — R? avbilder alle vektorer pa sin projeksjon ned i xy-planet.
Finn matrisen til T.

Linezravbildningen T : R> — R? speiler alle vektorer om x-aksen og dreier dem deretter en
vinkel 6 i positiv retning. Finn matrisen til T (det kan vare lurt & tenke pa T som sammenset-
ningen av to enklere avbildninger).

La Ay vere rotasjonsmatrisen i eksempel T2.2.59. Forklar at A_y er den inverse matrisen til
Ay uten a regne. Kontroller ved a regne ut AgA_yg.

% er linjen gjennom origo som fremkommer nér vi dreier x-aksen en vinkel 6 i positiv retning.
Linezravbildningen T : R*> — R? speiler alle punkter om linjen .#. La A, vere matrisen til
avbildningen som dreier alle vektorer en vinkel ¢ i positiv retning, og la B vare matrisen til
avbildningen som speiler alle punkter om x-aksen. Forklar at matrisen C til T er gitt ved

C=A¢BA_y

og bruk denne formelen til 4 finne C.

o= ()orn= (1)

a) Finntall x, y, z, u slik ate; = xa + yb og e, = za + ub.

b) Lineravbildningen T : R?> — R? tilfredsstiller 7'(a) = (}), T(b) = <_}> Finn
T (e;) og T (e).

¢) Finn matrisen til T.

a) Finn tall x, y slik at e; = xa + yb der a, b er som i eksempel T2.2.61. Finn T*(e;) der T
er lineeravbildningen i eksemplet.

b) Finn tall u, v slik at e, = ua + vb. Finn T*(e,). Hva er matrisen til T*?

Fullfgr eksempel T2.2.62 ved & sjekke at v, er en egenvektor med egenverdi A;.

1 2
LaA—(2 1).

a) Visatv, = (1

| ) er en egenvektor for A med egenverdi A; = 3.

b) Visatv, = <_1

1 ) er en egenvektor for A med egenverdi A} = —1.

¢) Laa= (_? ) Finn tall x, y slik at a = xv; + yv,. Regn ut A'%a.
Anta at F : R* — R™ tilfredsstiller
F(cx + dy) = cF(x) + dF(y)

for alle c,d € Rogalle x,y € R". Vis at F er en linezravbildning.

Antaata;, a, € R? (a;, ay # 0) ikke er parallelle, og la by, b, vere to vektorer i R2. Vis at de
finnes ngyaktig én linezravbildning T : R? — R? slik at T(a;) = b; og T(ay) = b,.
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Affinavbildninger

Som vi sé i eksemplene i forrige avsnitt, er line@ravbildninger ofte nyttige nar vi
skal beskrive geometriske transformasjoner som refleksjoner og rotasjoner. De har
imidlertid en stor svakhet; siden en linezravbildning alltid tilfredsstiller T(0) = 0, kan
ikke lineaeravbildninger brukes til a forskyve figurer i planet. Vi skal na utvide klassen
av avbildninger slik at vi ogséa kan behandle forskyvninger (eller translasjoner som
matematikere liker a kalle dem).

T2.2.63 Definisjon En funksjon F : R" — R™ kalles en affinavbildning
dersom det finnes en m X n-matrise A og en vektor ¢ € R slik at

F(x) = Ax+¢ foralle x e R"

Vi kaller A matrisen til F og ¢ konstantleddet til F.

Vi ser at linezravbildninger rett og slett er affinavbildninger med konstantledd ¢ lik 0.
Vi ser ogsa at translasjonen F(x) = x + ¢ som forskyver alle vektorer en distanse ¢, er
en affinavbildning siden den kan skrives

Fx)=I,x+c

(husk at I, er n x n-identitetsmatrisen og at I,x = x for alle x € R").

En viktig egenskap ved affinavbildninger er at de avbilder rette linjer pa rette
linjer. La oss vere helt sikre pa at vi skjgnner hva dette betyr. Anta at £ er den rette
linjen i R” som gar gjennom punktet a og har retningsvektor b (det betyr at £ er
samlingen av alle punkter pa formen r(z) = a + ¢b slik vi sd i seksjon 1.3). Dersom F
er en kontinuerlig funksjon fra R” til R™, kan vi bruke F pa alle punktene som ligger
pé linjen .£. Vi far da en samling av punkter i R” som vi kaller bildet av £ under F.
Vanligvis vil dette bildet vaere en kurve i R”. Nar F er en affinavbildning, er denne
kurven en rett linje.

T2.2.64 Setning Anta at F(x) = Ax + c er en affinavbildning fra R" til R”,
og lar(r) = a + tb vere parameterfremstillingen til en linje ¥ i R". Dersom
Ab # 0, vil bildet av .# under F vere linjen i R” som gar gjennom punktet
F(a) og har retningsvektor Ab.

Bevis: Vi ser at
F(r(t)) =A(a+1tb)+c= Aa+c+1t(Ab) =F(a) + r(Ab)

som er parameterfremstillingen til en rett linje om géar gjennom punktet F(a) og har
retningsvektor Ab. L]
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BEMERKNING: Dersom Ab = 0, ser vi at bildet av .# degenererer til ett eneste punkt.
Legg ogsa merke til at dersom vi bruker F pa to parallelle linjer (dvs. to linjer med
samme retningsvektor b), sa blir ogsa de resulterende linjene parallelle (fordi de far
samme retningsvektor Ab).

La oss né se pa Jacobi-matrisen til en affinavbildning F. Anta at F er gitt ved F(x) =

AX + ¢ der
all Cllz P Clln
a21 6122 “ e azn
A= . . .
am1 am? e Ammn
og
(&
(&)
c= .
Cm

Skriver vi ut definisjonen F(x) = Ax + ¢ pa komponentform, far vi

Fi(x) ail ap ... Qi X1 1

F(x) a1 ax ... axy X2 2
Fx) = . = . . . . . + .

Fn(x) \aml am2 ... Omun Xn Cm

( anxy +apxy + -+ apx, +c;
anxy +axpxy; + -+ ayux, + ¢

\amlxl + amax2 + -+ QupXn + Cm
Deriverer vi den i-te komponenten F; med hensyn pa den j-te variabelen x;, far vi

oF; d
= 7 (anxi +apxo+ -+ ainxy +¢i) = aij
8Xj 8Xj

Dette betyr at Jacobi-matrisen til en affinavbildning F rett og slett er matrisen A til F.

T2.2.65 Setning Anta at affinavbildningen F : R* — R™ er gitt ved F(x) =
AX + c. Da er Jacobi-matrisen til F lik matrisen A til F.

Linearisering

Til slutt i denne seksjonen skal vi se hvordan vi kan bruke affinavbildninger til &
generalisere tangentbegrepet fra funksjoner f : R — R til funksjoner F : R” — R™.
Husk at hvis f : R — R er en funksjon av én variabel, er tangenten 7, f i punktet a
gitt ved

T.f(x) = fa)+ fl(@)(x —a)
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Starter vi isteden med en funksjon F : R* — R™, kan vi pa tilsvarende mate definere
en funksjon T,F ved 4 etterligne uttrykket ovenfor:

T,F(x) = F(a) + F'(a)(x — a)
Ganger vi ut parentesen, far vi
T,F(x) = F(a) — F'(a)a + F'(a)x

som viser at T, F er en affinavbildning med matrise F'(a) og konstantledd F(a) —F’(a)a.

T2.2.66 Definisjon AntaatF: A — R™ er en funksjon av n variable som er
deriverbar i punktet a. Affinavbildningen T,F : R" — R™ gitt ved

T,F(x) = F(a) + F'(a)(x — a)

kalles lineariseringen til F i punktet a.

Legg merke til at T,F(a) = F(a). Siden vi allerede har observert at matrisen til affinav-
bildningen T,F er F'(a), vet vi fra setning T2.2.65 at Jacobi-matrisen til 7,F er F’(a).
Dette betyr at lineariseringen 7, F har samme verdi og samme deriverte i punktet a som
den opprinnelige funksjonen F. Dette er akkurat samme egenskap som tangenten har
for funksjoner av én variabel. En annen viktig (og nert beslektet) egenskap ved tan-
genten er at den er linjen som smyger seg tettest inntil funksjonsgrafen til f i nerheten
av punktet a. Vi skal snart vise en tilsvarende egenskap for lineariseringen — at den
er affinavbildningen som ligger tettest opptil F i nerheten av a. Men fgr vi gjgr dette,
kan det vaere lurt & kikke pa et eksempel.

T2.2.67 Eksempel Vi skal finne lineariseringen til funksjonen F : R* — R? gitt

ved
2
X
F(x,y, 2) = <2xyyz>
1

i punkteta = ( -2 ) La oss forst regne ut Jacobi-matrisen til F:

—1
- B % % %—F; B 2xy  x? 0
(. y.2) = AR AR R | T ) ) )
B 9y 9z yz XZ Xy
I punktet a har vi dermed
) 2.1-(=2) 12 0
Fd,-2,-1)=
2:(=2)-(—1) 2-1-(=1) 2-1-(=2)

_(—4 1 0)
S\ 4 -2 —4
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Vi har ogsa
(21" 7)= ()
F(l, -2, —1) = —
2-1-(=2)- (=1 4

X
Vi kan nd regne ut lineariseringen. Med x = ( y ) far vi:
z

T,F(x) = F(a) + F'(a)(x — a)
1
—2 —4 1 o\[(("
(-2 D(G)-(3))
z —1
(2 —4x +y -6\ _ —4x +y+4
=\ a) T e —2ytar) T U2)) T lav— 2y S48

—4x +y+4
4x —2y —4z -8

Altsa er
T.F(x,y,2) = (

La oss vende tilbake til resultatet vi annonserte ovenfor, det som sier at lineariseringen
T,F er den affinavbildningen som ligger tettest opptil F i nerheten av a. Et punkt x i
nerheten av a kan vi skrive x = a + r der r er liten. Vi gnsker & vise at differensen
F(a +r) — T,F(a + r) er liten sammenlignet med |r| for sma r, og at tilnaermingen
blir bedre og bedre nar r gar mot 0. En naturlig mate a formulere dette pa er a kreve at

1
lim —(F@a+r)—T,F@a+r) =0
r—0 |r|

Bruker vi at
T,F(a+r)=F(@) +F(a)((a+r)—a) =F(@) +F(ar
ser vi at
Fa+r)—T,Fa+r)=F@a+r) —F@a) —F@r=o0()

der o er som i definisjon T2.2.42. Na er det ikke s& vanskelig & formulere og bevise
resultatet.

T2.2.68 Teorem Anta at F : A — R” er en funksjon av n variable som er
deriverbar i punktet a, og la T,F vere lineariseringen til F i a. Da er

! (Fa+r) —T,F@a+r) =0

lim —
r—0 |l‘|

Det finnes ingen annen affinavbildning G : R* — R slik at

1
ll_r)r})m(F(a+r) ~G@a+r)=0
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Bevis: Det fglger av definisjonen av deriverbarhet (definisjon T2.2.42) og reg-
ningene ovenfor at

1 1
lim —(F(a +r) — T,F(a+ r)) =lim —o(r)=0
r—0 |I‘| r—0 |I‘|

Dermed er fgrste del av teoremet bevist. For & bevise den andre delen, antar vi at G(x)
er en affinavbildning slik at

lim il(F(a +1r)—G(a+r))=0

r—0 |r

Vima vise at G = T,F. Siden G er en affinavbildning, vet vi at G(x) = Ax + ¢ for en
matrise A og en vektor c¢. Setter vi dette inn i uttrykket ovenfor, far vi

1 1
lin(l)m(F(a—i—r) —G@+r) = lin(l)m(F(a—l—r) —Aa—Ar—c¢)=0

Skal dette vere mulig, md F(a +r) — Aa — Ar — ¢ — 0 narr — 0, og det er bare
tilfellet hvis F(a) = Aa + c. Setter vi Aa + ¢ = F(a) inn i det siste uttrykket ovenfor,
ser vi at :

lim — (F —F@)— Ar) =0

lim (F(a+r) — F(a) — Ar)
og ifglge setning T2.2.46 er det bare mulig dersom A = F’(a). Siden vi allerede vet at
F(a) = Aa + c, fglger det at ¢ = F(a) — Aa = F(a) — F'(a)a. Dermed er

Gx)=Ax+c=F(ax+F@a) —F@a=F@a) +F@ax-a) =T,FXx)
|

Det som er viktigst 4 ta med seg fra teoremet ovenfor, er at lineariseringen T,F er en
sveert god tilneerming til F i omradet rundt a.

BEMERKNING: Du har kanskje lurt pa hvorfor T,F kalles en linearisering og ikke
en affinisering — T,F er tross alt en affinavbildning og ikke (bortsett fra i helt spesi-
elle tilfeller) en line@ravbildning. Dessverre er bruken av ordparet line@r/affin svert
usystematisk og forvirrende; ordene brukes om hverandre pa en mate som ikke er lett
a fa oversikt over. Et annet eksempel pa denne vaklingen far du om du betrakter en
funksjon f : R — R pa formen f(x) = ax + b. Nar man studerer funksjoner av én
variabel, er alle enige om 4 kalle dette en lineer funksjon, men ifglge terminologien vi
na har innfgrt, er den bare en lineeravbildning hvis ¢ = 0; i alle andre tilfeller ma vi
ngye oss med & kalle den en affinavbildning! Heldigvis er det sjelden at den vaklende
terminologibruken skaper misforstaelser, men det er greit & vite om den slik at man
kan vere litt pa vakt.

Oppgaver

57. Finn matrisen og konstantleddet til affinavbildningen

2x —3y+z-17
F(x,y,z>=< Y )

—x+z-2
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

% er linjen i R*> med parametrisering

2 1
r(t) = (—1) +t(0)
3 2

og F : R} — R? er affinavbildningen

X
F(x,y,z)=< (1) _; _;)()’)-F(_?)
<

Finn en parametrisering av bildet av .# under F.

Finn lineariseringen til funksjonen F : R*> — R? gitt ved

2
F(x, y) = (Jﬁ)

i punkteta = (-2, 1).
Finn lineariseringen til funksjonen F : R*> — R? gitt ved
x sin(xy)
F(x,y) = xet
2% +y

i punktet a = (2, 0).

En affinavbildning F : R?> — R? tilfredsstiller F(0, 0) = (_i ), F(1,0) = <§) 0gF(0, 1) =

< B (1) ) Finn matrisen og konstantleddet til F.

Affinavbildningen F : R> — R? dreier enhver vektor en vinkel 7 1 positiv retning, og flytter
den deretter en distanse (3, —1). Finn matrisen og konstantleddet til F.

a) Affinavbildningen F : R> — R? avbilder ethvert punkt p4 sitt speilbilde om den vertikale
linjen x = 3. Finn matrisen og konstantleddet til F.

b) Affinavbildningen G : R — R? avbilder ethvert punkt p sitt speilbilde om den horisontale
linjen y = —2. Finn matrisen og konstantleddet til F.

Affinavbildningen F : R*> — R? avbilder ethvert punkt p4 sitt speilbilde om linjen y = x + 1.
Finn matrisen og konstantleddet til F.

Anta at punktene a;, a,, a3 € R? ikke ligger pa samme rette linje, og la by, by, b3 vere tre
punkter i R?. Vis at det finnes ngyaktig én affinavbildning F : R> — R? slik at F(a;) = by,
F(ay) = by og F(a;3) = bs.
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ADVARSEL: Arbeidet med denne fasiten har gatt fortere enn det burde, og feilprosenten er nok litt hgyere

enn vanlig. Finner du feil eller lurer pa om noe er riktig, sa send en e-post til lindstro @math.uio.no.

Fasit til seksjon T2.1
l.a+b=(-2,3,9,-5,-2),a—b=4,-7,—-1,-5,4),sa=(3,-6,12,—15,3),a-b=4
2.a+b=(7,2,5,-8,-5,3),a—b=(7,-2,3,4,-5,5),sa=(—28,0,—16, 8,20, —16),a-b = 12
S.m-pderm = (my,my,...,my)ogPp = (p1,P2,---» Pn)-

6. Skalarprodukt: —5, vinkel: 6 &~ 109.65° 7.104/2 8.ca. 67.8° 9.ca. 31.8°.

10.ca. 70°,p=3b 1L 2JV14  12.4,3) =2, 49+ 2.1

13.2,2, ) = (1,0, =)+ (3,2,3)  14.30° 0g 45°, cos 15° = Y62

15. Utallige muligheter, f.eks. (1, 0, 3) og (0, 1, 2). Sjekk dine svar ved a ta skalarproduktet med (3, 2, —1).
17.b) —%, c) 90° 18. Umulig ifglge trekantulikheten. 19. Umulig ifglge Schwarz’ ulikhet.

23. For eksempel r(t) = (—1 4 2¢, —1 + 3¢, 2 + ¢t) (det er mange muligheter)

24. For eksempel r(t) = (=3 + ¢, —2 — 2¢,5 — ¢, 8 4+ 3t) (det er mange muligheter). Nei

25. For eksempel r(t) = (2 + ¢, —1 + 9¢, 3 — 5¢) (det er mange muligheter).

26. For eksempel r(t) = (7 — 5¢t, =3 + 4¢,2 — 3t,4 — 5¢, —2 + 7¢t) (det er mange muligheter).

27. For eksempel r(t) = (5 4+ 2¢, —2 + t) (det er mange muligheter)

28. For eksempel r(z) = (3¢, 2 — 2¢t) (det er mange muligheter) 29.y = —%x +
30. a) Skjeeringspunkt (15, 24). b) Skipene kolliderer ikke.

31. a) Ja, kursene til flyene krysser hverandre i punktet (4000, 4000, 4000). b) Nei, flyene kolliderere ikke.

100
3

1
2

De kommer til mgtestedet etter henholdsvis 40 sekunder og sekunder.
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32. ¢) ca. 49° og ca. 12.7 m. 34.(f3++5;i). 35.]al = V15, [b| = /19 36.—1 —i

6 —4 8 -6 —6 3 503
39'“‘(-2 0 12)’_3B—<—12 0 18)’A+B_<3 0 o)’
1 -4 5
A_B_(—s 0 12)
-5 —18 1 -1 2 4 1
40.4A—3B=<14 —1). 41.AT=<—2 8),BT=< 2 0 7)
3 —4 6 6 -1 -6 -3
1 =5 2 4 -1 2 0 —-19 6
T _ T _ _ T _
42.4 —( 0 7 —1)’3 _(—1 3 —6)’(4A B) —<1 25 2)

6 8
43. a) (_1> b) ( 7) c) (—18) 44.1: 9.7 tonn, II: 11.8 tonn, III: 7.5 tonn

7 22 10
45. X: 88 vogner, Y: 61 vogner, Z: 51 vogner
0.1 0 0.2
0.2 03 0.2
48.]1 0.3 0.3 0.1 A: 2.6 enheter, B: 7.2 enheter, C: 7.4 enheter, D: 7.4 enheter, E: 5.4 enheter
0.3 0.3 0.1
0.1 0.1 04
094 0 0.01 0.846 0.79613
49. a) (0.0S 02 0 ) b) v, = (0.065>, vy = ( 0.0553 ) (vi tar med flere siffer enn det som er
0.01 0.8 0.99 0.089 0.14857

rimelig for & gjgre svaret lett & kontrollere).

0 20 50 10
005 0 O O
0O 05 0 O
0 0 03 0.1

50. a) b) Unge 300, unge voksne 250, voksne 0, eldre 3.

0 0.1 05
51.a) (0.1 0 O.5> b) Per: 45 %, Pal: 46 %, Espen 9 %.
09 09 0

1 4 1 -
52.a) AB = 0 =3 ,BA = -1 =5 bAB=|3 -5 0],BA=
7 —1 7 0 L 7

s 7 8§ -1 =2
53.AB:<2 3>. 54.AB=( 6 3 O).
-8 1 2

55.a) AB blir en 8 x 9-matrise. b) B eren 3 x 5-matrise c¢) B har 7 sgyler

W W W

—_— NI
|

—_ N W

S~—

83 62 3 81 41
56.a) AB = (72 48) b) AC = ( 0 72 32) ¢) Uttrykket er ikke definert siden matrisene B og
50 80 21 36 51

6 27
C ikke har samme dimensjon (dermed er ikke summen B + C definert). d) (BC 7T = (72 54)

42 69
e) BT CTt er ikke definert siden B” eren 2 x 2-matrise og C” eren 3 x 2-matrise, si dimensjonene stemmer
89 86 62 —80 -—38
ikke overens. f) (A+CT)B =153 102 g) B(AT —20) =
96 144 o —60 =5
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58. Vi finner fgrste rad i DE ved & multiplisere fgrste rad i D med matrisen E:

2 7 1
(3,1,4)(8 2 8):(18,55,19).
1 8 2

Vi finner andre sgyle i DE ved & multiplisere matrisen D med andre sgyle i E:

31 4 7 55
(1 5 9) (2) _ (89).
2 6 5 8 66
Regner du ut hele matriseproduktet pa vanlig mate, far du:
18 55 19
DE = ( 51 89 359 )
57 66 60

59. a) Fgrste og andre sgyle i produktmatrisen AB er ogsa like. b) Andre sgyle i produktmatrisen AB
bestar ogsa bare av nuller.

A 2 3

0
9 -3 3
62.a)y=<—1> b)C=< ) c)Ay=Cx=< )
| 8 -3 2

0.7 0.05 0.1 1 02 O 0.73 0.2 0.13
63.a) M = (0.15 0.75 0.15) b) N = (O 0.8 0.05) c) K = (0.125 0.605 0.155>.

0.1 0.1 0.7 0 0 095 0.095 0.095 0.665
Fordeling: A: 258, B: 268.5, C: 313.5 d) Fordeling: A: 282.8, B: 243.3, C: 258.5 (vi tar med flere siffer

enn det som er rimelig for 4 gjgre svaret lett & kontrollere).

67. Matrisene A, B og D er inverterbare med inverse matriser. Al = (:? ;), B! = (062 0%5)’

D! = < -1 ! ) Matrisen C er singuler (siden den har en sgyle som bare bestér av nuller).

0.75 —-0.5
_ 2 -5 1 peiga-1 (14 59
68. A = (_1 3) 69. (AB)" =B A7 = 4 17
—1 35 . . 1 s . o o .
74.b) A7 = 1 2 c) Multipliserer vi med A™" pa begge sider av matriseligningen, far vi

()= 2G)=(%)

Fasit til seksjon T2.1

1.2) Dy = B2\ {(0,0)} b) Dy = {(x,y) € R | x # y og x # —y)

c) Dy ={(x,y) eR?|x+y>0)

d) Dy ={(x,y) € R? | det ikke finnes et heltall k slik at x — y = % + km}

e) Dy = R3 \ {kuleflaten med sentrum i origo og radius 5}

2. a) lukket b) apen c¢) hverken lukket eller dpen d) lukket e) apen f) lukket g) hverken lukket
eller dpen h) dpen i) lukket

3a)(2,-2) B1,-2) o(lLLe?) 14220 bl oe dl
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B) B B 2x +3x2 9 2453
ox dy ax y dy y2
0 ) B B 2x?
c) —f = —sin(x + yz) og —f = —2ysin(x + y2) d) —f =2x ln(xyz) + x og —f =
dx ay 0x dy y

of _ . _ . o

_— = _— = — -2
2 ax . ay & 0z (rt e
f af z? af 2yz? tan x af  2ztanx

— = y — == 0 — = —

ax  (A+y)co(0) 9y (I+y2)2 27 = 14,2

0 d a
g)—f:;z,—f=;2og—f=arctan(x+y)

ox 1+ &x+y)>? oy 1+&x+y) 0z

0 a 0 a
h) _f — _(ZZ + u)e—x+3y’ _f — 3(22 + u)e_x+3y, _f — zze—x+3y og _f — e—x+3y

ox ay 0z ou

21.a) Vf = (2xy,x?) b) Vf = (cos(xy?z) — xy?zsin(xy?z), —2x2yz sin(xy%z), —x2y? sin(xy?z))

¢) Vf = (wcosve ™Y, —wue"“Vsinv, ") d)Vf = (—]fz?zz, li'Z§3Z2, arctan(z1z2) + eZ3)
1<2 1«2

22.2) £/((1,2); G, —1) = 11 b) f((1L0): (1. D) = =1 ¢ f/((1,0,1): (1,1, ~1)) = —1
d) /(21,00 (2,0, —1)) = —1

23. a) I retningen gitt av vektoren (24, 173) b) I retningen gitt av vektoren (1, 1,0) c¢) I retningen gitt av

vektoren (3,0, —3, 1)
24. Hint: Bruk at AV ~ V'((r, h); (Ar, Ah)) Anslatt usikkerhet: AV =~ 3.8 m?

25. Tommelfingerregelen gjelder nar hgyden i centimeter er det dobbelte av vekten i kilo (f.eks. hgyde

180 cm og vekt 90 kilo). Er man lettere enn dette, er regelen «for snill» i den forstand at BMI gér opp hvis

man legger pa en kilo og en centimeter.

32 a2 32 a2
27. a) f = 6y, f = / :6x+4y,—f:4x
dx2 dxdy  dydx dy?
3? 3> 92 92
b —f=0, f = f :cosy,—fz—xsiny
0x?2 dxdy  dydx dy?
f _ 2 0°f _ 0f 0> f
A 4 2)e* Y, =74 — _(x212 x—y,_=2x—y
c) 512 (x* +4x + 2)e 030y Bydx (x* +2x)e 5y x“e
3? 92 3? ks 32 32 92 3?
0x2 oxdy  dydx 0xdz  0z0x dy? dydz  9zdy
32 f )
R, ]
022 Y

28. a) (6xy + 6x2yz + x3yz%)e?.
b) —60x2y4 cos(xyz) + 60x3y5z sin(xyz) + 15x4y6z2 cos(xyz) — )c5y7z3 sin(xyz)

112
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2xy  x? DxyeX vt x2e¥iyti gxiytz
3lLa)F'(x,y) = ( > b)F(x,y) = ( 5 5 )
I 2y vz Xz 2xyz

.
1+x 1+x2y2
o) F(x,y) = Iny 5

y cos y? x cos y? — 2xy? sin y?

arctan(xy) + +—5—

ysin(xu?) + xyu?cos(xu?) xsin(xu?) 0  2x>yucos(xu?) )

dDF (x,y,z,u) = (

0 0 2zu 22
ok ok
32. — =8xy? +1, — =8x%y +2y
ox ay
ok ok .
33. P 2ye20F) _ (dxy? 4 2yz)e 0T, 3 = 2xe” PO _2(2xy + 2)(x + 2)e” 2T,
X y
g_k — e—2y(x+z) _ 2(2xy2 + yZ)e—Z)r(x+z)
z
dh 522 h 5.3 5.3.2
34. Fy = 54x7x5x3 sinx3, Fy = 36x7 x5x3 sin x3 + 18x7x5x5 cos x3
X2 X3
dh _ 3uv? 2 . / 13 -7
3s. o= u cos(uv) (9v” cos(uv) — 2 sin(uv)) 36. H' (1, —2) = 0 0
-1 0
5 —13 3 2 -1 1 2 =2 6
/ J— —_— —_— [—
37.H' (-1, 2,1)_<2 6 _2> 41.(_1 | _3> 42, _3 4 43. <3)
4 7

-1 0 2cosf —2sinf 100
44, 0 1 ] 47.{0 1 O
2sinfg 2cosf 0 0 0

cosf sin cos 26 sin 20
48.( ) 50. ( )

sinf@ —cosé@ sin26 —cos?26

. . N o] !
pemgu=z wTe=(T)re=( 1) o )
52.a)x=}‘,y=}—‘.T4(el)=<_?§2) b)u:—%,v=%_T4(e2)=(_§§§> d(—ﬁé _ggg)
swormiymrane=(03)=(30) wa=(3 % De=()
so=(370) mar () ware( )

24x +y—32

_\2 3
2
N ), konstantledd ( 1 )

61. Matrise (411 _?>, konstantledd ( ) 62. Matrise (
2

NN

63. a) Matrise <_ (1) ?), konstantledd ( ) b) Matrise ( (1) _(1)), konstantledd (_2)

64. a) Matrise ( _(1) B (1)> konstantledd ( 1 )
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Forord

Forord

Dette tilleggskapitlet gir en innf@gring i maksimums- og minimumsproblemer for funk-
sjoner av flere variable. Den fgrste seksjonen konsentrerer seg om vanlige optime-
ringsproblemer, mens den andre tar for seg optimeringsproblemer med bibetingelser
(Lagranges multiplikatormetode). Kapitlet er mindre ambisigst enn de andre kapitlene
i Kalkulus — det konsentrerer seg om metoder og inneholder ikke fullstendige be-
vis. Fremstillingen forutsetter at studentene kjenner til vektorer, matriser og partiell
derivasjon, men det er ikke ngdvendig & ha lest hele tilleggskapittel 2.

Blindern, 14. januar 2009,
Tom Lindstrgm
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tilleggskapittel

Optimering av funksjoner
av flere variable

Dette kapitlet er en repetisjon og viderefgring av vektorregningen i videregaende skole.
De fleste begrepene (som vektorer, linjer og parametriserte kurver) vil du kjenne fra
for, men noen (som vektorprodukt og determinanter) vil kanskje vare nye. I tillegg
til vektorregning i to og tre dimensjoner skal vi begynne & se litt pa vektorregning i n
dimensjoner — et tema som hgres mye skumlere ut enn det er!

LEET Maksimums- og minimumsproblemer

I dette kapitlet skal vi studere to typer maksimums- og minimumsproblemer for funk-
sjoner f : R™ — R av flere variable. I den f@rste seksjonen skal vi se pa «vanlige»
maksimums- og minimumsproblemer der variablene kan ha hvilke som helst verdier i
definisjonsomradet til funksjonen, mens vi i neste seksjon skal se hvordan vi kan finne
maksimums- og minimumspunkter nar det er begrensninger (sakalte bibetingelser) pa
hvilke verdier variablene kan ha.

Stasjonzere punkter

Vanligvis er det umulig & gi realistiske, grafiske fremstillinger av funksjoner av flere
variable. Det finnes imidlertid ett unntak, og det er nar funksjonen gar fra R? til R.
Slike grafisk fremstilling er nyttig a kjenne til nar man skal studere maksimums- og



minimumsproblemer for funksjoner av flere variable, og vi skal derfor begynne med a
forklare hvordan man fremstiller en funksjon z = f(x, y) grafisk.

For & tegne funksjonsgrafen lager vi fgrst et tre-dimensjonalt koordinatsystem
som vist pa figur T3.1.1.

ey f ()

fxy) 7

FigurT3.1.1 Plotting av skalarfelt

Gitt variabelverdier x og y, finner vi punktet (x, y, 0) i xy-planet. Vi flytter oss na lodd-
rett (dvs. parallelt med z-aksen) til vi finner punktet (x, y, f(x, y)). Dette er det fgrste
punktet pa funksjonsgrafen var. Gjentar vi denne prosedyren for stadig flere variabel-
verdier (x, y), vokser grafen etterhvert frem som en flate i rommet (se figur T3.1.2).

Selv om denne prosedyren pa en grei mate forklarer hva grafen til et skalarfelt er,
sd er den i praksis ubrukelig som en oppskrift pa hvordan man tegner grafen. Prgver du
den, selv pa en enkel funksjon, oppdager du fort at du helt mister romfglelsen i bildet.
Det finnes bedre metoder for a tegne grafer, men de er ikke sa viktige for oss i dette
kapittlet — det som er viktig, er at du vet hvordan du kan tenke pa grafen til f som en
flate.

FigurT3.1.2 Grafisk fremstilling av skalarfelt

La oss na definere det vi er pa jakt etter. Dersom f : A — R er en funksjon av m
variable, sier viata € A er et (globalt) maksimumspunkt for f i1 A dersom f(a) > f(x)
for alle x € A. Tilsvarende kaller vi a € A et (globalt) minimumspunkt for f i
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A dersom f(a) < f(x) for alle x € A. Et maksimumspunkt er altsd et punkt der
funksjonen har sin stgrste verdi, mens et minimumspunkt er et punkt der funksjonen
har sin minste verdi. Vi bruker ekstremalpunkt som er fellesnavn pa maksimumspunkter
og minimumspunkter.

Fgr vi ser pa metoder for a finne maksimums- og minimumspunkter for funksjo-
ner av flere variable, skal vi kaste et raskt blikk pa et teorem som garanterer eksistensen
av slike punkter under visse forutsetninger. Fra teorien for funksjoner av én variabel
kjenner vi ekstremalverdisetningen (se setning 5.3.5 i Kalkulus) som sier at en kon-
tinuerlig funksjon definert pé et lukket, begrenset infervall alltid har maksimums- og
minimumspunkter. Det finnes en tilsvarende ekstremalverdisetning for funksjoner av
flere variable. Den sier at alle kontinuerlige funksjoner definert pa lukkede, begrensede
mengder har maksimums- og minimumspunkter (Husker du ikke hva en lukket mengde
er, sa se definisjon T2.2.2 i tilleggskapittel 2. En mengde begrenset dersom det finnes
ettall K € Rslik at |x| < K forallex € A).

T3.1.1 Ekstremalverdisetningen Antaat A eren lukket, begrenset delmengde
av R™ ogat f : A — R er kontinuerlig. Da har f minimumspunkter og maksi-
mumspunkteri A.

Ekstremalverdisetningen er hovedsakelig et teoretisk verktgy, men den har ogsa en
viss praktisk nytte ndr vi skal argumentere for at punkter vi tror muligens kan vere
ekstremalpunkter, virkelig er det. For a finne frem til disse «mulige ekstremalpunktene»
trenger vi imidlertid andre teknikker. Fgr vi beskriver dem, kan det vaere nyttig & minne
om hvordan vi finner ekstremalpunktene til funksjoner av én variabel.

Det fgrste vi gjgr er a lete etter lokale maksimums- og minimumspunkter ved &
derivere funksjonen og finne alle punkter der den deriverte er 0. Deretter undersgker vi
hva slags punkter vi har funnet ved enten a se pa fortegnskiftet til den fgrstederiverte
eller pa fortegnet til den annenderiverte. Til slutt sammenligner vi funksjonsverdiene i
de lokale maksimums- og minimumspunktene for a finne de globale ektremalpunktene
vi egentlig er pa jakt etter.

Vi skal fglge akkurat samme strategi i det flervariable tilfellet, men siden geo-
metrien er rikere, blir teknikkene litt mer kompliserte. La oss begynne med a definere
de lokale ekstremalpunktene som vi fgrst skal lete etter (husk at snittet C N D av to
mengder C og D bestér av de punktene som er med i bdde C og D):

T3.1.2 Definisjon La f: A — R veare en funksjon av m variable. Vi sier at
a € A er et lokalt maksimumspunkt for f dersom det finnes en kule B(a, r) med
sentrum i a slik at f(a) > f(y) for alley € B(a,r) N A. Tilsvarende kalles a
et lokalt minimumspunkt dersom det finnes en kule B(a, r) slik at f(a) < f(y)
for alley € B(a, r) N A. Vi bruker lokale ekstremalpunkter som et fellesnavn
pa lokale maksimums- og minimumspunkter.

Lokale maksimumspunkter ser litt forskjellig ut ettersom de er indre punkter eller
randpunkter. Figur T3.1.3 viser noen av mulighetene. Et lokalt maksimum i det indre
kan f.eks. vaere en «fjelltopp» som den hgyeste toppen pa figuren, eller det kan vaere

Seksjon T3.1  Maksimums- og minimumsproblemer 9



10

FigurT3.1.3 Lokale ekstremalpunkter i det indre og pa randen

et punkt pa en «askam» som de andre lokale maksimumspunktene i det indre. Det
er lett & forstille seg at i begge disse tilfellene ma alle de partiellderiverte i punktet
vare lik 0. Dette behgver imidlertid ikke vare tilfellet for lokale maksimumspunkter
pa randen til omradet. Grafen i figur T3.1.3 har lokale maksimumspunkter i hjgrnene
av definisjonsomradet (de fire «flippene» i kanten av figuren), men de partiellderiverte
i disse punktene er ikke 0 — punktene ligger i en «skraning» der funksjonen hadde
fortsatt a stige hvis den var blitt forlenget pa naturlig mate utover sitt definisjonsomrade.

I denne seksjonen skal vi stort sett konsentrere oss om jakten pa lokale ekstremal-
punkter i det indre av definisjonsomradet. I neste seksjon skal vi se pa en teknikk som
(blant annet) kan brukes til & finne mulige ekstremalpunkter pa randen. La oss fgrst vise
at det virkelig er tilfellet at de partiellderiverte er null i alle lokale ekstremalpunkter i
det indre av omradet.

T3.1.3 Setning Anta at en funksjon f: A — R har et lokalt maksimum eller
minimum i et indre punkt a. Dersom f er deriverbaria, ma V f(a) = 0, dvs. at
2 (a) =0 foralle .

Bevis: Vi fgrer resultatet tilbake til det tilsvarende resultatet for funksjoner
av én variabel (Kalkulus, setning 6.2.1). Anta at f har et lokalt maksimum i a =
(ay,ai, ..., ay) (beviset for et lokalt minimum er helt tilsvarende). La g vare funk-
sjonen av én variabel definert ved

g(xl) = f(al7a25 "'7-xi7 ---,am)
(g er altsa funksjonen vi far nar vi «fryser» alle variablene i f unntatt den i-te). Da
ma g ha et lokalt maksimum for x; = a;, og fglgelig er g’(a;) = 0. Per definisjon av

partiellderiverte er %(a) = ¢'(a;), og folgelig er %(a) =0. L]

Ved hjelp av setningen ovenfor kan vi innskrenke jakten pad mulige maksimums- og
minimumspunkter betraktelig.
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T3.1.4 Eksempel Laoss forsgke alokalisere eventuelle maksimums- og minimums-
punkter for funksjonen
f(x,y) =3xy —3x+09y

Vi deriverer: 5 5
—f:3y—3 og —f=3x+9
ox ay

Ifglge setningen ovenfor bgr vi se etter punkter hvor begge de partiellderiverte er null.
Dette gir ligningssystemet

3y—=3=0 og 3x+9=0

som har lgsningen x = —3, y = 1. Dette betyr at det eneste mulige maksimums-
eller minimumspunktet til f er (=3, 1), og at den tilsvarende funksjonsverdien er
f(=3,1)=09.

FigurT3.1.4 Et sadelpunkt

Neste spgrsmal er om (—3, 1) virkelig er et lokalt maksimums- eller minimumspunkt.
Vi skal lzre en teknikk for & besvare slike spgrsmal senere i denne seksjonen, men
forelgpig ngyer vi oss med a se pa grafen (figur T3.1.4). Den minner litt om en sal
(pa en hest), og vi ser at «vart punkt» (—3, 1) ligger pa det stedet der man naturlig
sitter i salen. Det betyr at punktet (3, 1) hverken er et lokalt maksimum eller et lokalt
minimum — beveger hvis oss fra punktet i én retning, far vi stgrre verdier, og beveger
vi 0ss 1 en annen retning, far vi mindre verdier. |

Eksemplet ovenfor peker pa det som skal vaere hovedproblemstillingen i resten av
denne seksjonen: Hvis V f(a) = 0, hvordan avgjgr vi da pa en effektiv mate om a er
et lokalt maksimum, minimum eller ingen av delene?

La oss begynne med & innfgre litt terminologi. Et punkt a der V f(a) = 0 vil
vi kalle et stasjoncert punkt for funksjonen f. Et stasjonart punkt som hverken er et
lokalt maksimum eller et lokalt minimum, vil vi kalle et sadelpunkt (se figur 4 ovenfor).
Som vi allerede har vert inne pé, er det ikke vanskelig & forsta hvor det siste navnet
kommer fra — det punktet du sitter pa nar du rir pa en hest, er et typisk eksempel
pa et sadelpunkt; det er et minimum nar du beveger deg i hestens lengderetning og et
maksimum na du beveger deg pa tvers av hesten.

Vi tar med et eksempel til pa hvordan man finner stasjonare punkter.
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T3.1.5 Eksempel Finn de stasjonzre punktene til
flx,y) =x?—y* +4xy —Tx + 3y

Vi deriverer: 4
—f =2x+4y -7
ox
af

=-2y+4x+3
dy

Dette gir ligningene
2x +4y =7
4x —2y =-3
Lgser vi dette ligningssystemet, fir vi x = 15, y = 7. Det betyr at punktet (15, 15) er

et stasjoneert punkt for f. Figur T3.1.5 viser grafen, og vi ser at vi ogsa i dette tilfellet
har et sadelpunkt.

FigurT3.1.5 Grafen til f(x, y) = x> — y? +4xy — 7x + 3y

Annenderiverttesten

Nar vi arbeider med funksjoner av to variable slik som i eksemplene ovenfor, kan
vi ofte bruke dataprogrammer eller lommeregnere til 4 undersgke om de stasjonzere
punktene vare er minimumspunkter, maksimumspunkter eller sadelpunkter. Hvis funk-
sjonsgrafen er svert flat i omradet rundt det stasjonare punktet, kan det imidlertid veere
vanskelig & avgjgre visuelt hva slags punkt vi har med & gjgre. Arbeider vi med funk-
sjoner av flere enn to variable, er det atskillig verre & bruke visuelle hjelpemidler. Vi
trenger derfor en teori som kan hjelpe oss 1 klassifiseringen av stasjonare punkter.
For funksjoner av én variabel har vi et slikt hjelpemiddel, nemlig annenderivert-
testen. Den sier at hvis f er en funksjon av én variabel med f’(a) = 0, sd er a er et
lokalt minimum dersom f”(a) > 0 og at a er et lokalt maksimum dersom f”(a) < 0.
Nar f”(a) = 0, gir testen ingen konklusjon. Vart mal er & lage en tilsvarende test for
funksjoner av flere variable. Dette arbeidet er ganske komplisert fordi en funksjon av
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flere variable har sa mange forskjellige annenderiverte, og de méa kombineres pa riktig
mate for & fa en test som virker. Heldigvis skal vi fa litt hjelp av linear algebra og
matriser.

Dersom f(xy, ..., x,) er en to ganger deriverbar funksjon av m variable, kan vi
skrive opp alle de annenordens partiellderiverte som en m X m matrise:

32f 32f 82f
m (a) 9x10x2 (a) Tt 0x10X, (a)
>/ 2f 22 f
Hf(a) = | "2 @ ax%.(a) Ty @)
32f aZf (92f
90X, 0] (a) 0X,, 0x2 (a) ttt @(a)

Vi kaller dette Hesse-matrisen til f i punktet a (ikke bland Hesse-matrisen, som er
en matrise av annenderiverte til et skalarfelt, sammen med Jacobi-matrisen, som er en
matrise av fgrstederiverte til en vektorvaluert funksjon!). Forelgpig er Hesse-matrisen
bare en grei méte 4 skrive opp de annenordens partiellderiverte pa, men det neste resul-
tatet viser at den ogsa har matematisk betydning (dersom du ikke leert om egenverdier
ennd, kan du hoppe over dette resultatet og ga videre til korollaret).

92 2
Vi vet at dersom de blandede partiellderiverte ai éfx /_ (a) og ai,-

éfx - (a) er kontinuer-

lige, sd er de like. Det betyr at Hesse-matrisen H f (a) er symmetrisk. Et viktig resultat i
lineer algebra (det sakalte spektralteoremet) sier at H f (a) da har m reelle egenverdier
A1(a), Aa(a), ..., Ay (a) (flere av dem kan vere like). Det viser seg at det er fortegnet
til disse egenverdiene som avgjgr om et stasjonzrt punkt er et lokalt maksimum, et
lokalt minimum eller et sadelpunkt.

T3.1.6 Teorem (Annenderiverttesten) La a veare et stasjonzrt punkt for en
funksjon f av m variable. Anta at de annenordens partiellderiverte til f er kon-
tinuerlige i en omegn om a. Da gjelder:

a) Hvis alle egenverdiene til Hf (a) er (strengt) positive, sa er a et lokalt
minimumspunkt.

b) Hvis alle egenverdiene til Hf (a) er (strengt) negative, sa er a et lokalt
maksimumspunkt.

¢) Hvis Hf(a) har bade (strengt) positive og (strengt) negative egenverdier,
sa er a et sadelpunkt.

Dersom noen av egenverdiene til H f (a) er null og de andre har samme fortegn,
sa gir testen ingen konklusjon.

For funksjoner av to variable har annenderiverttesten ogsa en annen form som er enklere
a bruke i praksis.
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T3.1.7 Korollar (Annenderiverttesten i to variable) La a vere et stasjonzrt
punkt for en funksjon f av to variable. Anta at de annenordens partiellderiverte
er kontinuerlige i en omegn om a. La

9 f 3% f 9 f 9% f
A=—2@, B=-—(@=-—-@, C=_—5@)
ox dxdy dyo0x dy
og la D vare determinanten til Hesse-matrisen: D = ' B g ‘ = AC — B2

Da gjelder:

(i) Hvis D < 0, sa er a et sadelpunkt.
(i) Hvis D > 0 og A > 0, si er a et lokalt minimum.
(iii)) Hvis D > 0 og A < 0, sd er a et lokalt maksimum.

Hvis D = 0, gir testen ingen konklusjon.

La oss se hvordan annenderiverttesten virker pa noen eksempler. Vi tar fgrst for oss
funksjonen fra eksempel T3.1.4 pa nytt.

T3.1.8 Eksempel Vi ser altsd pa funksjonen f(x,y) = 3xy — 3x + 9y som vi
allerede har vist har partiellderiverte

0 0

—f=3y—3 og —f=3x+9

ox ay
Vi vet ogsa at begge de partiellderiverte er null i punktet (—3, 1). For & bruke annen-
deriverttesten regner vi ut

32 9? 3?
0x2 0xay dy?
som gir
A B 0 3
D‘b J_% J_J‘
Ifglge annenderiverttesten er (—3, 1) et sadelpunkt. |

La oss se pa et litt mer komplisert eksempel:
T3.1.9 Eksempel Vi skal finne de stasjonzre punktene til

fx,y) =xyet ™

og avgjgre om de er lokale maksimums-, minimums- eller sadelpunkter.
Derivasjon gir

B

o =1y +xye" ™ = y(1 +x)e"

dx

d .

8—f —x-1.¢ +xyex_y2(—2y) =x(1 — 2y2)ex_}2.
y

Tilleggskapittel 3 Optimering av funksjoner av flere variable



Siden e* > ikke kan vére null, er det nok 4 lgse ligningene

y(l+x)=0

x(1 =2y =0
for & finne de stasjon@re punktene. Den fgrste ligningen har to lgsninger x = —1 og
y = 0. Setter vi x = —1 inn i den andre ligningen, fir vi y = iiz = :l:%. Setter

vi y = 0 inn i den andre ligningen, far vi x = 0. Vi har altsa tre stasjonzre punkter
(_17 \/TE)’ (_15 _\/TE) Og (0, O)
Neste skritt er & regne ut de annenderiverte:

32

a—szc =y 1™ 4y 0e ™ = y2+ e

3 f 2 2 2
dxdy =1-(I+x)-e +y(l+x)e" (=2y) = (1 +x)(1 =2y
aZf x—y? 2y _x—y? 2\ x—y?
2 x(=4y)e ™ +x(1 =2y%)e" 7 (=2y) = =2xy(3 —2y“)e

Vi ma undersgke de stasjonare punktene hver for seg.

Det stasjonzre punktet (0, 0): Her er

82f 0—0?
A=—--7(0,0) =02+ 0)e =0
dx2
82
B = f 0,00)=(14+0)(1-2- 02)60_02 _ 1
0xdy
2 f

C=—2-00,00=-2-0-0(3 _2.()2)6.0—02 —0.
dy?

0 1

Dette gir D = ‘ 1 0

’ =0%— 12 = —1. Altsd er (0, 0) et sadelpunkt.

Det stasjonzre punktet (—1, ‘/75) Her er

0 f V2\ V2 —1—(4)2 W2 3
oS V2 _ VZ2\? —1—(4)2_
= Sox (—1, 7) = +(—1))(1 —2<7> )e —0
(V2 2 (5o 2N (9) _hyme
C_a—y2<—1,7) _—2(—1)7(3—2<7) )e =2V2e
Dette gir
Lo
D = ‘ 2 =2¢73

0 24/2e73/2
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Siden D > 0, A > 0, forteller annenderiverttesten oss at (—1, g) er et lokalt mini-
mum.

Det stasjon@re punktet (—1, — 4) Her er
3 f V2 V2 (=) V2 s
A=—|-1,— ) =——2 —1 2) = ——¢72
ax2(’ 2) 2+ (=1)e e
9? 2 2\*\ —1-(=£Y
X —1,—£ =1+ (1-2 V2V (8)
0yox 2 2
9? 2 2 2\*\ —i-(=2)
c="7 —1,—£ =—2(—1) Y2\ (5o (V) ()
ay? 2 2 2
=—2\/§e%
Dette gir
_ V2,32 0
D:‘ 2 :26_3
0 —2/2e73?
Siden D > 0, A < 0, ma (—1, —4) vere et lokalt maksimum. |

Uoppstilte problemer

Til slutt i denne seksjonen skal vi se pa noen eksempler pa uoppstilte minimums- og
maksimumsproblemer.

T3.1.10 Eksempel Vi har en 1 meter lang staltrad som skal deles i maksimalt tre
biter. Hver bit skal s& bgyes sammen til et kvadrat. Hva er det stgrste og minste samlede
areal disse rektanglene kan ha?

Hvis vi sier at de to fgrste bitene har lengde x og y, ma den tredje ha lengde
1 — x — y. Det totale arealet er dermed (husk at vi ma dele lengdene pa 4 for & fa
sidekantene i1 kvadratene):

A( )—<5>2+(z>2+(1_x—_y>2—i(2+ 2 (1 —x— )
Y=g 4 4 BET AR *—y

Det er fristende a sette igang a derivere med en gang, men la oss fgrst se hvilke verdier
x og y kan ha. Vi ma dpenbarthax > 0,y > 0 og x +y < 1 (legg merke til at vi godt
kanha x = 0, y = O eller x + y = 1 — det svarer bare til at vi deler opp staltraden i
feerre enn tre biter). Dette betyr at vi gnsker & maksimere og minimere funksjonen A
pa omradet

T={(x,y):x>0,y>0,x+y<1}

Dette er trekanten med hjgrner (0, 0), (1, 0) og (0, 1) som vist pa figur T3.1.6.
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©,1)

Y

(1,0) «x
FigurT3.1.6
Siden T er en lukket mengde, vet vi fra ekstremalverdisetningen at A har en maksi-

mums- 0g en minimumsverdi.
Partiellderiverer vi A, far vi

dA 1 1
a(x, y) = 1—6(2x +2(1—x —y)(=D) = 1—6(4x +2y —2)
9A 1 1

a(x,y) = E(2y+2(1 —x—y(=D) = @& +4 -2

Ligningssystemet 4x +2y —2 =0,2x +4y —2 =0erlettdlgse og girx = y = %
Bruker vi annenderiverttesten (gjor det!), ser vi at (% %) er et lokalt minimum.

Dette betyr at det eneste potensielle ekstremalpunktet vi har i det indre av T, er

et lokalt minimum i (%, l). For & finne andre kandidater ma vi se pa randen til 7. Den

faller naturlig i tre deler, og vi ser pa hver del for seg.

Linjestykket fra (0, 0) til (1, 0): Pa dette linjestykket er y = 0, og vi far
L) 2
A(x,0) = E(x + (1 —x)%) for 0<x<1

Drgfter vi dette uttrykket som en vanlig funksjon av én variabel, finner vi et minimum
forx = % og maksima for x = 0 og x = 1. Vi har dermed et mulig minimumspunkt i

(3. 0) og mulige maksimumspunkter i (0, 0) og (1, 0).
Linjestykket fra (0, 0) til (0, 1): Pa dette linjestykket er x = 0, og vi far

1
A0, y) = B(y2+(1 —y»?)  for 0<y<l

Dette er samme uttrykk som ovenfor bare med x byttet ut med y. Vi far derfor et mulig
minimumspunkt i (0, %) og mulige maksimumspunkter i (0, 0) og (0, 1).

Linjestykket fra (1, 0) til (0, 1): Pa dette linjestykket er y = 1 — x, og vi far
IR I 2
Ax, 1 x)—16(x + (1 —x)%) for 0<x<1

Dette er samme uttrykk som i det fgrste punktet ovenfor, og vi finner et minimum for
X = % og maksima for x = 0 og x = 1. Vi har dermed et mulig minimumspunkt i

(3. 3) og mulige maksimumspunkter i (1, 0) og (0, 1).
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W=

La oss ta en liten oppsummering: Vi har potensielle minimumspunkter i (

(%, 0), (O, %) og (%, %) Regner vi ut funksjonsverdiene, far vi A(%, %) = % og
A(3.0) = A(0, 1) = A(3.3) = 5. Dette betyr at minimumspunktet er (1, 1) og
minimumsverdien %. Vi fér altsd mimimalt areal nar vi deler opp staltraden i tre like

store deler.

P4 tilsvarende mate har vi de potensielle maksimumspunktene (0, 0), (1, 0) og
(0, 1). Regner vi ut funksjonsverdiene, far vi A(0,0) = A(1,0) = A(1,1) = %.
Maksimumsverdiene er altsa % oppnadd i hjgrmene A(0,0) = A(1,0) = A(1,1).
Geometrisk representerer disse hjgrnene den samme lgsningen — vi deler ikke opp
staltraden i det hele tatt, men bgyer den sammen til ett stort kvadrat. |

Eksemplet ovenfor viser at vi ikke kan neglisjere punktene pa randen av definisjons-
omradet — det kan hende at det er der det interessante foregar! Det neste eksemplet
illustrerer (blant annet) de problemene vi kan stgte pa nar definisjonsomradet ikke er
begrenset.

T3.1.11 Eksempel Vi skal lage en boks med volum V. Hvordan skal vi ordne oss
for at overflatearealet A skal bli minst mulig?
Kaller vi sidekantene x, y og z som vist pa figur T3.1.7, ser vi at arealet blir

A=2xy+2xz+2yz

Siden volumet V = xyz er gitt, kan vi eliminere en av variablene

1= —
Xy

Dette gir
2V 2V
Ax,y) =2xy+ — + —
y X

I dette uttrykket kan x og y veare vilkarlige, positive tall.

y
X
FigurT3.1.7
Vi deriverer A:
0A B 2V
ax x2
0A 2V
dy y?

\% \%
= — (0] X = —.
Y= g 2
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Setter vi det fgrste uttrykket inn i det andre, ser vi at

vo_x
(@Y

som gir x = +/V. Dette gir y = xlz = —~— = /V. Vi har altsa ett stasjonzrt punkt

(YV )2
(V7. YV).

La oss regne ut de annenderiverte:

9°A 4V A ’A 4V
axz  x3’ dydx ay2 3
Dette gir
AT =4
T2 (VY. VV) =
92A
VvV, Jv)=2
Byax( )
A 5~
og D = ‘3 i' = 16 — 4 = 12. Fglgelig er (W, W) et lokalt minimum. Legg
merke til at siden v v
v WA

svarer dette lokale minimumet til at vi lar kassen vare en kube (alle sider like lange)
med overflateareal
A=6-V?3

La oss oppsummere vare resultater sa langt: Vi har vist at funksjonen A bare har
ett stasjonzrt punkt, og det er et lokalt minimum for x = ~/V og y = +/V. Dersom
det finnes et globalt minimum, ma dette vare i punktet (W LV ) Mange vil nok
sla seg til ro med at dette betyr at (W NV ) er et globalt minimum, men det finnes
faktisk en annen mulighet — det kan tenkes at A n@rmer seg en lavere «minimalverdi»
enn 6V 2/3 uten noen gang 4 na frem til den. Vi skal na vise at dette ikke kan skje og at
Ao = 6V?/3 faktisk er den minste verdien arealet kan ha.

Vi tar utgangspunkt i at uttrykket for arealet

2V 2V
A(x,y) = 2xy + — + =
y X

bestar av tre positive ledd 2xy, 27‘/ og 27\/ Skal arealet vaere mindre enn Ag, ma i hvert
fall hvert av disse leddene vare mindre enn Ag. Begynner vi bakfra, ser vi at skal 27‘/

veere mindre enn Ag, ma

2V 1
x>—=_Vv'A
Ay~ 3

dvs. punktet (x, y) mé ligge til hgyre for den vertikale linjen x = 1V'!/3. Tilsvarende

ser vi at skal % vere mindre enn Ag, ma

1
LRTAVE
y = 3
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dvs. punktet (x, y) ma ligge over for den horisontale linjen y = %V 173 Til slutt ser vi
at skal 2xy vaere mindre enn Ag, ma

xy < % =3y?2/3

dvs. punktet (x, y) ma ligge under hyperbelen xy = 3V?/3,

Kombinerer vi disse kravene, ser vi at (x, y) ma ligge i det avgrensede omradet
pé figur T3.1.8 dersom det skal vare noe hdp om at A(x, y) < Ag = 6V?/3. Vi legger
ogsa merke til at pa randen av det avgrensede omradet vil A(x, y) > Ao —her er nemlig
ett av de tre leddene 2xy, 27‘/ og 27‘/ lik Ag mens de to andre er positive.

Inkluderer vi randen, er det avgrensede omradet lukket og begrenset. Ifglge
ekstremalverdisetningen i forrige seksjon har A et (globalt) minimumspunkt i dette
omrédet. Dette minimumspunktet kan ikke ligge pa randen siden verdien pa randen hele
tiden er stgrre enn verdien A i det indre punktet ( IV, YV ) Altsd ma minimumspunkt
ligge i det indre, og ifglge setning T3.1.3 méa det vare et stasjonert punkt. Siden det
eneste stasjonare punktet er (W NV ), ma dette veere et globalt minimum for A
pa det avgrensede omradet. Siden funksjonsverdien utenfor dette omradet alltid er
stgrre enn A(</V, /V'), ma (/V, ¥/V) vere det globale minimumet for A pa hele
definisjonsomradet. i

Det siste resonnementet i eksemplet ovenfor er ganske komplisert, og i praktiske opp-
gaver hender det ofte at man utelater argumenter av denne typen. Isteden argumenterer
man for at det ut i fra oppgavens praktiske tolkning ma finnes et maksimum eller
minimum. I eksemplet ovenfor virker det imidlertid ikke sa lett & gi et slikt argument.

Oppgaver
1. Finn de stasjonzre punktene til funksjonen:
a) f(x,y) =x>+2y* —4x +4y b) f(x,y)=x"+y> —xy
o) flx,y)=x>4+2xy—2y>+x+7y d) flx,y) =xed’

1 2
e) f(X,Y)ny—;‘f‘;
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2. Finn de stasjonzre punktene og avgjgr om de er lokale maksimums-, minimums- eller sadel-

punkter:

a) fx,y)=x>+y>—2x+4y b) f(x,y) =x’y> —4xy+6x — 6y
_ 243y d _ 1

o flx,y)=e ) fx,y) —xtyta2ty?

) f(x,y) =x+In(x*+y?)
3. Finn det stasjonare punktet til funksjonen
fx,y) =3x% 4+ 2xy +2y% — 2x + 6y
og avgjer om det er et lokalt maksimumspunkt, minimimumspunkt eller sadelpunkt.

4. Finn de stasjonare punktene til funksjonen
fx,y) = x> +5x% +3y% — 6xy
og avgjer om de er lokale maksimumspunkter, minimimumspunkter eller sadelpunkter.

5. Finn de stasjonere punktene til funksjonen
[ y) = 43x%y +3)°
og avgjgr om de er lokale maksimumspunkter, minimimumspunkter eller sadelpunkter.

6. Finn de stasjonzre punktene til funksjonen

fOy) =@ +yHe’
og avgjgr om de er lokale maksimumspunkter, minimimumspunkter eller sadelpunkter.

7. Finn de stasjon@re punktene til funksjonen

fa,y, ) =xyz—x*—y* =2
og avgjgr om de er lokale maksimumspunkter, minimimumspunkter eller sadelpunkter.

8. (Eksamen i MAT1110, 13/6, 2007)
a) Finn de stasjonre punktene til f(x, y) = 2xy + 4xy — y>.

b) Avgjgr om de stasjonare punktene er lokale maksimumspunkter, lokale minimumspunkter
eller sadelpunkter.

9. (Eksamen i MAT1110, 13/8, 2007)
a) Finn de stasjonzre punktene til f(x, y) = (x> + y?)e*.
b) Avgjgr om de stasjonzre punktene er lokale maksimumspunkter, lokale minimumspunkter
eller sadelpunkter.

x2+y

10. La f(x,y) = (x* — y})e™ 2
a) Finn de stasjon@re punktene til f og avgjer om de er lokale maksimumspunkter, lokale
minimumspunkter eller sadelpunkter.

2

b) Finn maksimum og minimum til f pd omradet { (x,y) | |x| < 1,|y] < 3}. Bruk en
datamaskin eller en lommeregner til a tegne grafen.

11. Du skal lage en boks med volum V. Boksen skal ha bunn og fire sideflater, men ingen topp.
Hvordan skal du lage boksen for at overflatearealet skal bli minst mulig?
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12. Du skal lage en ramme av stalrgr som skal brukes som reisverk til et telt. Rammen bestar av
fire bein med lengde x festet til et rektangel med sider y og z, se figur under. Lengdene x, y og
z méles i meter.

Volumet V = xyz av teltet skal vaere 500 m>. Din oppgave er 4 lage teltet slik at den totale
lengden L av stalrgr som gar med blir minst mulig.

a) Begrunn at lengden L kan skrives som
1000
Lx,y)=4x+2y+ ——
Xy
og finn de partiellderiverte % og %

b) Bestem de dimensjonene av teltet som gjgr totallengden av stélrgr minst mulig.

13. Vi skal bygge en rettvinklet kasse uten lokk, se figur nedenfor. Kassen skal ha sidelengder x og
y og hgyde z. Selve «skjelettet» til kassen skal lages av 12 tynne rgr (markert med streker pa
figuren). Den totale lengden rgr vi skal benytte er 56 meter.

a) Begrunn at arealet A av kassens utside (de fire veggene pluss bunnen) som funksjon av x
og y kan skrives
A(x,y) = 28x + 28y — 2x? — 2y* — 3xy.

og finn de partiellderiverte av A. Bestem deretter eventuelle punkter (x, y) der begge de
partiellderiverte er null, og avgjgr om disse punktene er lokale minimumspunkter for A,
lokale maksimumspunkter for A eller ingen av delene.

b) Finn maksimumsverdien for A(x, y) pd omradet i xy-planet gitt ved0 < x < 14,0 <y <
14. Hvordan bgr sidelengdene x og y velges for at arealet av kassens utside skal bli stgrst
mulig? (Begrunn svaret.)

14. (Eksamen i MAT 1100, 9/12, 2005) Oslo kommune planlegger & bygge et akvarium med volum
5000 m?*. Kostnadene er gitt ved:

Fronten — en glassplate: 1000 kr per m?.
Sidekantene — 3 stk i stil: 300 kr per m?

Bunnen - i sement: 500 kr per m?

Anta glassplaten har lengde ! og hgyde h. Forklar hvorfor materialene koster

30000 25000
£, k) = 100 <l3lh I T)
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Finn / og & som minimaliserer materialkostnadene.

15. Etbaderom har takhgyde 3 m og et kvadratisk gulv som er 4 m?. I dette rommet skal vi plassere
et badekar av lengde x, bredde y og hgyde z (mélt i meter) og med volum xyz = % m?.

3
Badekaret skal plasseres i det ene hjgrnet av baderommet som vist pa tegningen.

Ut i fra dimensjonene pa rommet og karet far vi: 0 < x <2,0 <y <2,0 < z < 3 (og derfor
ogsd xy = % > % (m)?). Vi skal flislegge de to veggene badekaret bergrer, samt badegulvet,
men vi flislegger bare de delene av veggene og gulvet som badekaret ikke dekker. Vi bruker to
forskjellige typer fliser til vegger og gulv. Prisen pé veggflisene er 90 kr/m? og pa gulvflisene

60 kr/m?. La P(x, y) betegne totalprisen pé flisene som funksjon av x og y angitt i kr.
a) Vis at vi far
60
Px,y)=1320— — — — — 60xy,

P aP
og beregn - 0g R

b) For a fa oversikt over utgiftene til flisleggingen gnsker vi a finne den verdien av (x, y) som
gjgr at P(x, y) blir stgrst mulig. Finn denne verdien av (x, y) og den tilsvarende verdien
til P.

16. Det amerikanske postvesenet ekspederer bare pakker der summen av lengde, bredde og hgyde
er mindre enn 108 tommer. Hva er det stgrste volumet en kasseformet pakke kan ha?

17. En fabrikk produserer to modeller av en vare. Det koster 400 kr & lage standardmodellen og
600 kr a lage luksusmodellen. Undersgkelser viser at nar utsalgsprisene for standardmodellen
og luksusmodellen er hhv. x og y kroner, sa far fabrikken solgt 5(y — x) eksemplarer av
standardmodellen og 450000 4 500(x — 2y) eksemplarer av luksusmodellen. Hvordan skal
prisene settes for & maksimere fortjenesten?

18. To bedrifter konkurrerer om a selge nesten identiske varer i samme marked. En gkning i pro-
duksjonen hos den ene bedriften fgrer derfor til svikt i inntektene hos den andre. Hvis bedrift A
produserer x enheter per méaned, og bedrift B produserer y enheter per maned, er de méanedlige
fortjenestene gitt ved

X2 y?

P =12000x — — — — for bedrift A
2 4
2 2

0 = 12000y — y? - % for bedrift B

a) Dersom bedriftene ikke samarbeider om 4 fastsette produksjon, er det naturlig 4 anta at hver
av bedriftene uavhengig av den andre fastsetter sin produksjon slik at egen fortjeneste blir
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19.

20.

b)

c)

sa stor som mulig. Dessuten antar hver av bedriftene at den andre gjgr det samme. Forklar
hvorfor produksjonsnivéet (x, y) er lgsningen av ligningssystemet

P
ax

00
ay_

0 og 0

Finn fortjenestene til A og B i dette tilfellet.

Bedriftsledelsen i de to bedriftene tror at ved & samarbeide om produksjonsnivéet kan de
gke den totale fortjenesten til bedriftene. Forklar at det optimale produksjonsnivéet na er
Igsningen av ligningssystemet

aP 0 aP 9
—+—Q=O og —+—Q=O
ax ax ay ay

Finn fortjenestene til A og B i dette tilfellet.

Anta at bedriftene i hemmelighet har samarbeidet om a fastsette produksjonsnivaet. Etter
en stund oppdager bedrift B, som tidligere var mest lgnnsom, at bedrift A na er blitt
markedsleder. Bedrift B bestemmer seg derfor for & bryte avtalen uten a si fra til A. Gitt at
A fastholder sitt produksjonsniva fra b), hvordan skal B velge sitt produksjonsniva for a fa
stgrst mulig fortjeneste? Hva blir fortjenestene til A og B i dette tilfellet?

I denne oppgaven er f(x, y) = x* + y*.

a)

b)

)

Vis at (0,0) er et stasjonart punkt der Hesse-determinanten D er lik null. Vis at (0,0) er et
minimumspunkt for funksjonen.

Lag en funksjon g(x, y) der (0,0) er et maksimumspunkt, men hvor Hesse-determinanten
i (0,0) er lik null.

Lag en funksjon A (x, y) slik at (0,0) er et sadelpunkt, men hvor Hesse-determinanten i (0,0)
er lik null.

I denne oppgaven skal vi se pa noen viktige forskjeller mellom funksjoner av henholdsvis én
og flere variable.

a)

b)

)

d)

e)

La f:R — R veare en deriverbar funksjon av én variabel og anta at det eneste stasjonare
punktet til f er et lokalt maksimum i a. Vis at da er a et globalt maksimum for f.
La
fay=1-x"=(1+x%’
Vis at (0,0) er det eneste stasjonre punktet til f.
Vis at (0,0) er et lokalt maksimum, men ikke et globalt maksimum for f. Bruk en datamaskin

eller lommeregner til & tegne grafen til f, og tenk gjennom forskjellen pa én og flere
dimensjoner.

La g:R — R vare en kontinuerlig funksjon av én variabel og anta at a og b er to lokale
maksimumspunkter for f. Vis at det finnes et lokalt minimumspunkt mellom a og b.
La

g(x,y) = 4x2e” — 2x* — ¥
Vis at de stasjonazre punktene til g er (—1, 0) og (1, 0).
Vis at begge de to stasjonzre punktene til g er lokale maksimumspunkter. Bruk en datama-
skin eller lommeregner til & tegne grafen til g, og tenk gjennom forskjellen pa én og flere
dimensjoner.

Tilleggskapittel 3 Optimering av funksjoner av flere variable



LEX] Lagranges multiplikatormetode

I forrige seksjon sa vi hvordan vi kan finne de lokale maksimums- og minimumspunk-
tene til en funksjon f(x, x2,..., X;) av flere variable nar x, xo, ..., x,, far lov til
a ha alle verdiene i definisjonsomradet til f. Vi skal na se hva som skjer nar vi har
begrensninger (sékalte bibetingelser) pa variablene.

I de enkleste problemene av denne typen har vi to funksjoner f(x, y) og g(x, y),
og vi gnsker a finne den stgrste og/eller minste verdien til f(x, y) blant de punktene
som tilfredsstiller bibetingelsen g(x, y) = b, der b er en gitt konstant. La oss begynne
med et enkelt (men langt!) eksempel.

T3.2.1 Eksempel Vi skal finne maksimums- og minimumsverdien til funksjonen
f(x,y) = xy pasirkelen x> 4+ y> = 1. Setter vi g(x, y) = x> + y2, ser vi at dette er
en bibetingelse g(x, y) = 1 av typen vi beskrev ovenfor. Det er flere mater & Igse dette
problemet pa. Den mest naturlige er kanskije 4 Igse ligningen x4 y? = 1 for y og sette
inn (substituere) resultatet i f. Da far vi to optimeringsproblemer med én variabel,

h(x) =xv1—x2

for gvre halvsirkel, og
k(x) = —xv/1 — x2

for nedre halvsirkel. Det er lett & finne maksimumspunktene til disse funksjonene ved
vanlige metoder.

Selv om «substitusjonsmetoden» fungerer bra i dette eksemplet, har den en fun-
damental svakhet. Dersom bibetingelsen er mer komplisert enn x2 + y? = 1, klarer vi
ikke a 1gse ligningen for én av variablene, og hele forsgket vart bryter sammen. Vi gns-
ker derfor a finne en metode som ikke er basert pa at vi lgser ligninger og substituerer.

Ay

\i

FigurT3.2.1 Nivakurver og bibetingelseskurve
I figur T3.2.1 har vi tegnet opp punktene som tilfredsstiller bibetingelsene (sirkelen)

sammen med noen av nivakurvene til funksjonen f(x, y) = xy. En nivdkurve N, =
{(x,¥) | f(x,y) = c}erenkurve bestaende av alle punkter med en gitt funksjonsverdi
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c¢. Nivakurvene pa figuren tilsvarer funksjonsverdiene fra —1.6 til 1.6 med trinn pa 0.2.
Absoluttverdien til funksjonen vokser med x og y, sa det er de ytterste nivakurvene som
svarer til hgye positive og negative funksjonsverdier (legg merke til at f har positive
verdier i fgrste og tredje kvadrant, og negative verdier i annen og fjerde kvadrant).

Vi ser at det er noen nivakurver som ikke skjarer bibetingelseskurven i det hele
tatt — de tilsvarer verdier som funksjonen ikke kan ha sa lenge vi innskrenker oss til
punkter pa sirkelen. Nivakurver som skjerer sirkelen, tilsvarer verdier som funksjonen
har pé sirkelen. De stgrste og minste verdiene far vi nir nivikurvene bare bergrer
sirkelen og gar ut igjen. Figur T3.2.2 viser denne situasjonen.

Ay

Figur73.2.2 Optimale nivakurver

Nivakurvene i figur T3.2.2 tilsvarer verdiene % (i fgrste og tredje kvadrant) og —% @

annen og fjerde kvadrant), s& maksimumsverdien til funksjonen pé sirkelen er % og

minimumsverdien er —%.

Legg merke til at nivakurvene i figur T3.2.2 tangerer bibetingelseskurven. Det
er lett & innse at dette er et fenomen som ikke bare gjelder i dette eksemplet, men
som gjelder generelt nar man skal optimere en funksjon f (x, y) under en bibetingelse
g(x, y) = b—dersom nivakurven krysser bibetingelseskurven, vil vi normalt ha stgrre
verdier pa den ene siden av skjeringspunktet og mindre pa den andre (se figur T3.2.3).

Vf(a)

Vg(a)

g(x) = b (bibetingelse)
f(x) = ¢ (nivakurve)
FigurT3.2.3 aerikke et ekstremalpunkt under bibetingelsen g(x) = b

Dette betyr at nar vi leter etter vire maksimums- og minimumspunkter, s ma vi
lete etter punkter der nivakurven fangerer bibetingelseskurven, eller — sagt med andre
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ord — der normalen til nivakurven er parallell med normalen til bibetingelseskurven
(se figur T3.2.4). Disse normalene er lette & finne siden det viser seg at gradienter
alltid star normalt pa nivakurver (prgv a overbevise deg selv om dette — det henger
sammen med at gradienten peker i en retningen hvor funksjonen vokser raskest), og
bibetingelseskurven er en nivakurve for funksjonen g(x, y). Vi leter altsa etter punkter
der de to gradientene V f(x, y) og Vg(x, y) er parallelle, dvs. punkter der det finnes
ettall A slikat V f(x, y) = AVg(x, y).

f(x) = ¢ (nivakurve)

f(x)>c

g(x) = b (bibetingelse)

Vf(a)

FigurT3.2.4 aer et minimumspunkt under bibetingelsen g(x) = b

I eksemplet vart er

Vfx,y) = ()yc) og Vg(x,y) = (§§>

og vi er pa jakt etter punkter der disse er parallelle, dvs. punkter der det finnes et tall

A slik at
VAN 2x
(1)=+()

Skriver vi ut denne ligningen komponentvis, far vi

y =2Ax
x =2Ay

Dette gir oss to ligninger med tre ukjente, x, y og A. Den nye ukjente A som har
sneket seg inn i regnestykket, kalles en Lagrangemultiplikator og har gitt navn til
hele metoden. I tillegg har vi en tredje ligning siden punktet vart ma tilfredsstille
bibetingelsen:

x4yt =1

Dette ligningssystemet med tre ligninger og tre ukjente kan Igses pd mange mater. La
oss fgrst observere at ingen av de ukjente x, y kan vare O, for hvis den ene er det,
ma den andre ogsa vaere det, og da far vi ikke oppfylt ligningen x> + y*> = 1. Dette
medfgrer at heller ikke A kan vare 0. Dermed kan vi dele den fgrste av ligningene vare
pa den andre, og fa

X

Y
x

som gir y> = x2. Setter vi dette inn i den tredje ligningen, far vi 2x> = 1 som gir
x = i%. Siden y? = x2, fir vi ogsd y = ig. Dermed har vi fire punkter vi
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ma se videre pa: (%, ‘/TE), (—ﬁ */—i), (—%, —g) og (#, —%) Setter vi inn i
funksjonen f(x, y) = xy, i

f<f2ﬁ) f<f f) |

0g
7 V2 Y2\ f V2O V2)
272) \27 2] 2
Dette stemmer svart godt med vare grafiske undersgkelser ovenfor, og siden ekstremal-
verdisetningen forteller oss at funksjonen f ma ha maksimums- og minimumspunkter
pa sirkelen (som er en lukket, begrenset mengde), ma vi ha en mak31mumsverd1 5 som

oppnas i punktene (%, %) og ( [ ‘[) og en minimumsverdi — 1 som oppnas i

punktene( [ ‘[) g([ f) |

La oss oppsummere eksemplet ovenfor i litt mer generelle vendinger. Vi har en funksjon
f(x, y) som vi gnsker & maksimere eller minimere under bibetingelsen g (x, y) = b, der
b er en konstant. Da ma vi lete etter punkter pa bibetingelseskurven der V f(x, y) =
AVg(x,y). Skriver vi ut denne ligningen komponentvis, far vi to ligninger med to
ukjente

af

) =28 y)
Bxx’y o 8xx’y

0 0
%(x,y) =A£<x,y>

I tillegg har vi bibetingelsen
gx,y)=>b

slik at vi fér tre ligninger med tre ukjente. Lgser vi dette ligningssystemet, vil vi (under
sveert generelle betingelser) ha funnet alle potensielle maksimums- og minimumspunk-
ter for problemet vart.

Vi kan generalisere enda litt lenger. Anta at vi har en funksjon

f(x11x2, "'7xm)
av m variable og en bibetingelse
g('x17-x23 ,xm) =b

Setter vi opp den samme ligningen V f(x1, x2, ..., X)) = AVg(xy, x2, ..., X;) som
fgr og skriver den ut komponentvis, far vi m ligninger med m+1 ukjente x1, x2, ..., Xp,
A

af g

O, x, o X)) = A— (X1, X2, )

3)(1 axl

g

_(x19x27 .. xm) - )"_(xl7x27 LR ,xm)

0x7 0x7

—(x1, x2, s Xm) = A—(x1, X2, s Xm)

me m
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Legger vi til bibetingelsen
g1, X2, .. xm) =D

har vi m + 1 ligninger med m + 1 ukjente. Igjen viser det seg at dette ligningssystemet
gir oss alle mulige maksimums- og minimumspunkter.

BEMERKNING: Ser du i litteraturen, vil du finne at bibetingelsene formuleres litt

forskjellig — i noen bgker finner du alltid formen g(xy, x3, ..., x;;) = 0, mens andre
tillater g(xy, x2, ..., x,,) = bforen vilkarlig b € R. Egentlig er det ikke noen forskjell
pa disse formene — har vi et krav av typen g(x1, x2, ..., X;;) = b, innfgrer vi bare en

ny funksjon
g(xths ---7xm) = g(xl’x29 "-,xm) _b,

og dermed har vi en bibetingelse av typen

g(xl,x2"~~’xm) :0

Siden Vg = Vg, blir betingelsene for maksimums-/minimumspunkt uforandret.

T3.2.2 Teorem (Lagranges multiplikatormetode med én bibetingelse)
Anta at U er en apen delmengde av R™, og at f,g : U — R er to funk-
sjoner med kontinuerlige partiellderiverte. La b vare et reelt tall, og anta at
X = (X1, X2, ..., Xy) er et lokalt maksimums- eller minimumspunkt for f pa
mengden

A={xeU|gkx) =b}

Dersom Vg(Xx) # 0, finnes det en konstant A € R slik at

V& = AVg®)

Legg merke til at det i teoremet er kommet inn en betingelse som vi ikke har nevnt
tidligere, nemlig at Vg(x) = 0. Dette er bare naturlig — dersom Vg(x) = 0, bryter
vart geometriske resonnement sammen, og hva som helst kan hende. Vi understreker
ogsa at teoremet bare hjelper oss a finne potensielle maksimums- og minimumspunkter
— et punkt som tilfredsstiller betingelsene, behgver ikke a vare noen av delene, men
kan vare et generalisert sadelpunkt.

La oss se pa et eksempel pa bruken.

T3.2.3 Eksempel Vi skal finne minimumsverdien til funksjonen

fe,y, ) =0—-3*+y +2°
under bibetingelsen x2 + 4y? — z = 0. Legg merke til at problemet har en geometrisk
tolkning — vi gnsker 4 finne det punktet (x, y, z) pa flaten z = x> + 4y? som har

kortest avstand til punktet (3, 0, 0).
Larvi g(x, y,z) = x> +4y> — z =0, ser vi at

2x
Vg(x,y,2) = ( 8y )
—1
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Siden Vg aldri er null, slipper vi & bry oss om tilfellet Vg (X) = 0. Vi ser videre at
2x —6

Vi, y.2)= ( 2y )

2z

Skriver vi ligningen V f (x, y, z) = AVg(x, y, z) pa komponentform, far vi (etter  ha
forkortet litt)

x—3=Ax
y=4ry
27 = —A

I tillegg har vi bibetingelsen
x2 44y —2=0

En av utfordringene ved Lagranges multiplikatormetode er & lgse ligningssystemene
vi kommer frem til. Ofte er dette ganske krevende fordi ligningssystemene far en uvant
form som vi ikke har noen standardmetode for lgse. I tilfellet vi na ser pa, kan det vaere
lurt & starte med ligning nummer to, y = 41y. Her er det to muligheter. Dersom y # O,
maai = le' Dersom y = 0, kan derimot A vere hva som helst. Vi ser pa disse tilfellene
hver for seg:

Tilfellet A = %: Den gverste ligningen blirna til x — 3 = %x, som gir x = 4, og
den tredje ligningen gir z = — %. Setter vi dette inn i den nederste ligningen, far vi

, 1
16+4y* +2=0

som dpenbart ikke har noen Igsning. Tilfellet A = }‘ fgrer derfor ikke frem.

Tilfellet y = 0: Vi sitter na igjen med tre ligninger for x, z og A, nemlig

x—3=Ax
27 = —A
x2—7=0
Eliminerer vi z fra de to siste, ser vi at A = —2x2, og setter vi dette inn i den gverste
ligningen, sitter vi igjen med x — 3 = —2x>, dvs.
203 +x-3=0

Vi ser at x = 1 er en lgsning av denne ligningen. For & undersgke om det finnes flere
lgsninger, polynomdividerer vi 2x3 4+ x — 3 med x — 1, og far 2x2 + 2x + 3 som ikke
har reelle rgtter. Dermed har vi bare én Igsning for x, nemlig x = 1. Siden x2—7=0,
fglger det at z = 1, (det fglger ogsa at A = —2, men A er vi egentlig ikke interessert i).

Vi har dermed sett at den eneste Igsningen av ligningssystemeter x = 1,y =
0, z = 1. Siden den geometriske tolkningen forteller oss at funksjonen ma ha et mini-
mumspunkt, er det dette vi har funnet. |
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BEMERKNING: Som vi allerede har observert, er det ofte krevende & Igse ligningssy-
stemene vi far fra Lagranges metode. I praksis bruker man gjerne numeriske teknikker
(f.eks. Newtons metode) til 4 finne Igsningene.

I forrige seksjon viste vi hvordan man kan finne lokale maksimums- og minimums-
punkter i det indre av et omrade ved & lete etter punkter der alle de partiellderiverte
er null. Men hva med eventuelle maksimal- og minimalpunkter pa randen til omradet?
De kan vi ofte finne ved hjelp av Lagranges multiplikatormetode slik neste eksempel
viser.

T3.2.4 Eksempel Vi skal finne maksimums- og minimumspunktene til funksjonen

fo,y)y=x*—y*

pa omradet
A={(x,y) eR*[x*+y* <1}

Hyvis et slikt punkt ligger i det indre av omradet, vet vi at de partiellderiverte ma vare
null i punktet. Siden

% = 2x og — = —3y-,
ax
ser vi at det eneste stasjonare punktet er (0, 0) og at (0, 0) = 0. Dette er var fgrste
kandidat til tittelen som maksimums- og minimumspunkt. De andre kandidatene ma
ligge pa randen
(ny) e R[22 3% = 1),

sa vi bruker Lagranges multiplikatormetode med f(x,y) = x> — y3 og g(x,y) =
x? 4 y2. Vi har

2 2
Vi, y) = (_3);2) og Vg, y) = (2);)

og skriver vi ligningen V f(x, y) = AVg(x, y) pa komponentform, far vi (etter litt
forkorting) ligningssystemet

X = AXx
—3y2 =2y
x2+y2 =1

Den fgrste ligningen kan oppfylles pa to mater, enten er x = O eller si er A = 1. Vi
ser pa tilfellene hver for seg. Hvis x = 0, fglger det fra den siste ligningen at y = +1.
Dette betyr at (0, £1) er mulige ekstremalpunkter. Setter vi isteden A = 1, far den
andre ligningen i systemet formen —3y? = 2y. Denne ligningen har to Igsninger,
y=0o0gy= —%. Setter vi disse lgsningene inn i den tredje ligningen, ser viaty = 0
girx =xlogaty= —% girx = :I:é.

Ialt har vi dermed sju kandidater: (0, 0), (0, 1), (£1, 0) og (:I:g —%) For a
finne maksimum og minimum, regner vi ut alle funksjonsverdiene:

373

f(@0,0)=0, f@O,£1)==F1, [f(£1,0)=1, f(:l:ﬁ —%>:§
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FigurT3.2.5 Grafisk fremstilling av flaten f(x, y) = x> — y3

Dette viser at maksimumsverdien 1 finner vi i punktene (0, —1), (%1, 0), mens mini-
mumsverdien —1 finner vi i punktet (0, 1).

Figur T3.2.5 viser grafen. Du ser tydelig de tre maksimumspunktene og det ene
minimumspunktet. Punktene (:i:é, _g) er lokale minimumspunkter nar du gar fra

3
topp til topp langs randen. Det indre punktet (0, O) er et sadelpunkt (men du kan ikke

vise det ved annenderivertesten siden determinanten D er null). |

BEMERKNING OM LAGRANGEFUNKSJONER: I mange bgker vil du finne teorien
ovenfor fremstilt pa en litt annen mate ved hjelp av sakalte Lagrangefunksjoner. For a
optimere funksjonen f(x, ..., x,,) under bibetingelsen g(xy, ..., x,;) = b, definerer
man Lagrangefunksjonen

Lxi, ..., xm, M) = f(x1, ..., xm) —Aegxy, ..., xm) —b)

(legg merke til at A na er blitt en variabel pa linje med xi, ..., x,,). La oss glemme
det opprinnelige problemet et gyeblikk, og heller finne de stasjonzre punktene til L.
Regner vi ut de partiellderiverte til L, far vi:

oL of N g
8x1 a 8x,~ 8x1

oL of N ag
Xy Oxm 0X;
oL

T —g(x1, ..., xm)+b

Setter vi disse uttrykkene lik 0, far vi akkurat de ligningene vi ma lgse nar vi bruker Lag-
ranges multiplikatormetode — & bruke denne metoden er altsd det samme som a finne
de stasjon@re punktene til Lagrangefunksjonen! I en del bgker vil du derfor se at man
lgser optimeringsproblemer under bibetingelser ved & skrive opp Lagrangefunksjoner
og lete etter deres stasjonre punkter.
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Det er en ting til du bgr vere klar over. Noen bgker bytter fortegn pa A-leddet i
Lagrangefunksjonen og skriver den som

L(x1, ..., Xm, A) :f(xl,...,xm)+k(g(x1,...,xm)—b)

Dette spiller ingen rolle — maksimums- og minimumspunktene er de samme som fgr,
det er bare A som far omvendt fortegn av det den ellers ville ha fatt.

Lagranges multiplikatormetode med flere bibetingelser

Vi skal né se pa Lagranges multiplikatormetode nér vi gnsker a optimere en funksjon

f(xl,x%---axm)

under flere bibetingelser
g1(xX1,x2, ..., Xpm) = by
g2(X1, %2, ..., Xm) = b2

gk(xlax27 .. "-xl’l’l) - bk

Normalt ma vi ha k < m for 4 fa et fornuftig ekstremalproblem, og vi skal derfor anta
at dette alltid er tilfellet.

For a fa en fglelse for problemet ser vi fgrst pa tilfellet der vi gnsker & maksimere
en funksjon

fx,y,2)
av tre variable under to bibetingelser
gi(x,y,2) =b
g(x,y,2) = b

De to ligningene g (x, y, z) = b; og g2(x, y, z) = b, vil normalt definere to flater i
rommet som skjerer hverandre langs en kurve (se figur T3.2.6). Problemet er altsé &
finne den stgrste verdien til f langs denne kurven.

FigurT3.2.6 De to flatene g;(x) = b; og g>(X) = b,
skjeerer hverandre i en kurve

Husk at gradienten til f peker i den retningen hvor f vokser raskest. Dersom V f
ikke star normalt pa kurven, er det rimelig & tro at funksjonen langs kurven stiger i den
retningen hvor V f peker. Skal vi derfor ha maksimum i et punkt, ma V f i dette punktet
st normalt pa kurven, dvs. den ma ligge i normalplanet til kurven. Dette normalplanet
et utspent av normalvektorene til flatene (prgv & forstd dette geometrisk!), og V f ma
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derfor vaere en linezrkombinasjon av normalvektorene Vg og Vg, til de to flatene (se
figur T3.2.7).

Vi venter derfor & finne maksimalverdien i et punkt (x, y, z) der det finnes kon-
stanter A; og A; slik at

Vi, y,2) =mMVgi(X,y,2) + 2Vg(X, ¥, 2)

Teorem T3.2.5 nedenfor forteller oss at denne geometriske intuisjonen er riktig.

Vgl (a) Vf(a)

DI

FigurT3.2.7 V f(a) som lineerkombinasjon av Vg;(a) og Vg,(a)

T3.2.5 Teorem (Lagranges multiplikatormetode med flere bibetingelser)
Anta at U er en apen delmengde av R™, og at f, g1,82,...,8 : U — Rer
funksjoner med kontinuerlige partiellderiverte. Anta at by, ba, ..., by er reelle
tall og at X = (X1, X2, ..., X;) er et lokalt maksimums- eller minimumspunkt
for f pa mengden

A={xecU]|gi(x)=b1,8X) =by,...,gk(x) = by}

Dersom Vg (X), Vga(X), ..., Vgr(X) lineert uavhengige, sa finnes det konstan-
ter Ay, Ap, ..., A slik at

Vi) =MVgiX) +42VerX) + - + A Vg (X)

Fgr vi ser pa et eksempel, skal vi ta en nermere kikk pa hva teoremet sier. Legg merke
til at vi nd har et ligningssystem med m + k ukjente xi, x2, ..., Xp, A1, A2, - - -, Ak,
men at vi ogsa har m + k ligninger: Skriver vi ut ligningen

Vi) =x1Vgi(x)+ A VX)) + -+ A Vegr(x)

komponentvis, far vi m ligninger, og bibetingelsene

g1(x) = by
g (X) =by
gk (X) = by

gir oss de k siste.
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T3.2.6 Eksempel Vi skal minimere funksjonen f(x, y,z) = x> + y> + z? under
bibetingelsene

xX+2y—z=2
—x+y+2z=1

(Dette er ekvivalent med a finne det punktet pa skjeringslinjen mellom planene x +
2y —z =20g —x +y+2z = | som ligger nzrmest origo, sa det er klart at problemet
har en lgsning). Vi regner ut gradientene til f og funksjonene g;(x, y,z) = x+2y—z,
ex,y,2)=—x+y+2z:

2x 1 —1
Vfx,y,2)= <2y), Vgi(x,y,2) = ( 2>, Vg (x,y,2) = ( 1)
2z —1 2

Ifglge teoremet ovenfor leter vi etter punkter der

()= ()0

Skriver vi ut ligningen komponentvis, far vi

2x = )\.1 —)\.2
2y =201 + Ay
2z = —A1 + 20

og i tillegg har vi bibetingelsene

x+2y—z:2
—x+y+2z=1,

altsa fem ligninger med fem ukjente. Ligningssystemet er linezert og kan lgses ved
vare standardmetoder, men vi velger en snarvei. Fra de tre fgrste ligningene, far vi

uttrykkene x = % — A2—2, y=Ar+ %, 7= —%‘ + XAy, som Vi setter inn i de to siste
ligningene. Resultatet er
A
3 — 22 =2
2
Mo,
2 :=

Lgser vi dette ligningssystemet, far vi % og iy = %. Setter vi inn i uttrykkene

for x, y og z, far vix = %, y = %, 7= 35 Siden det geometriske minimaliserings-

problemet vart apenbart har en lgsning, og x = %, y = %, = % er den eneste

kandidaten, er problemet lgst. |

[w I

BEMERKNING: Vi skal ikke komme narmere inn pa det her, men nevner i forbifarten
at det ogsa finnes annenderiverttester for ekstremalverdiproblemer med bibetingelser.
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BEMERKNING OM LAGRANGEFUNKSJONER: Ogsa nar vi skal optimere en funksjon
f(x1, ..., xy) under flere bibetingelser g1 (x1, ..., Xm) = b1, ..., gk (X1, ..., Xp) =
by er det mulig & formulere problemstillingen ved hjelp av en Lagrangefunksjon L. I
dette tilfellet far L formen

Lxy, ooy XmyAlyeeos M) = f(X1, v vy Xim)
—d(giCxt, ooy X)) —b1) — - — Ap(8k (X1, .o, Xm) — D)

Regner vi ut de partiellderiverte til L, far vi:

aL of 0g1 08k

— = —— —Al— — ... = M

ax;  0xy axy 0xy

oL 0 0 0
= f —_ )\,] gl - - )\.kﬁ

X, 0Xpm X 0xm

oL ( )+ b

= X1, » X

9 81X1 m 1

oL

8_)% = —gr(x1, s Xm) + b

Setter vi disse uttrykkene lik O, far vi akkurat de ligningene vi mé lgse nar vi bruker
Lagranges multiplikatormetode. Akkurat som for problemer med én bibetingelse kan
vi altsd lgse optimeringsproblemer med flere bibetingelser ved & finne de stasjonzre
punktene til Lagrangefunksjonen.

Ver oppmerksom pé at noen bgker bytter fortegn pa A-leddene i Lagrangefunk-
sjonen slik at den blir seende slik ut:

L(x17~-'axma)\'1’"'v)\‘k):f(xlv"'vxm)
+A(g1(xr, oy Xm) —b1) - A A (X1, oo X)) — D)

Dette spiller ingen rolle — maksimums- og minimumspunktene er de samme som fgr,
det er bare A-ene som far omvendt fortegn av det de ellers ville ha fatt.

@konomisk tolkning av Lagrangemultiplikatorer

Lagranges multiplikatormetode brukes mye i gkonomiske fag. Det er ikke s& vanskelig
a forsta hvorfor — i gkonomi er man opptatt av maksimums- og minimumsproblemer
(man gnsker f.eks. & maksimere inntektene og minimere utgiftene), men samtidig har
man naturlige bibetingelser — man kan f.eks. ha en begrenset sum a kjgpe ravarer for,
eller man har et begrenset antall arbeidstimer & fordele pa ulike oppgaver.

I de eksemplene vi har sett pa hittil, har Lagrangemultiplikatorene spilt en under-
ordnet rolle; de har vart hjelpestgrrelser vi har trengt for a lgse problemet vart, men de
har ikke hatt noen selvstendig betydning. I en del gkonomiproblemer spiller imidlertid
Lagrangemultiplikatorene en viktig rolle.

La oss tenke oss av vi gnsker 4 maksimere en inntektsfunksjon f(x) under bi-
betingelsene g1(x) = by, g(xX) = by, ..., gr(X) = by. Dersom vi endrer verdiene
by, by, ..., by, ma vi selvfglgelig regne med at bade maksimalpunktet X og maksi-
malverdien y = f(X) endrer seg. Vi kan derfor tenke pa disse som funksjoner av
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b = (b1, by, ..., by),altsax(b), y(b) = f(x(b)). Dersom Ay, Ay, ..., A er Lagrange-
multiplikatorene som gir maksimumspunktet X(b), antar vi at disse er funksjoner av b,
altsd 11 (b), A2(b), ..., Ar(b). Deter lurt & tenke pa b1, by, .. ., by som innsatsfaktorer
i produksjonen — b; er kanskje det totalet belgpet vi er villige til a kjgpe ravarer for,
b, er det totale antall arbeidstimer vi er villige til & bruke i produksjonen, b3 belgpet
vi bruker pa & videreutvikle produktene osv.

Et naturlig spgrsmél er hvordan en endring i innsatsfaktorene vil pavirke inn-
tektene — hvor mye vil vi f.eks. tjene pa a gke arbeidsinnsatsen med 10 %? Disse
endringene males av de partiellderiverte

ay af (x(b))
L (p) = L
Bbi( ) ab;
Som vi snart skal se, er
%y (b) = A;(b)
ap; "

Dette betyr at dersom vi gir innsatsfaktoren b; en liten gkning Ab;, sa gker inntektene
med A; (b) Ab;. Dersom kostnadene ved 4 oke b; én enhet er mindre enn A; (b), sd l¢nner
det seg altsa a gke innsatsfaktoren b;, men dersom kostnadene er stgrre enn A; (b), Ignner
det seg a redusere b;. Av denne grunn kalles X; (b) likevektsprisen til innsatsfaktor b;
(den kalles ogsa skyggeprisen for & understreke at den ikke ngdvendigvis har noe med
den virkelige prisen & gjgre).
La oss na vise at

ay

3, (b) = 4i(b)
Vi skal ikke gjennomfgre et fullstendig matematisk resonnement, men vise at denne
formelen fglger dersom vi antar at de involverte funksjonene er deriverbare (det gar an
a vise at dette er tilfellet under svert rimelige betingelser). La oss begynne med & se
pa bibetingelsene. Siden de alltid er oppfylt, har vi

gj(X(b)) = b;

Deriverer vi dette uttrykket mhp. b;, far vi (husk kjerneregelen pa venstresiden!):

08 0%,
Zlaxno«(b)) . (b)-{

n=

1 hvisi =

3.1)
0 ellers

Deriverer vi inntektsfunksjonen mhp. b;, far vi tilsvarende

0y oD o~ A 9K,
3y ) = g S &) = ; 7, KON 7= (b)
Ifglge Lagrangebetingelsene er
af k dg;
- _ ) J /=
o (X)) = ,; 2 () 5 (X(B))
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og setter vi dette inn i uttrykket ovenfor, far vi

07 e, 08 O
o ® = D3 (b) 5 = R(B)) 77 (b)

n=1 j=1

k m -
g _ X,

= E 2j(b) E —— (X(b)) —(b) = A;(b)
= o o db;

der vi i siste overgang har brukt formel (3.1).

Oppgaver

1.

10.

11.

38

Finn maksimums- og minimumspunktene (hvis de finnes) til funksjonen f under bibetingel-
sen(e).

a) f(x,y)=4x —3ynarx>+y> =1

b) f(x,y)=xynar9x? +y2 =18

¢) f(x,v,2) =x>+y>+22nar2x —3y+2z7=17

d) f,v.2)=x+y+znirx>+y’=1log2x+z=1

e) f(x,y,z) =2x+43y ne°1r3x2—|—2y2=3

f) fx,y,2)=x>—2x+2y>+z>+zndrx+y+z=1log2x —y—z=>5

. Finn punktene pa flaten z> — xy = 1 som ligger n@rmest origo.

. Finn punktene pa skjeringkurven mellom flatene x> 4+ y> = 1 og x> — xy + y> — z> = 1 som

ligger na@rmest origo.

. Lgs oppgave 11 i forrige seksjon ved hjelp av Lagranges multiplikatorer.
. Lgs oppgave 12 i forrige seksjon ved hjelp av Lagranges multiplikatorer.
. Lgs oppgave 13 i forrige seksjon ved hjelp av Lagranges multiplikatorer.

. Lgs oppgave 16 i forrige seksjon ved hjelp av Lagranges multiplikatorer.

cLa f(x,y) =G 432+ 1) = 5 452

a) Finn de stasjon@re punktene til f og avgjer om de er lokale maksimumspunkter, lokale
minimumspunkter eller sadelpunkter.

b) Finn maksimum og minimum til f pa omradet { (x,y) | x> + y> < 1}. (Hint: Det kan
lgnne seg a bytte til polarkoordinater.)

. (Eksamen i MAT 1110, 13/6, 2008) Forklar at funksjonen f (x, y) = 2x 44y har maksimums-

og minimumspunkter under bibetingelsen { (x, y) € R? | x>4y? = 4}. Finn disse maksimums-
og minimumspunktene.

Kjeglesnittet K bestar av alle punkter (x, y) som oppfyller ligningen 9x%>4+4y*—18x+16y = 11

a) Hva slags kjeglesnitt er K? Lag en tegning av K der alle viktige stgrrelser er tegnet inn
(f.eks. sentrum, brennpunkter, halvakser, asymptoter etter hva som er aktuelt).

b) Forklar at funksjonen f(x, y) = 2x 4 y har en stgrste og minste verdi nar den begrenses
til mengden K. Finn disse maksimum- og minimumsverdiene.

En rektanguleer boks med kanter parallelle med koordinataksene skal plasseres inni ellipsoiden
Z—; + Z—; + i—; = 1. Hva er det stgrste volumet denne boksen kan ha?
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12. Av en sylinderformet stokk med radius r skal det skjeeres ut en bjelke med bredde 2x og hgyde
2y. (Se figur). Bereevnen til bjelken er proporsjonal med x og med kvadratet av y, dvs. den er
gitt ved funksjonen

f@xy) = kxy?

der k er en konstant.

- 22X —»

Finn de verdier av x og y som gir stgrst verdi for f(x, y).

13. En renne skal lages ved at en b cm bred metallplate brettes opp symmetrisk pa begge sider.
Figuren viser et tverrsnit av rennen. Hvordan ma vi velge bredden x og vinkelen u for at
tverrsnittet skal fa stgrst mulig areal?

14. Herons formel sier at arealet til en trekant med sider x, y, z er

A= s(s —x)(s — y)(s — 2)

ders = er halve omkretsen. Bruk Lagranges multiplikatormetode til & vise at blant alle
trekanter med samme omkrets, er det den likesidede som har stgrst areal.

X+y+z
2

15. La S vere ellipsoideflaten
2 2 2
x y z
2 Tptas!
a) Finn ligningen for tangentplanet til S i punktet (xo, Yo, 20)-
b) Anta at xg, yo, zo > 0. Finn volumet til pyramiden avgrenset av koordinatplanene og tan-

gentplanet til S i (xo, Yo, 20)-
¢) Finn det punktet (x, y, z) pa S med x, y, z > 0 som gjgr produktet xyz stgrst mulig.
d) Hva er det minste volumet pyramiden i b) kan ha?

16. Igkonomiregner man ofte at profitten kan modelleres som en Cobb-Douglasfunksjon. Det betyr
atprofitten er gitt ved P (x, y) = Kx*y? der K, a, B er positive konstanter, og x og y stér for det
belgpet man investerer i forskjellige «innsatsfaktorer», f.eks. kan x vare investeringen i ravarer
og y investeringen i arbeidskraft. Anta at den totale investeringen er gitt, dvs. atx +y = S, der
S er en konstant.

a) Vis at profitten er stgrst nar x = %, y = 0%

b) Generaliser resultatet ovenfor til flere innsatsfaktorer. Anta at

Hva er den maksimale profitten?

o] a2 «,
P(xi,x2, ..., x0) = Kxy ' x,° ... x,"

(der K, a1, o, . . ., &, er positive konstanter) og finn maksimumsverdien til P under bibe-
tingelsen x; +x, + -+ - 4+ x, = S.
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17. Anta at en forbruker har valget mellom to varetyper. De to vareslagene koster hhv. p og g kroner
per enhet. I gkonomiske modeller regner man ofte med at nytten forbrukeren har av & kjgpe x
enheter av den ene varetypen og y enheter av den andre, er gitt ved en nyttefunksjon av typen

Ux,y)=alnx+blny

der a og b er positive konstanter. Dersom forbrukeren har S kroner til radighet, gnsker hun a

maksimere nyttefunksjon under bibetingelsen px + gy = S. Vist at hun far maksimalt utbytte
g _ _as _ _bsS

ved a velge x = m 08y = g

18. Et firma produserer to vareslag. Det har et samlet produksjonsbudsjett pa S kroner i aret og et
utviklingsbudsjett pa 7' kroner i aret. Firmaet regner at hvis det bruker x kroner pa produksjon
av vareslag 1 og samtidig bruker y kroner pa a videreutvikle produktet, vil overskuddet fra
vareslag 1 vere

Ux,y) = Ax“y!™

der A og « erkonstanter, 0 < o < 1. Hvis firmaet pd samme mate bruker z kroner pa produksjon
av vareslag 2 og samtidig bruker u kroner pa videreutvikling, regner det med at overskuddet
fra vareslag 2 vil vare

V(z,u) = B’u'™*

der B og B er konstanter, 0 < 8 < 1.

a) Forklar hvorfor det er naturlig for firmaet a optimere stgrrelsen U (x, y) + V(z, u) under
bibetingelsenex +z =S,y +u=T.

b) Vis at Lagranges multiplikatormetode leder til ligningene

X a—1
“A<;> =
o-an(3) -

B—1
(s) -

B
(1-p)B (3) =

x+z=3S§
y+u=T
¢) Vis ved & kombinere de to fgrste ligningene ovenfor at ’y—‘ = = L. Visogsdat £ = % £

d) Vis ved 4 kombinere den fgrste og tredje ligningen ovenfor at

el 2\
aa(5) e ()
y u

Sett inn uttrykkene for 7 og £ fra c) og vis at dette leder til formelen

1

p_[BBA—P) P77

A Aa¥(l — )l

e) For enkelthets skyld kaller vi uttrykket pa hgyre side av uttrykket ovenfor for K. Vi har med
andre ord £ = K. Ifglge c) har vi dermed § = %> K og & = % . Sett disse uttrykkene
inn i de to siste ligningen i ligningssystemet i b), og finn x, y, z og u.

19. 1 denne oppgaven skal vi se pa en anvendelse av Lagranges multiplikatormetode i statistisk
fysikk. La oss begynne med en kort skisse av den fysiske problemstillingen (selv om det egentlig
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ikke er ngdvendig a skjgnne fysikken for & Igse oppgaven): Vi har et system med N partikler
(N er et svert stort tall) som kan fordele seg pa n energinivaer Eq, E;, ..., E,. Den totale
energien til systemet er U, og sannsynligheten for & finne en tilfeldig partikkel pa energiniva E;
er p;. Malet er a finne den mest sannsynlige fordelingen av partiklene pa energinivaene. Denne
fordelingen er gitt ved vektoren (x1, x3, ..., x,) der x; er antall partikler pa niva E;.

Etter noen innledende betraktninger (som er ren sannsynlighetsregning) kommer man frem
til at man gnsker & finne maksimum til funksjonen

fOn %, x)=N=>Y xn <ﬁ>

i=1 Pi

under bibetingelsene

Z x;i =N (det totale antall partikler er NV)
i=1

n
Z x;, E;=U (den totale enegien er U)
i=1

a) La g ogh vere funksjonene g(x1, X, ..., x,) = 2 i Xi, h(x1, X2, ..., X0) = Yo X Ej.

Vis at ] 5 ah
—fz—ln il +1, —gzl og — =E;
Bx,- Di Bx,- Bx,-

b) Vis at Lagranges multiplikatormetode gir ligningene

—1n<£>+1:k+y,E,- for i=1,2,...,n
Pi

i tillegg til bibetingelsene Y/_, x; = N og Y/, x; Ei = U.
C) Vis at X; = pig—)h—ﬂ.EH-l.

d) Viinnfgrer na partisjonsfunksjonen Z = Z,N: , pie "Ei . Bruk den fgrste bibetingelsen til &
vise at x; = % pie *Ei Dermed har vi kvittet oss med den fgrste multiplikatoren A.

e) Visatden gjenvarende multiplikatoren p er bestemt av ligningen U = % S piEieMEi

Dette viser at v er knyttet til den totale energien til systemet. Faktisk viser det seg at u© = kLT

der T er temperaturen til systemet (malt i grader Kelvin) og k er en konstant (Boltzmanns
E

konstant). Vi ender dermed opp med den fundamentale sammenhengen x; = % pie_ﬁ som
kalles Maxwell-Boltzmann-fordelingen.

20. (Eksamen i MAT 1110 15/8, 2008, noe utvidet) I denne oppgaven er

ar arn ... Ay

aln ann N ans
A= .

ay,  ay P 4

en symmetrisk 7 x n-matrise, og f : R* — R er funksjonen f(x) = (Ax) - x (der (AX) - x
betegner skalarproduktet mellom vektorene Ax og x).

a) Vis at dersom X er en egenvektor fot A med egenverdi A, si er f(x) = A|x|?.

b) Vis at for alle vektorer X = (x, xp, ..., x,) er

n
2
fOx2, .00, %) = E ajix; +2 E ajjXiXj
im1 it
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der den siste summen er over alle par av ulike indekser 1 < i, j < n.

La S = {x € R" : |x| = 1} vaere det n-dimensjonale kuleskallet om origo med radius 1.
Forklar at nar vi innskrenker f til S, sa har funksjonen maksimums- og minimumspunkter.
Bruk Lagranges multiplikatormetode til & vise at disse maksimums- og minimumspunktene
er egenvektorer til A. Vis til slutt at maksimumsverdien til f pa S er den stgrste egenverdien
til A, mens minimumsverdien er den minste egenverdien til A.

Tilleggskapittel 3 Optimering av funksjoner av flere variable



Fasit

Fasit til seksjon T3.1

La)(2,—-1) b) (0,00 ¢ (-32.1) d)(-1,0), e (3.-4)

2.a)Min.i(1,—2) b)Sadelpunkti(—1,1) c¢)Min.i(0,0) d)Maks.i(3,—12)

e) Sadelpunkt i (—2, 0)

3. (1, —2), lokalt minimum. 4. (0, 0) er et lokalt minimum, (—%, —%) er et sadelpunkt.

5. (1, —%), sadelpunkt. 6. (—1, 0), lokalt minimum.

7. Lokalt minimum i (0, 0, 0), sadelpunkteri (2, 2, 2), (2, =2, =2), (=2, 2, =2), (-2, =2, 2)

8. a) Stasjonare punkter: (0, 0), (-2, 0), (—1, —1) b) De to fgrste punktene er sadelpunkter, det siste et
lokalt makiimum.

9.2) (0,0), (—2,0) b) (0, 0) er et lokalt (og faktisk et globalt) minimum, (—2, 0) er et sadelpunkt.

10. a) (0, 0) er et sadelpunkt, (iﬁ, 0) er lokale (og globale) maksimumspunkter, (O, j:ﬁ) er lokale (og
globale) minimumspunkter. b) Minimumsverdi: —2¢7 11 (0, ++/2). Maksimumsverdi: e 7 (£1, 0).

11. Sidene i grunnflaten skal vare ~/2V og hgyden E/TZT/

12~a)3—x=4—%,%—§=2—1}?—y020 b)x=5y=z=10

13. a) % =28 — 4x — 3y, %—A = 28 — 4y — 3x, lokalt maksimum for x =y =4
y

b) Maksimalt areal A = 122 for x = y = 4.

14.1 =52 pn=230

V78 V78
15. ) 3£ = 9 — 60y, % = % —60x b)Maksimalverdi P = 1140 forx = y = 1

16.x =y =27z=236 17. x = 650, y = 750

18.a) x = y = 12000, P = 36000000, Q0 = 48000000 b)x = 9000, y = 8000, P = 51500000,
0 =50500000 c)x =9000,y = 12000, P = 31500000, Q = 58500000
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Fasit til seksjon T3.2

1. a) Maks.verdi 5 i punktet (‘5—‘, —%), min.verdi —5 i punktet (—‘5—‘, %) b) Maks.verdi 3 i punktene (1, 3) og
(=1, =3), min.verdi —31i (1, —3) og (—1,3). c¢) Min.verdi 17 i punktet (2, —3, 2). Ingen maksimalverdi.
d) Maks.verdi 1 + V2 i punktet ( [ ‘[ 14+ 42 ) min.verdi 1 — +/2 i punktet (i —i \/5)

. 4 9
e) Maks.verdi T i punktet (—& 5 f) min.verdi — f i punktet (——=, ——). f) Min. Verd1 —Li

V707 V70
punktet (2, —é, —%).

2.(0,0,1), (0,0,-1) 3. (%1, 0,0), (0, £1, 0)
8. a) Lokalt min. i (0, 0), sadelpunkteri (£1,0) b) Min.verdi 01 (0, 0), maks.verdiIn2 + 11 (0, £1)
9. Maks. punkt (2[ 4f) min. punkt —(zsﬁ, 4‘75)
10. a) Ellipse med sentrum i (1, —2), halvaksera = 2, b = 3, brennvidde ¢ = «/5, brennpunkter (1, 2:|:\/§).
b) Maks. punkt (22, —1), min. punkt (—2), — )

abc R 2 b T
1LV = 2a=%y= IR Bar=btu=1

3/3 3
1S+ + %=1 hV=gre ox=9y="L7=25 dPabe
16. 2) Poax = K%—fﬁ:
b) P = K o for = Sy = S
18. ¥ = Sa(l aﬂ) ﬂaﬂKT’ y = S(1— ﬁ)(l(aa)ﬁ);;}((l —a)KT e SB(1 g) Q{()tﬂKT ogu = S(1— ﬂ)(l(ﬁo{)a)(;((l BKT
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Forord

Forord

Dette tilleggskapitlet gir en kort innfgring i regning med vektorer, determinanter og
parametriserte kurver. Stort sett skal vi holde oss i planet og rommet, men kapitlet
inneholder ogsa litt stoff som peker fremover mot det n-dimensjonale tilfellet. Selv
om de fleste lesere allerede vil ha vert borti vektorregning i den videregédende skolen,
har jeg for logikkens og sammenhengens skyld valgt a starte fremstillingen fra bunnen
av. I undervisningen vil det sikkert vere naturlig & hoppe over en del av det stoffet
som skal vare kjent fra for. Studenter som ikke har vert borti vektorregning tidligere,
vil kanskje finne fremstillingen noe kortfattet enkelte steder, og de vil kanskje fole seg
ekskludert av en del bemerkninger av typen: «Som vi husker fra videregdende skole, sa
...». Jeg haper likevel det vil vaere mulig 4 bruke kapitlet ogsa som en fgrste innfgring
i emnet.

En del av stoffet i dette kapitlet finnes ogsa i tilleggskapittel T2, men behandling
her er langsommere og mer elementar (den konsentrerer seg hovedsaklig om vektorer
i R og R3, mens fremstillingen i T2 stort sett handler om vektorer i R"). Det er
mulig & lese T1 forst og sd T2, men overlappet mellom kapitlene er sa pass stort at de
fleste nok vil vere mer forngyd med a velge ett av kapitlene. @nsker man en snill og
forsiktig viderefgring av vektorregningen i videregaende skole, er dette kapitlet best
egnet, men gnsker man en raskere og mer ambisigs innfgring, er T2 det beste valget
(her far man i tillegg med en del stoff om funksjoner av flere variable). Kapitlene har
til forskjellige tider vaert brukt i fgrste semester ved Universitetet i Oslo og fungerer
godt for studentgruppen der.

Litt om notasjon og organisering: Kapitlet er delt opp i «seksjoner» (seksjon 1,



seksjon 2 osv), som igjen er delt opp i «avsnitt» (avsnitt 3.1, avsnitt 3.2, osv). Definisjo-
ner, setninger og teoremer er nummerert fortlgpende innen hvert seksjon. Eksempler
og figurer er ogsa nummerert seksjonsvis, men med egen nummerering. Jeg bruker m
til 8 markere slutten pa et bevis, og B til a markere slutten pa et eksempel.

Til slutt en stor takk til Klara Hveberg som har kommet med en rekke konstruktive
forslag underveis, og som har hjulpet til med & lage fasiten.

Blindern, 29. juni, 2006
Tom Lindstrgm

Forord
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tilleggskapittel

Vektorregning og
parametriserte
kurver

Dette kapitlet er en repetisjon og viderefgring av vektorregningen i videregaende skole.
De fleste begrepene (som vektorer, linjer og parametriserte kurver) vil du kjenne fra
fgr, men noen (som vektorprodukt og determinanter) vil kanskje vare nye. I tillegg
til vektorregning i to og tre dimensjoner skal vi begynne & se litt pa vektorregning i n
dimensjoner — et tema som hgres mye skumlere ut enn det er!

LE®Y Regning med n-tupler

I denne seksjonen skal vi studere de grunnleggende regnereglene for n-tupler og se pa
noen eksempler som antyder hva n-tupler kan brukes til.

Et n-tuppel er en sekvens av n (reelle) tall (ap, az, ..., a,). For eksempel er
(3, -4, %, 7,0, 3) et 6-tuppel, mens (—1, 7, —1, i—;) eret4-tuppel. Tallene ay, a, . . .,
ay kalles komponentene til n-tuppelet (a;, a, . .., a,); a; er forstekomponenten, a; er
andrekomponenten osv. To n-tupler regnes som like dersom de inneholder de samme
tallene i den samme rekkefglgen. At (ai, ay, ..., a,) = (b1, ba, ..., by), betyr altsa at
ay=by,ay =0by,...,a, = b,. Legg merke til at (3, 2, 4) # (2, 3, 4); selv om tallene
er de samme, er rekkefglgen forskjellig.

I dette kapitlet skal vi bruke bokstaver i fete typer som navn pa n-tupler, f.eks.a =
(=2, 3,0, —17). Det er vanskelig & bruke fete typer nar man skriver for hdnd, og man
kan da isteden skrive en pil eller en strek over bokstaven — slik a = (-2, 3,0, —17)
eller slika = (-2, 3,0, —17).



Vi skal skrive 0 for det n-tuppelet som har alle komponenter lik 0, altsa 0 =
(0,0, ...,0). Hvis vi har et n-tuppel a = (ay, az, ..., a,), skriver vi —a for n-tuppelet

(_alv —az, ..., _an)~
Det er en naturlig méte & definere addisjon og subtraksjon av n-tupler pa. Dersom
a=(a,a,...,ay)ogb = (b1,by, ..., by),sder

a+b=(a1+b19a2+b25--'san+bn)

0g
a—b:(a1—bl,az—bz,...,an—bn)

Vi sier at vi adderer og subtraherer komponentvis. Legg merke til at vi bare kan addere
og subtrahere n-tupler av samme type — oppskriften ovenfor gir oss ikke noen maéte
a addere et 3-tuppel og et 7-tuppel pa. Fgr vi ser pa noen eksempler, tar vi med en
regneoperasjon til. Dersom s er et tall og a = (ay, az, . . ., a,) er et n-tuppel, definerer
vi produktet av s og a til & vere

sa = (say,say,...,sa,)
Vi ganger altsa s inn i hver komponent i a.
T1.1.1 Eksempel Vilara= (-2,3,0,—17)ogb = (4,—1,3,17). Daer
a+b=(-2+43+(-1,0+3,-17+17) =(2,2,3,0)

og
a—b=(-2-43-(-1),0-3,-17-17) = (-6,4, =3, =34)

Hvis s = 3, far vi

sa=3-(-2),3-3,3-0,3-(-17)) = (—6,9,0, =51)

Vi skal innfgre en regneoperasjon til. Dersoma = (a, az, ..., a,)ogh = (b1, by, .. .,
by) er to n-tupler, definerer vi skalarproduktet a - b ved

a-b=ab +aby+---+a,b,

Legg merke til at a - b er ikke er et n-tuppel, men et tall (eller en skalar som man
ofte sier nar man vil understreke at noe er et tall og ikke et n-tuppel). Hvis vi lar
a=1(-2,3,0,—17)ogb = (4, —1, 3, 17) som ovenfor, ser vi at

a-b=(-2)-44+3-(-D+0-3+(=17)-17=-8-3+0—289 = 300

Vi har na sett hvordan vi kan regne med n-tupler, og det er kanskje pa tide a
forklare hvorfor det er noen vits i slike regnestykker. Eksempelet nedenfor viser at
n-tupler er naturlige redskap nar vi skal holde styr pa mer informasjon enn det som
kan rommes i et enkelt tall, og at regneoperasjonene svarer til regnestykker det ofte er
naturlig & utfgre i slike sammenhenger.

T1.1.2 Eksempel En forretning har ansatt 7 studenter pa timebasis. For & holde
styr pa hvor mange timer hver student har arbeidet, kan vi bruke et 7-tuppel t =

Tilleggskapittel 1  Vektorregning og parametriserte kurver



(t1, to, ..., t7) der t; er antall timer den fgrste studenten har arbeidet, , er antall timer
den andre studenten har arbeidet osv. Dersom studentene arbeider mer, kan vi pa samme
mate kode tilleggstimene som et n-tuppel s = (sy, 52, ..., s7). Det totale antall timer
som studentene har arbeidet, er na gitt ved t + s.

Studentene har ulik erfaring og derfor ulik lgnn. Hvis student nummer én har en
timelgnn pa p; kroner, student nummer to har en timelgnn pa p, kroner osv., kan vi
ogsa representere lgnnen som et 7-tuppel p = (p1, p2, ..., p7). Dersom studentene
har arbeidet t = (1, 12, ..., t7) timer, er den totale lgnnen som forretningen skylder,
gitt av skalarproduktet p - t = pit; + pat2 + ... + p7t7. Dersom alle studentene far
et lgnnstillegg pa 7 prosent, far vi det nye lgnnstuppelet ved & gange det gamle med
skalaren 1.07, altsa 1.07p. |

Vi tar med noen eksempler til som viser hvordan n-tupler brukes til & holde styr pa
tallmessig informasjon i forskjellige sammenhenger.

T1.1.3 Eksempel Tilstanden til en gassbeholder er bestemt av trykket p, tempe-
raturen 7 og volumet V. Hvis du far i oppdrag & male tilstanden til beholderen ved
forskjellige tidspunkt, kan det vere naturlig a bruke 4-tupler (¢, p, T, V) der ¢ er tids-
punktet for malingen. Forskjellen mellom to malinger a og b er da gitt ved differensen
b —a. ]

T1.1.4 Eksempel Et bilde pa en fjernsynsskjerm eller en dataskjerm er bygget opp
av sma lysende punkter (piksler). Et vanlig format er 1280 x 1024 = 1310 720 piksler.
I hvert punkt ma vi angi styrken til hver av de tre grunnfargene rgdt, blatt og grent, sa
totalt har vi 3 x 1310720 = 3932160 tall & holde styr pa. En naturlig mate & gjgre
dette pa, er a oppfatte bilder som 3 932 160-tupler! |

Her er noen enkle regneregler for n-tupler (det finnes flere):

T1.1.5 Regneregler for n-tupler Dersom a, b og ¢ er n-tupler og s og ¢ er
reelle tall, gjelder fglgende regneregler:

(@) a+b=b+a

(b)a-b=Db-a

(c) s(a+b)=sa+sb

(d) (s+1r)a=sa-+tra

(e) c-(a+b)=c-a+c-bog(a+b)-c=a-c+b-c
(f) a-a > 0 med likhet hvis og bare hvisa = 0

Bevis: Alle disse reglene bevises lett ved a regne ut venstre- og hgyresiden og
kontrollere at svarene stemmer. Vi tar (c) og (f) som eksempler:

(c) Dersom a = (ay, az, ...,a,) ogb = (b1, ba, ..., by), ser vi at venstresiden
kan skrives

s(@+b) =s(ay +by,ax+ by, ... ,a, + by)
= (s(a1 +b1),s(a2 + b2), ..., s(an + by))
= (sa; + sby, sar + sby, ..., sa, + sby,)

Seksjon T1.1 Regning med n-tupler 9



Tilsvarende kan hgyresiden skrives

sa+sb = (saj,sar...,sa,)~+ (sby,sby...,sb,)
= (sa; + sby, sar + sby, ..., sa, + sby,)

Siden de to uttrykkene er like, er (c) bevist.

(f) Vi ser at
a~a=a12+a§+~--+a320
siden kvadrater aldri er negative. Likhet har vi dersom a% =0, a% =0,..., a,% =0,
dvs.dersoma; =0,a, =0,...,a, =0 =

Vi har nd innfgrt noen regneoperasjoner for n-tupler og sett pa noen av de enkleste
regnereglene. I de neste to seksjonene skal vi se at nér n er lik 2 eller 3, er ikke regning
med n-tupler noe annet enn regning med vektorer i planet og i rommet. Forskjellen er
bare at i rommet og i planet har vi muligheten til & forestille oss vektorene geometrisk,
og det gir oss en helt annen forstéelse av hva de er. Mot slutten av kapitlet skal vi
se at det er mulig & ta med seg mye av denne geometriske forstaelsen nér vi studerer
generelle n-tupler. Dette vil gi oss en slags geometrisk forstaelse av n-dimensjonale
objekter!

Fgr vi gar videre, tar vi med noen ord om notasjon. Mengden av alle n-tupler
kaller vi R". Nar vi skriver a € R", betyr dette derfor ikke noe annet enn at a er
et n-tuppel. I dette kapitlet skal vi stort sett holde oss til reelle n-tupler, men vi kan
selvfglgelig ogsa tenke oss n-tupler (c1, ¢, ..., ¢,) der komponentene c1, ¢, ..., Cy
er komplekse tall. Mengden av alle slike n-tupler kaller vi C". Vi kan gjgre det enda
mer generelt: Dersom A er en hvilken som helst mengde, betegner A" mengden av alle
n-tupler (a;, ap, ...,a,) dera; € Aforallei =1,2,...,n.

Oppgaver

1.

2.

Finna+b,a—b,saoga-bnara=(1,-2,4,-5,1),b=(-3,5,5,0,-3) ogs = 3.

Finna+b,a—b,saoga-bnara=(7,0,4,-2,-5,4),b=(0,2,1,—-6,0,—1) ogs = —4.

. Vi sier at a star ortogonalt pa b dersom a - b = 0. Vis at dersom a stéar ortogonalt pa bade b og

¢, sa star a ortogonalt pa b + c.

. Bevis punkt (d) i setning T1.1.5.

. Bevis punkt (e) i setning T1.1.5.

LE¥] Vektorer i planet

10

Et 2-tuppel er ikke noe annet enn et par (a1, ap). Geometrisk kan vi tenke pa et slikt
par pa to mater — enten som et punkt med koordinater a; og a,, eller som en vektor
(pil) som starter i origo og ender i dette punktet (se figur T1.2.1). I skolematematikken
bruker man gjerne forskjellig notasjon om man tenker pa paret som et punkt eller
som en vektor — et punkt (a1, ap) har runde parenteser, mens en vektor [aj, a>] har
klammeparenteser. Det er ganske tungvint & bruke to forskjellige notasjoner, og vi vil
derfor bruke runde parenteser a = (ap, ap) uansett om vi tenker pa a som et punkt eller

Tilleggskapittel 1  Vektorregning og parametriserte kurver



som en vektor. Hva som er naturlig, fremgar som regel av sammenhengen. Snakker vi
om en linje gjennom a, er det naturlig a tenke pa a som et punkt, men snakker vi om en
linje parallell med a, er det naturlig a tenke pa a som en vektor. Nar jeg lager figurer,
vil jeg noen ganger tegne paret (a;, a;) som en vektor og andre ganger som et punkt
etter hva jeg synes passer best 1 hvert enkelt tilfelle (se figur T1.2.1).

Ay Ay

T e a=(aa) T a=(ap, ay)

a; } X a; > x
FigurT1.2.1 a som et punkt og som en vektor

Ofte er det naturlig a tegne vektorer med et annet startpunkt enn origo. Vi skal derfor

regne to vektorer som like dersom de har samme retning og er like lange (selv om de

ikke starter samme sted). Figur T1.2.2 viser flere versjoner av den samme vektoren.

Ay

//
/ /
7 )

FigurT1.2.2 Forskjellige versjoner av samme vektor

A\

BEMERKNING: Det kan veere pa sin plass med en liten advarsel — det er ikke i alle
sammenhenger vi kan neglisjere startpunktet til en vektor. Det er greit i dette kapitlet
der vi bare er interessert i lengden og retningen til vektorer, men i fysikk symboliserer
ofte vektorene krefter, og da er startpunktet viktig fordi det markerer det stedet hvor
kraften angriper. Flytter vi startpunktet, far kraften ofte en helt annen virkning (tenk
pa en vektstang). I praksis er det nesten alltid klart om startpunktet spiller noen rolle
eller ikke, men det skader ikke & vere oppmerksom pa problemstillingen.

Geometrisk tolkning av regneoperasjonene

Nar n = 2, kan de regneoperasjonene vi innfgrte i forrige seksjon, tolkes som sam-
mensetting av vektorer. Figur T1.2.3 viser hvordan vi setter sammen vektorene a og b
for & fd a + b, og hvordan vi setter sammen ¢ og d for &4 fa ¢ — d.

Multiplikasjon med en skalar har ogsé en geometrisk tolkning. Dersom vi ganger
a med et positivt tall s, beholder vektoren retningen, men blir s ganger sa lang. Dersom
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vi ganger a med et negativt tall s, snur retningen 180° og den nye vektoren blir |s|
ganger sa lang som den opprinnelige (se figur T1.2.4).

Ay Ay
a+b b
d
c
c—d
a
X X
FigurT1.2.3 Addisjon og subtraksjon av vektorer
Ay
3a
a
X
(=2)a

FigurT1.2.4 Multiplikasjon med et tall
Lengden |a| til en vektor a = (ay, a) er gitt ved Pythagoras’ setning:

la| = \/a? + a3

Tilsvarende er avstanden d(a, b) mellom to punkter a = (a;, ax) og b = (by, by) gitt
ved

d(@a,b) = /(b1 —a)? + (b2 — a2)?
Legg merke til at
d(a,b) =|b —a|

Avstanden fra a til b er altsd lik lengden til vektoren b — a (lag en figur!).
To vektorer spiller en sa viktig rolle at de har fatt egne navn. Det er enhetsvek-

torene langs x- og y-aksen. Vi bruker betegnelsene
i=(,00 og j=(01

I enkelte bgker vil du isteden finne notasjonen

ex:(lao) Og ey:(o’l)
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Vi skal ikke gjgre mye bruk av disse betegnelsene i dette kapitlet, men det er greit &
vite om dem.

Fgr vi gar videre, tar vi oss tid til noen fa ord om hva vektorer kan brukes til
i fysikk. Der brukes vektorer til & beskrive fysiske fenomener som har bade retning
og stgrrelse, som for eksempel hastigheter og krefter. Nar man kjgrer i en bil, er det
ikke bare viktig & vite hvor fort man kjgrer — retningen har ogsa noe & si. Man kan
derfor beskrive hastigheten som en vektor der lengden angir hvor fort man kjgrer, og
der retningen til vektoren forteller hvilken vei man kjgrer. Nar man bruker en kraft for
a flytte en gjenstand, drar man ikke bare med en viss styrke, men ogsd i en bestemt
retning. For & beskrive en slik kraft, bruker man en vektor der lengden angir styrken
man drar med, og retningen angir hvilken vei man drar. Dersom det er flere krefter som
trekker gjenstanden i hver sin retning, blir den samlede kraften (resultanten) summen
av alle disse vektorene.

Oppgaver
1. Vi har vektorene a = (—2, 1) ogb = (1, 3). Tegn a, b, a + b, a — b i samme koordinatsystem.

2. Laa = (—1,3) ogb = (2,3). Tegn punktene a + b, a + 2b, a — b og a — 2b i samme
koordinatsystem. Beskriv mengden av alle punkter a + b.

3. Tegn et punkt a = (a, b). Tegn deretter punktene (—a, —b), (b, —a), (—b, a). Kommenter.
4. Finn avstanden fra (=7, 8) til (6, —3).

5. Vannet i en elv renner med en fart pa 1 m/s. Du kan svgmme med en fart pa 2 m/s relativt til
vannet. I hvilken retning bgr du svemme dersom du skal til et punkt tvers over elven? Hvor
lang tid bruker du pa turen dersom elven er 50 meter bred?

Skalarproduktet

Skalarproduktet av de to vektorene a = (ay, a;) ogb = (b1, by) er gitt pa vanlig mate:
a-b=a b+ arb
Vi ser at vi kan uttrykke lengden |a| til a ved hjelp av skalarproduktet pa denne maten:
a| =a-a

Sagt pa en annen mate er
a-a= |a|2

Denne sammenhengen er grei & bruke nar vi skal skrive opp kvadratsetningene for
vektorer.

T1.2.1 Kvadratsetninger for vektorer Dersom a og b er to vektorer i planet,
gjelder:

(a) |a+b|?> =|a]*+2a-b+ |bJ?
(b) l]a—b®> =|al> —2a-b+ |b]?
(©) (a+b)-(a—b) = lal* — |b|?

SeksjonT1.2 Vektoreriplanet 13



14

Bevis: Disse formlene kan bevises pa flere mater — man kan for eksempel
regne ut begge sider og se at man far det samme svaret, eller man kan bruke regne-
reglene T1.1.5 fra forrige seksjon. Som et eksempel skal jeg vise hvordan man bruker
regnereglene til & vise punkt (a) — de andre punktene greier du sikkert selv.

Vi starter med venstresiden og regner ut (prgv a finne ut hvilke regneregler som
brukes 1 hvert trinn):

la+b>=(@+b)-(a+b)=(a+b)-a+(@a+b)-b
—a-a+b-at+a-b+b-b=la>+2a-b+|b]?

To vektorer a og b bestemmer en vinkel v mellom 0° og 180° som vist pa figur T1.2.5.
Vi kaller dette vinkelen mellom a og b. Legg merke til at dersom vi beveger oss i positiv
omlgpsretning, vil denne vinkelen noen ganger starte i a og ende i b (se figur T1.2.5a
og andre ganger starte i b og ende i a (se figur T1.2.5b. I det farste tilfellet sier vi at
paret (a, b) er positivt orientert, i det andre tilfellet at det er negativt orientert. Her er
apenbart rekkefglgen til vektorene viktig — a er fgrste vektor og b er andre vektor.
Bytter vi om rekkefglgen av vektorene, bytter vi ogsa orientering.

a Ay b Ay

\i
\i

FigurT1.2.5 Vinkelen v

Som de fleste vil huske fra skolematematikken, kan skalarproduktet uttrykkes geomet-
risk ved hjelp av vinkelen v:

a-b =|a||b|cosv (1.1)

At skalarproduktet kan uttrykkes pa to vidt forskjellige mater (bade som a - b =
aiby + axby og som a - b = |a||b| cos v), er svaert nyttig. Den fgrste méten er grei nar
man skal regne ut skalarprodukter eller bevise regneregler, mens den andre maten gjgr
det mulig & bruke skalarproduktet som et redskap i geometriske resonnementer.

Siden det geometriske uttrykket (1.1) for skalarproduktet er sa viktig, skal vi
utlede det her selv om det er kjent fra videregaende skole. Det er flere utledninger &
velge mellom, men den vi skal bruke, har den fordelen at den ogsa fungerer for vektorer
i rommet. Fgr vi starter pa utledningen, minner jeg om cosinussetningen fra 1T: Gitt
en trekant som pa figur T1.2.6. Da er

c? =a*+b> —2abcosu
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(husker du ikke denne setningen, finner du en utledning i oppgave 1.2.19). Siden
cosu = — cos v (hvorfor?), kan denne formelen ogsa skrives

c? =a2+b2+2abcosv (1.2)

a

FigurT1.2.6 Cosinussetningen

Bevis for formel (1.1): Bruker vi formel (1.2) pé trekanten i figur T1.2.7, ser
vi at
la+b|> = |a]® + |b]* + 2|a|[b| cos v

4y

a+b b

Y

FigurT1.2.7

Dersom vi isteden bruker den fgrste kvadratsetningen ovenfor, far vi:
la+b>=|al*>+2a-b+|bJ?
Skal disse to uttrykkene vere like, ma
a-b = |a||b|cosv
og beviset for (1.1) er fullfgrt. n

Formel (1.1) er grei & bruke nar man skal finne vinkelen mellom to vektorer.

T1.2.2 Eksempel Finn vinkelen v mellom vektorene a = (4, —1) og b = (=2, 3).

Vi har
a-b 4.(=2)+(-1)-3 —11 0.74
cosv = = = ~ —0.
|al[b] V17413 V221
En lommeregner forteller oss at v & arccos(—0.74) ~ 137.7°. |
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Som det neste eksemplet pa sammenhengen mellom skalarproduktet og geometri, skal
vi undersgke nar vektorer er parallelle eller star normalt pa hverandre (ogsa dette er
kjent fra skolematematikken). Husk at to ikke-null vektorer a og b stdr normalt pd
hverandre dersom vinkelen mellom dem er 90°, og at de er parallelle dersom vinkelen
mellom dem er 0° eller 180° (vektorer som peker i motsatt retning, regnes altsa som
parallelle). Nar to vektorer star normalt pa hverandre, sier vi ofte at de er orfogonale.

T1.2.3 Setning Laaogb vare to vektorer i planet forskjellig fra 0. Da gjelder:
(a) |a-b| < |a||b| med likhet hvis og bare hvis a og b er parallelle.

(b) a og b er ortogonale hvis og bare hvisa - b = 0.

Bevis: (a) Sidena -b = |a]|b|cosv og |cosv| < 1, er
|a - b| = [a][b]| cos v| < |a][b]

med likhet hvis og bare hvis | cos v| = 1, dvs. nar v er lik O eller 180 grader.
(b) Siden a og b er forskjellige fra 0, kan a - b = |a||b| cos v bare vare 0 fordi
cos v = 0, og det skjer bare nar v er 90 grader. n

T1.2.4 Eksempel For & vise at vektorene a = (=3, 4) og b = (2, 3) er ortogonale,

sjekker vi at skalarproduktet er lik O:
3
Altsa er vektorene ortogonale. m

Tidligere i boken har vi mgtt trekantulikhetene for reelle og komplekse tall. Na kommer
trekantulikheten for vektorer:

T1.2.5 Trekantulikheten Dersom a og b er to vektorer i planet, sa er

la+b| < |a| + [b]|

Bevis: Geometrisk sier denne setningen at lengden til én side i en trekant alltid
er mindre enn summen av de to andre (forklar!). Vi kan gi et algebraisk bevis ved a
kombinere fgrste kvadratsetning og setning T1.2.3(a) ovenfor:

l]a+b|* = |a]* +2a - b+ [b]* < |a]* + 2Ja||b| + |b|* = (Ja| + |b])?
Siden bade |a + b| og |a| + |b| er positive, ma

la+ bl < |a] + [b]
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Vi skal néd bruke den geometriske tolkningen av skalarproduktet til & studere projeksjo-
ner. Figur T1.2.8 viser projeksjonen p av a ned pa b. Projeksjonen p er vektoren som
er parallell med b og sé lang at a — p star normalt pa b.

LYy

X

FigurT1.2.8 Projeksjonen p avaned pab

Vi skal finne et uttrykk for p. Siden p er parallell med b, m& p = tb for ett eller annet
tall 7. Siden a — p star ortogonalt pa b, méa vi derfor ha:

O=b-(a—p)=b-(a—rb)=a-b—t|b]?

Lgser vi denne ligningen med hensyn pa ¢, far vi

. a-b
b2
Dette betyr at
_a- bb
P b

Vi far dermed dette resultatet:

T1.2.6 Setning Anta at a og b er to ikke-null vektorer i planet. Da er projek-
sjonen p av a ned pa b gitt ved:

a-b
=—b
’ = b
Lengden til projeksjonen er
p| |a - b
p =]
|b|

Bevis: Den fgrste formelen har vi allerede utledet. Den andre kan vi for eksempel
finne med felgende regnestykke:

la - b| |a-b|
[b| =

Ipl = [t]|b] =
[b|? Ib|
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T1.2.7 Eksempel Finnlengden til projeksjonenpava = (2, —=5) nedpab = (3, 4).
Vi har
_la-bl  [2:3+(=5)-4 14

bl
TY NeEwe 5

Projeksjonen av en vektor a ned pa en annen vektor b brukes ofte i fysikk og mekanikk.
Ved hjelp av projeksjonen p kan vi skrive a som en sum av to ortogonale vektorer p og
a — p der den ene (a) er parallell med b og den andre star normalt pa b. Dette kalles
a dekomponere a. Dekomposisjon brukes mye i forbindelse med krefter der vi ofte er
interessert i den komponenten av kraften som peker i en spesiell retning (gjerne den
retningen vi gnsker at kraften skal virke 1).

Oppgaver

6

7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Finn skalarproduktet av (—2, 3) og (4, 1). Finn ogsa vinkelen mellom vektorene.
la] =4, |b| =5 og vinkelen mellom a og b er 45°. Finn a - b.

. Finn vinkelen mellom vektorene a = (4, 3) og b = (—1, 3). Finn ogsa projeksjonen av a ned
pab.

. Hvor lang er projeksjonen av (—3, 4) ned pa (1, 2)?

Finn vinkelen som hver av vektorene a = (\/g, 1) og b = (1, 1) danner med x-aksen. Regn ut
a - b og bruk svaret til 4 finne et eksakt uttrykk for cos(15°).

Skriv a = (4, 3) som en sum av to vektorer b og ¢ der b er parallell med d = (1, 2) og c¢ stér
normalt pa d.

la| =6, |b|=4,]a+b| =3.Finna-b.
la] =3, |b| =4 og |a + b| = 5. Finn vinkelen mellom a og b.

Per pastar at han har to vektorer a og b slik at |a] = 3, |b| = 2 og |a 4+ b| = 7. Hvorfor tror du
ikke pa ham?

Kari pastar at hun har to vektorer a og b slik at |a] = 7, |[b| = 2 og |a — b| = 4. Hvorfor tror
du ikke pa henne?

Bevis punkt (b) og (c) i setning T1.2.1.

Husk at d(a, b) = |b — a|. Bevis at d(a, b) < d(a, ¢) 4+ d(c, b) for alle vektorer a, b, ¢. Hva
er den geometriske tolkningen av denne ulikheten?

Anta at b og ¢ star normalt pa a. Vis at b og ¢ er parallelle.
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19. Forklar at pa figuren nedenfor er (a + b cos v)? + (bsinv)? = 2.

bsinv

a bcosv

Bruk dette til 4 bevise cosinussetningen ¢> = a? + b*> — 2ab cos u nar vinkel u er stump (dvs.
stgrre enn 90°). Bruk en tilsvarende figur til 4 bevise cosinussetningen nar vinkel u er spiss
(dvs. mindre enn 90°).

20. Vis at for alle vektorer x og y gjelder
X+ P+ x—y? = 2x* + 2y

Vis at i et parallellogram er summen av kvadratene av sidene lik summen av kvadratene av
diagonalene.

Parameterfremstilling

Vi skal na se litt pa hvordan vektorer kan brukes til & studere linjer i planet. Du er vant
til & beskrive linjer ved hjelp av ligninger av typen y = ax + b. I vektorregning er
det ofte nyttigere a bruke en annen beskrivelse av linjer. Vi tar utgangspunkt i en linje
som gar gjennom et punkt a = (aj, ay) og er parallell med vektoren b = (by, by) (se
figur T1.2.9).

4y

\i

FigurT1.2.9 Rett linje gjennom a parallell med b

Siden enhver vektor tb er parallell med b, ser vi at alle punkter av typen a + thb ma
ligge pa linjen (se figur T1.2.10). Det er heller ikke s& vanskelig & overbevise seg om
at ethvert punkt pa linjen ma vare av formen a + tb for ett eller annet tall 7.

Vi har dermed kommet frem til at de punktene som ligger pa den rette linjen, er
ngyaktig de som er av typen a + tb for et reelt tall 7. Bruker vi koordinater, ser vi at

a+1tb=(ay,ay) +1t(by,by) = (a1 +tby,ar +thy)
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Dette uttrykket kaller vi en parameterfremstilling for den rette linjen. Det er ofte greit
a ha et kortere navn pa parameterfremstillingen, og vi skriver da gjerne

r(t) = (a; +tby,ar +thy)

Tenk pa r(¢) som et punkt som beveger seg langs linjen nér ¢ endrer seg.

4y

\i

FigurT1.2.10 Parameterfremstilling av en rett linje

T1.2.8 Eksempel Vi skal finne en parameterfremstilling for den rette linjen som
gar gjennom punktet a = (2, 3) og er parallell med b = (—1, 4). Deretter skal vi
undersgke om punktet (5, —2) ligger pa linjen. Etter formelen ovenfor far vi:

r¢)=a+tb=02,3)+1t(-1,4) =2 —1t,3+4)

La oss sjekke om punktet (5, —2) ligger pa linjen. Da ma det finnes et tall ¢ slik at
(2 —1t,3+44t) = (5, —2), det vil si at vi ma ha

2—t=5 og 34+4r=-2

Lgser vi den fgrste ligningen, far vi¢ = —3, men prgver vi denne lgsningen i den andre
ligningen, ser vi at den ikke passer. Det betyr at punktet ikke ligger pa linjen (hadde
t = —3 passet i denne ligningen ogsa, ville punktet ha ligget pa linjen). |

Hittil har vi beskrevet en linje ved & oppgi at den géar gjennom et gitt punkt og er parallell
med en gitt vektor, men ofte er det andre beskrivelser som er mer naturlige, for eksempel
a oppgi to punkter som linjen gar gjennom. Hvordan finner vi en parameterfremstilling
for linjen som gar gjennom de to punktene a = (ay, ap) og ¢ = (cy, ¢2)? Det er lett
— Vi observerer bare at denne linjen ma vere parallell med vektoren b = ¢ — a (se
figur T1.2.11), og bruker deretter formelen ovenfor.

4y

b=c—a

\i

FigurT1.2.11 Enrettlinje gjennom to gitte punkter
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T1.2.9 Eksempel Vi skal finne en parameterfremstilling for den rette linjen som gar
gjennom punktene a = (3, —5) oge = (—1,4). Viseratb=c—a = (—-1—-3,4 —
(—=5)) = (—4,9). Dermed blir parameterfremstillingen

r(t) =a+1tb=(3,-5 +1t(—4,9) = (3 —4t, -5+ 91)
1

Parametriserte linjer kan brukes til & beskrive jevne, rettlinjede bevegelser. Her er et
enkelt eksempel:

T1.2.10 Eksempel Idette eksempleter alle avstander maltinautiske mil. En fiskebat
befinner seg ved tidspunktet # = 0 i punktet (2, 3) og beveger seg med en jevn fart av
9 nautiske mil per time i retningen (3, 4). Finn batens posisjon etter ¢ timer.

Siden vektoren d = (3, 4) har lengde 5, vil béten i Igpet av en time ha forflyttet
seg en strekning gitt ved %d. Ilgpetav ¢ timer vil den derfor ha forflyttet seg en strekning

95—td. Siden startposisjonen er e = (2, 3), ma posisjonen etter ¢ timer vere:

9t 9t 27t 36t
r(t)=e+§d= (2,3)-1-?(3,4) =(2+?,3+?)

La oss ta med et litt mer omfattende eksempel.

T1.2.11 Eksempel Linjen [ gar gjennom punktene a = (—1,2) og b = (1, 3). Vi
skal finne det punktet pa / som ligger n&ermest punktet ¢ = (2, 6). Det er flere mater a
ga frem pa, men uansett hvilken vi velger, trenger vi fgrst & finne en bedre beskrivelse
av punktene pa /. Velger vi a bruke parameterfremstilling, regner vi fgrst ut vektoren
d=b—-a=(1—-(-1),3-2) = (2, 1). Parameterfremstillingen blir dermed

r¢)=a+td=(-1,2)+1t2,1)=(—-14+2t,2+1)

Vi ma na finne ut hvilket av disse punktene som ligger nermest c. Det ma veare det
punktet r(z) der vektoren ¢ — r(¢) star ortogonalt pa linjen / (se figur T1.2.12), eller,
med andre ord, ortogonalt pa vektoren d. Dette betyr at vi ma ha

(c—r@)-d=0

A

a
I d=b-a

FigurT1.2.12 Punktet pa / n@rmest ¢

Y
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Siden
c—r@)=2,6)—(—1+2t,241t)=B3—-2t,4—1)

ser vi at
(c—r()-d=0B-2t,4—1t)-2,1)=B3-20)-24+@—-1)-1 =6—4t+4—t = 10-5¢

Skal dette uttrykket veere lik 0, ma vi ha t = 2. Det punktet pa [ som ligger narmest ¢
finner vi altsa ved a sette t = 2:

r)=(-142-2,2+2)=(@3,4)

Oppgaver

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Finn en parameterfremstilling for linjen gjennom (—3, —2) parallell med (1, —2). Sjekk om
punktet (—7, 6) ligger pa linjen.

Finn en parameterfremstilling for linjen som gér gjennom punktene (2, —1) og (3, 8).

Finn en parameterfremstilling for linjen som géir gjennom (5, —2) og som star normalt pa
(-1,2).

Finn en parameterfremstilling for linjen som har ligning 2x 4 3y = 6.

En linje har parameterfremstilling (—3 + 2¢, 2 — ¢). Finn en ligning av typen y = ax + b for
denne linjen.

En linje gar gjennom punktene (0, 1) og (3, 2). Finn det punktet pa linjen som ligger naermest
(3. 4).

En linje gar gjennom (3, —1) og er parallell med (1, 2). Finn avstanden fra punktet (1, 5) til
linjen.

En linje gar gjennom punktet (1, 2) og star normalt pa vektoren (3, 4). Finn det punktet pa
linjen som ligger nermest (9, 2).

I denne oppgaven skal vi lgse problemet i eksempel T1.2.11 pa en annen mate.
a) Forklar hvorfor avstanden fra punktet ¢ = (2, 6) til punktet r(¢) pa linjen er

V@t —3)2 + (=4 +1)2
b) Forklar hvorfor avstanden fra ¢ til r(¢) er minst nar f(¢) = (2t — 3)> + (—4 +1)? er minst.

c) Deriver f(t) og bruk resultatet til & finne det punktet pa linjen som ligger neermest c.
En linje har ligning ax + by = c. Vis at avstanden fra et punkt (xo, yo) til linjen er

laxo + byo — c|

To skip er pa kryssende kurs. Ved tiden + = 0 er det ene skipet i punktet (0, 4), og det andre
skipet i punktet (39, 14) (alle avstander er malt i nautiske mil.) Det fgrste skipet beveger seg
parallelt med vektoren (3, 4) med en fart av 15 knop (1 knop = 1 nautisk mil per time). Det
andre skipet beveger seg parallelt med vektoren (—12, 5) med en fart av 13 knop.

a) Hvor vil kursene krysse hverandre?

b) Vil skipene kollidere?
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32. I sin evige jakt etter honning forsgker Ole Brumm a invadere et tre ved hjelp av en ballong.
Plutselig blir ballongen tatt av et vindkast og farer av sted med Ole Brumm. Etter & ha tenkt
seg om et gyeblikk, innser Kristoffer Robin at hans eneste sjanse til & redde vennen er & skyte
istykker ballongen med lekegeveret sitt. Figuren nedenfor viser en skisse av situasjonen.

by

P

(0,6)

»

(20,0) x

Nar vindkastet kommer ved tiden r = 0, befinner ballongen seg i punktet (0, 6). Den blir fgrt
av garde med en fart av 5 m/s i retningen (4, 3). Ved tiden r = 2 skyter Kristoffer Robin mot
ballongen fra sin posisjon (20, 0). Vinkelen mellom gevaret og underlaget er u, og vi regner
med at kulen beveger seg rettlinjet med en fart av 70 m/s. Alle avstander er malt i meter og
tiden er malt i sekunder.

a) Forklar at ballongens posisjon ved tiden ¢ er (4¢, 6 + 31).
b) Vis at kulens posisjon ved tiden ¢ er (20 — 70(t — 2) cosu, 70(t — 2) sin u).

¢) Hvilken vinkel u mé Kristoffer Robin holde gevzret i for a treffe midt i ballongen? Hvor
langt er det ned til bakken nar ballongen blir truffet?

Determinanter, arealer og orientering
En 2 x 2-determinant er et uttrykk

a b
e d ‘ (1.3)
der a, b, c og d er fire tall. Dette uttrykket kan se mystisk ut, men det er rett og slett
definert ved
a b
¢ d ‘ =ad — bc

Legg merke til at uttrykket ad — bc fremkommer fra diagonalene i ; ganger

d
vi sammen tallene i den ene diagonalen, far vi ad, og ganger vi sammen tallene i den
andre diagonalen, far vi bc.
Man kan selvfglgelig lure pa hvorfor man trenger et sa komplisert symbol som
a b
d
nér du senere leerer om matriser og generelle n X n-determinanter, vil du se at denne
definisjonen passer inn i et generelt system (vi skal se litt pd 3 x 3-determinanter i
neste seksjon).

for det enkle uttrykket ad — bc. Det er det ikke sé enkelt & forklare nd, men
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La oss regne ut en determinant.

T1.2.12 Eksempel Vi ser at

-3 =5
4 2

‘:(_3).2_(_5).4:_64-20:14

Dersom vi har to vektorer a = (ay, az), b = (b1, b2), kan vi lage en 2 x 2-determinant
det(a, b) pa denne méten:

ay az

det(a, b) = b by

=a1by —axb,

Legg merke til at dersom vi bytter om rekkefglgen pa vektorene a og b, sa skifter
determinanten fortegn:

det(b,a) = |1 P2
ay a

= biay — bra; = —(a1by — axby) = —det(a, b)

Som vi snart skal se, har bade fortegnet og stgrrelsen til det(a, b) en geometrisk be-
tydning.

For & forsta den geometriske tolkningen av determinanten lgnner det seg & skrive
vektorene a og b pa polarform. Vi lar o veere vinkelen mellom den positive x-aksen
og vektor a (se figur T1.2.13). Daer

a = (]a|cosa, |a| sina)

(husk det du har lert om polarform til komplekse tall). La som vanlig v vaere vinkelen
mellom vektorene a og b. Dersom paret (a, b) er positivt orientert (husk definisjonen
rett fgr figur T1.2.5), lar vi 8 = o + v. Da er pa tilsvarende vis (se figur T1.2.13a)

b = (|b| cos B, |b| sin B)

Dersom paret (a, b) er negativt orientert, setter vi § = o — v. Da er ogsa i dette tilfellet
(se figur T1.2.13b)
b = (|b| cos B, |b|sin )

a 4y b 4y

B=o+v

\i
\i

FigurT1.2.13 Sammenhengen f = o + v
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Vi har altsa
B=axv

der fortegnet er pluss eller minus ettersom paret (a, b) er positivt eller negativt orientert.
La oss na finne determinanten uttrykt ved o og 8:

|ajcosa |a|sina
|bjcos B |b|sinf

a, a

det(a, b) = by by

= |a| cos a|b| sin 8 — |a]| sin @|b| cos 3
= |a||b|(sin B cosa — cos B sin)

= |a||b|sin(f — a)

der vi i den siste overgangen har brukt formelen for sinus til en differens. Siden g =
o £ v, far vi
ay a

b1 by | = |a||b| sin(£v) = +|a||b|sinv

Siden sin v aldri er negativ (v ligger per definisjon i intervallet [0°, 180°] der sinus
er positiv), vil det(a, b) altsa vare positiv dersom paret (a, b) er positivt orientert, og
negativ dersom dette paret er negativt orientert. Fortegnet til determinanten det(a, b)
gjenspeiler altsd orienteringen til paret (a, b). Legg forgvrig merke til at det(a, b) er O
dersom v er 0° eller 180°, det vil si nar a og b er parallelle.

h = bsinv Arealet = ah = absinv

FigurT1.2.14 Arealet til et parallellogram

Etter at vi na har funnet ut hva fortegnet til determinanten betyr, er det pa tide & se pa
absoluttverdien. Aller fgrst vil jeg minne om formelen for arealet til et parallellogram.
Som det fremgar fra figur T1.2.14, er dette arealet gitt ved A = absinv, der a og b
er lengdene til sidene, og der v er vinkelen mellom dem (pa figuren er vinkel v spiss,
men det er lett & se at resultatet ogsa holder dersom vinkelen er stump).

Ay
a+b

\i

FigurT1.2.15 Parallellogrammet utspent av a og b
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Arealet til parallellogrammet utspent av vektorene a = (aj, a) og b = (aj, ay) (se
figur T1.2.15) er derfor lik |a||b| sin u = % det(a, b) der fortegnet er pluss eller minus
ettersom (a, b) er positivt eller negativt orientert. Det betyr at arealet er lik tallverdien
til determinanten. La oss oppsummere resultatene.

T1.2.13 Setning Determinanten

a a

det(a,b) = by b

er positiv dersom vektorparet (a, b) er positivt orientert og negativ dersom pa-
ret er negativt orientert. Arealet til parallellogrammet utspent av a og b er lik
tallverdien til determinanten.

BEMERKNING: Matematikere sier at determinanten gir oss arealet med fortegn (eller
orientering). Det kan virke merkelig & knytte fortegn til areal, men spesielt nar man skal
studere arealet til flater, viser det seg viktig & holde styr pa retningen — det er i mange
sammenhenger viktig a vite hva man skal regne som flatens «overside/underside»
eller «utside/innside». Som vi skal se i neste seksjon, kan sammenhengen mellom
determinant og «areal med fortegn» generaliseres til tre dimensjoner.

T1.2.14 Eksempel Finn arealet utspent av vektorene a = (3, —7) og b = (—4,5).
Vi far
3 -7

det(a, b) = ‘_4 5

‘:3-5—(—7)-(—4):15—28:—13

Arealet er dermed | — 13| = 13. Siden det(a, b) er negativ, er paret (a, b) negativt
orientert, dvs. at vinkelen fra a til b er stgrre enn 180°. |

Ay
a+b

=V

FigurT1.2.16 Trekanten med sider a og b

Determinanter kan ogsa brukes til & regne ut arealet til trekanter. Arealet til trekan-
ten med sider a og b er halvparten av arealet til parallellogrammet utspent av disse
vektorene (se figur T1.2.16).

Vi har derfor fglgende resultat:
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T1.2.15 Korrollar Arealet til trekanten med sider a og b er % - | det(a, b)|.

T1.2.16 Eksempel Finn arealet til trekanten med hjgrner i punktene ¢ = (—1, 2),
d = (4, 8) oge = (2, —3). Viregner ut

a=d-c=4,8)—-(-1,2)=(.,6)
b=e—-c=(2,-3)—-(-1,2) =(3,-5)

Trekanten vi er pa jakt etter, har samme areal som trekanten med sider a og b (hvorfor?).
Dermed er

Areal:l-ldet(a,b)lzl-‘s 6‘=1-|—25—18I=£
2 2 13 =5|7 2
i
Oppgaver
33. Regn ut determinantene
9|5 I o |2 )

34.
35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.
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Finn arealet til parallellogrammet utspent ava = (1, 3) ogb = (4, 1).
En trekant har hjgrner i punktene (—1, 2), (4, 3), (1, 7). Finn arealet.
En firkant har hjgrner i punktene (0, 1), (5, 1), (1,7) og (7, 4). Finn arealet.

Avgjgr om parene (a, b) er positivt eller negativt orientert:

a) a=@3,—1) b=(-7,2) b) a=(—1,5 b=(3,2)

Vis at det(a, b) = 0 hvis og bare hvis vektorene a og b er parallelle eller en av dem er 0.

a ¢

Vis at b d

a b . . . ..
c , dvs. at vi far den samme determinanten om vi bytter om linjer og

d‘:

sgyler.

Alle hjgrnene til et parallellogram har heltallige koordinater. Vis at arealet er et helt tall.
a) bl

a b2 # 0.

a) Vis at ligningssystemet a;x + b1y = ¢y, axx + byy = ¢; har lgsningen

Anta at

c1 by ap Ci
2 b a
X = , y=

a; by ap b
a by a b

. o < lar b

b) Hva skjer med ligningssystemet ndr b | = 0?
2 b

27
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Parametriserte kurver

Vi har tidligere sett pa parameterfremstilling av linjer, r(¢) = a + rb. Ofte er det lurt
a tenke seg at denne parametriseringen beskriver en gjenstand som beveger seg langs
en rett linje slik at posisjonen ved tiden ¢ er r(f). Na er det ikke alltid at en gjenstand
i bevegelse fglger en rett linje, og for a4 fange mer generelle bevegelser, ma vi utvide
perspektivet litt. La oss tenke oss at gjenstanden ved tiden ¢ har posisjonen (x (), y()).
Da er det naturlig a bruke notasjonen r(¢) = (x(¢), y(t)). Skal bevegelsen forega uten
sprang, ma funksjonene x () og y(t) veere kontinuerlige. Vi skal ta disse betraktningene
som utgangspunkt for vér definisjon av parametriserte kurver:

T1.2.17 Definisjon Anta at [ er et intervall. En parametrisert kurve over in-
tervallet / er en funksjon

r(r) = (x(1), ()

der x,y : I — R er to kontinuerlige funksjoner. Parametriserte kurver kalles
ogsa vektorvaluerte funksjoner.

Deter ofte naturlig a tenke pa r(z) som posisjonen ved tiden 7, men det finnes situasjoner
der andre tolkninger er naturlig — det kan f.eks. tenkes at (x(¢), y(¢)) er posisjonen
en bil er i etter & ha kjgrt ¢ kilometer.

T1.2.18 Eksempel Parametriseringen r(t) = (cost,sint), I = [0, ] fremstiller
en halvsirkel om origo med radius 1. Startpunktet er (1, 0) og sluttpunktet (—1, 0). En
annen parametrisering av samme kurve far vi ved a sette

r(t) = (—t,V1—1%), I =[-1,1]

T1.2.19 Eksempel Parametriseringen r(t) = (¢,1%), I = [0, oo) beskriver en be-
vegelse langs parabelen y = x2. Farten i x-retning er konstant, men hastigheten i
y-retning gker stadig. Bevegelsen starter i origo. |

Et naturlig spgrsmal er hvordan man finner lengden til en parametrisert kurve. Dersom
jeg beveger meg langs den parametriserte kurven fra t = a til ¢+ = b, hvor langt har jeg
da gatt?

Ly
r(t3)

r(t,) r(b)
r(t))
r(a)

A\

a tl tz t3 b X

FigurT1.2.17 Tiln®rming til buelengden
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Figur T1.2.17 viser en naturlig méte & n&erme seg problemet pad — vi deler intervallet
[a, b] med delepunktera =ty < t; < tp--- < t, = b og regner ut lengden til den
brukne kurven fra r(a) til r(¢y) videre til r(#;) osv. inntil vi nar r(b). Figur T1.2.18
viser et nerbilde av den i-te delen av en slik kurve frar(z;_1) til r(z;).

r(t) = (x(1), (1))

r(t ) = (x@-1), y(t;-1)

\i

i 1 X

FigurT1.2.18 Tiln@rming til buelengden

Ifglge Pythagoras’ setning er lengden av denne delen av den brukne kurven lik

V@) — x(tic)? + ) — y(ti-1))?

Hvis vi ganger og deler med (#; — t;_1), ser vi at dette uttrykket er lik

\/(M) + <M) (fi _fi—l) ~ /x/(t;)z + y/(ti)z (fi —ti—l)

L —ti— L —ti—

Den totale lengden til den brukne veien er derfor

n N , 2 i) — j 2
5 (M_M> N (M) i~ 1i-1)
i=1 li —li-1 il

A VX2 + Y (6)? (4 — i)

i=1

(forutsatt at x og y er deriverbare). Gjgr vi oppdelingen av intervallet finere og finere,
nermer dette uttrykket seg

b
/ X'(1)2 + Y02 dt

Fglgende definisjon er derfor fornuftig:

T1.2.20 Definisjon Anta at funksjonene x og y har kontinuerlige deriverte.
Da er buelengden av den parametriserte kurven r(¢) = (x(¢), y(¢)) fraa til b

b
L(a,b) = / VX'(1)2 4 y' (1) dt
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T1.2.21 Eksempel La oss bruke formelen ovenfor til 4 regne ut omkretsen til en
sirkel. Bruker vi parametriseringen

r(t) = (cost, sint), t €[0,2m]
far vi
x'(t) = —sint, y'(t) = cost
Dette gir
2 2
L(0,2m) = VX' ()2 4+ (1) dt = / V(=sin1)? + (cos1)? dt
0 0

2
=/ 1dt =2n
0

Vi skal né se hvordan vi kan finne farten til gjenstanden var. Fra tiden a til tiden ¢ har
den tilbakelagt en strekning s(¢) gitt ved s(t) = L(a,t) = fal x'(r)2 + y'(r)dr.
Deriverer vi dette uttrykket med hensyn pa ¢, far vi (ifglge analysens fundamentalteo-

rem)
§(1) = VX (02 + (1)

Siden farten er den deriverte av strekningen med hensyn pa tiden, forteller dette oss at
farten til gjenstanden var ved tiden ¢ er

v(t) = 5'(1) = Vx'(1)> + y'(1)?

Formelen ovenfor gir oss farten ved tidspunktet # som en skalar stgrrelse v ().
I mange sammenhenger er vi ikke bare interesert i hvor fort en gjenstand beveger
seg, men ogsa hvilken retning den beveger seg i. Vi er altsa interessert i 4 oppfatte
hastigheten som en vektor som har bade stgrrelse og retning. La oss tenke gjennom
problemet fra starten av.

I Igpet av et lite tidsintervall [¢,t + At] vil partikkelen flytte seg fra r(z) til
r(t + Atr). Forflytningen er altsa r(f + Az) —r(¢) og den gjennomsnittlige forflytningen
per tidsenhet er ﬁ (r(t+ At) —r(t)). Dersom At er liten, vil vektoren r(z + At) —r(z)
(og dermed den parallelle Vektorenﬁ(r(t + At) — r(t))) nesten vare en tangent til
kurven, og denne tilnermingen blir bedre og bedre dess mindre Az er (se figur T1.2.19).

Yy
r(t)

r(t + Ar)

r(t +An —r(@)
At

\i

FigurT1.2.19 Tiln®rming til tangenten
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Den deriverte vektoren

’

. r@t+Ar)—r@) . x4+ At) —x(@) y(+ Ar) — y(1)
r/(t) = lim = lim
At—0 At At—0 At At

= ('), y'(1)

blir derfor bade en tangent til kurven og en beskrivelse av forflytning per tidsenhet ved
tidspunktet 7. Dette er motivasjonen for fglgende definisjon.

T1.2.22 Definisjon Anta at funksjonene x og y er deriverbare. Da sier vi at
den parametriserte kurven r(¢) = (x(¢), y(t)) er deriverbar, og at den deriverte
er

v() =r1'(t) = (X' (1), y' (1)

I situasjoner der r(¢) representerer posisjonen til en gjenstand ved tiden 7, kaller
vi v(t) for hastigheten til gjenstanden.

BEMERKNING: Legg merke til terminologien — vektorstgrrelsen v(¢) kaller jeg has-
tigheten, mens tallet (skalaren) v(¢) kaller jeg farten. Dette pleide a vere standard
terminologi i matematikk- og fysikkbgker, men i senere ar har det blitt mer og mer
vanlig & bruke betegnelsen fart om bade vektorstgrrelsen r(¢) og skalarstgrrelsen v(z).
Jeg synes den gamle terminologien er oversiktlig og grei og holder derfor fast pa den
i dette kapitlet (det er en tilsvarende distinksjon pa engelsk; farten kalles «speed» og
hastigheten kalles «velocity»). Legg forgvrig merke til at |v(z)| = v(¢) slik at farten er
lengden til hastighetsvektoren.

Det er pa tide med et eksempel:

T1.2.23 Eksempel Finn hastigheten og farten til den parametriserte kurven r(r) =
(t cost, tsint) (prgv a finne ut hvordan denne kurven ser ut!). Vi far

v(t) =r'(t) = ((tsint)’, (t cost)’)

= (sint +7cost,cost —tsint)

Farten blir

v(t) = |v(1)| = V/(sint + £ cost)? + (cost — t sin )2

=\/sin2t+2tsintcost+t20052t+coszt—2tsintcost+tzsin2t

=+1+12

De vanlige derivasjonsreglene gjelder ogsa for derivasjon av vektorvaluerte funksjoner.
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T1.2.24 Setning Dersomr;(f) ogr;(t) er to deriverbare parametriserte kurver,
gjelder:

@ @) +r2) =11(1) +150)
(i) (r (1) —r2() =r( (1) —r;y()
(i) (ri(2) -r2() =) () - 12(1) +11(1) - 15(2)

(iv) Dersom r(¢) er en deriverbar parametrisert kurve og u(¢) er en deriverbar
funksjon, er (u(:)r(t)) = u'(t) - r) + u(t) - v'(r).

Bevis: Vi tar (iii) som et eksempel (de andre bevises pa lignende méte). Dersom
ri() = (0, 1), 1) = (00, (1)
saerry(t)-ra(t) = x1(t)x2(t) + y1 () y2(t). Dermed er
(r1(1) - 12(1)) = (X1 (Dx2(1) + Y1 (D)2 (1))
= x] (Dx2(1) + x1()x5(1) + Y1 (D) y2(1) 4+ y1 (1) y5(0)

= x1(O)x2(t) + ¥ (O y2(t) 4+ x1(1)x5() + y1 (1) y5(1)
=r1(1) - 12(2) +11(1) - T5(1)

]
Vi tar med en konsekvens av (iii) som vi skal fa bruk for senere:
T1.2.25 Korollar Dersom |r(¢)| er konstant, s er r(¢) og r'(¢) ortogonale.
Bevis: Viharr(z) - r(t) = C er konstant. Deriverer vi begge sider, far vi:
2r(t) -r'(t) =0
Fglgelig er r(¢) og r'(¢) ortogonale. L]

Den dobbbeltderiverte til r(z) er
a(t) =v' () = "), y" 1)

Dersom r(¢) representerer posisjonen til en gjenstand ved tiden ¢, kalles a(¢) for akse-
lerasjonen. Dette er en vektor som forteller oss hvordan hastigheten endrer seg, bade
i stgrrelse og retning. I dagliglivet er det vanligere & snakke om akselerasjon i en litt
annen betydning, nemlig som fartsendring per tidsenhet, dvs. som a(7) = v'(r) (legg
merke til at vi her deriverer skalarstgrrelsen v(¢) og ikke vektorstgrrelsen v(¢)). Vi skal
kalle a(t) for baneakselerasjonen ved tiden t. Det er naturlig & spgrre om sammenhen-
gen mellom vektoren a(7) og skalaren a(¢). Mange vil kanskje tippe at |a(t)| = a(t),
men fglgende eksempel viser at det ikke er tilfellet.
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T1.2.26 Eksempel La
r(t) = (cost,sint)

Daer
v(t) = (—sint, cost)

som gir v(r) = |v(t)| = 1. Fglgelig er a(r) = v'(¢r) = 0, mens

a(t) = (—cost, —sint)
Dette gir |a(r)| = 1. Viser altsd at 0 = a(t) # |a(¢)| = 1. Det er ikke sa vanskelig &
forsta hva som foregar. Gjenstanden var gar i en sirkelbane med konstant fart. Siden

farten er konstant, er baneakselerasjonen 0. Hastigheten skifter imidlertid retning hele
tiden, og det medforer at a(z) er forskjellig fra 0. |

Forutsatt at v(¢) # 0, kan vi definere enhetstangentvektoren T(t) ved

Yo

T0=30

Som navnet sier, har denne vektoren lengde 1 for alle 7. Vi kan altsé skrive v(r) =
v(t)T(¢), og deriverer vi dette uttrykket, far vi (husk setning T1.2.24(iv)):

alt) =v (@) =0V OT@) +vOT' () =a@)T@) +v()T (1)

Ifplge korollar T1.2.25 star T'(¢) normalt pa T(¢) (og dermed pa v(¢)). Vi har dermed
vist:

T1.2.27 Setning Dersom v(7) # 0, kan akselerasjonen a(r) dekomponeres i
to ortogonale vektorer

at) =a)T@) +v(OT (@)

der a(¢)T(¢) er parallell med tangenten og v(¢)T’(¢) star normalt pa tangenten.

Vi ser hva som skjer; baneakselerasjonen a(¢) maler hvor mye farten v(z) endrer seg,
mens v(7)T'(¢) maler hvor mye retningen endrer seg. Det er mulig & finne et mer
informativt uttrykk for leddet v(¢)T'(¢), men vi skal ikke komme narmere inn pa dette
her.

La oss avslutte denne seksjonen med to eksempler som viser hvordan vi kan
bruke parametriserte kurver til & beskrive fenomener i virkeligheten.

T1.2.28 Eksempel Hvilken kurve beskriver et punkt pa et hjul nar hjulet ruller
bortover? Tenk deg av du har festet en refleksbrikke til et sykkeldekk og vil finne
kurven som det lysende punktet beskriver i nattemgrket.

Vi tenker oss at x-aksen er bakken som hjulet ruller pa og at punktet vart starter
i origo. Etter at hjulet har dreiet seg en vinkel 7, har hjulet flyttet seg en distanse r¢
mot hgyre, der r er radien i hjulet. Koordinatene til det lysende punktet blir dermed
(rt —rsint,r —rcost) (se figur T1.2.20).
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rsint
FigurT1.2.20 Et punkt pa et rullende hjul
Vi har dermed parameterfremstillingen
r(t) = (rt —rsint,r —rcost)

Denne kurven kalles en sykloide. |

T1.2.29 Eksempel I dette eksemplet skal vi studere en stein som kastes (eller et
prosjektil som skytes ut) under luftmotstand. Vi skal beskrive bevegelsen i et koordi-
natsystem som vist pa figur T1.2.21 der x-aksen ligger vannrett og y-aksen loddrett.

4y

\i

FigurT1.2.21 Kast med luftmostand

Vi trenger litt kunnskaper om fysikk. Dersom den totale kraften som virker pa prosjek-
tilet er F og akselerasjonen er a, sa forteller Newtons annen lov oss at F = ma der
m er massen til steinen. Det er to krefter som virker pa steinen i luften. Den ene er
tyngdekraften som er gitt ved —mgj der g er tyngdens akselerasjon (g ~ 9.8 m/s?),
og der j = (0, 1). Den andre kraften er luftmotstanden som vi skal anta er lik —kv
der k er en konstant og v er hastigheten til steinen (i virkeligheten er luftmotstand en
komplisert affeere og var formel er bare én av flere mulige tilneerminger).

Vilar r(t) = (x(t), y(¢)) vaere posisjonen til steinen ved tiden . Da er v(¢) =
(x'(1), y'(¢)) oga(t) = (x"(¢), y"(t)). Newtons lov F = ma kan na skrives

ma(t) = —mgj — kv

Deler vi pa m og ser pa fgrste- og annenkomponenten hver for seg, far vi:

1 k ” k-,
x(f)=——x() og y(@®)=—-g——y(Q)
m m
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For & finne kurven r(z) ma vi lgse disse differensialligningene med passende begyn-
nelsesbetingelser. Vi antar at bevegelsen starter i origo med hastighet v(0) = (uy, us).
Da blir begynnelsesbetingelsene x(0) = 0, x’(0) = uy, y(0) = 0, y'(0) = u,. Lgser
vi differensialligningene med disse begynnelsesbetingelsene (gjgr det!), far vi

x(t) = = (1- )

2
mg muy; m°g _k
H=—=t+|—+— (1 —em
y(t) p +(k +k2)( e m)

Vi har dermed parametriseringen

2
= (- )i (B (B2 ) (- ) )

Legger du denne formelen inn i dataprogram eller en lommeregner og velger verdier
for m og k, kan du f.eks. eksperimentere med hvilken utkastvinkel som gir den stgrste
kastlengden (sett u; = vgcos(a), up = vg sin(e) der vy er passende utgangsfart, og
undersgk hvordan kastlengden varierer med vinkelen o). |

I fysikk og beslektede fag brukes parametriserte kurver til a beskrive hvordan objekter
beveger seg, for eksempel hvordan planeter, stjerner og meteorer beveger seg i ver-
densrommet. Eksempelet ovenfor gir en liten fglelse for hvordan man kommer frem til
slike parameterfremstillinger: Ved & bruke Newtons lov F = ma far vi satt opp diffe-
rensialligninger som forbinder akselerasjonen x”(¢) = a(r), hastigheten x'(r) = v(¢)
og posisjonen x(¢). Lgser vi disse differensialligningene med passende begynnelses-
betingelser, finner vi parametriseringen.

Oppgaver

42. En parametrisert kurve er gitt ved r(t) = (3, t?). Finn v(1), v(z), a(z) ogal(t).
43. En kurve er parametrisert ved r(t) = (cost, t sint). Finn v(¢), v(t), a(t) og a(t).
44. En kurve er parametrisert ved

r(t) = (acost, bsint), t €10,27]

y2

a) Vis at denne kurven er ellipsen med ligning 2—2 +57 =1L

b) Finn hastigheten, farten og akselerasjonen.

¢) Vis at omkretsen til ellipsen er

2

Va2 sin?t + b2 cos? ¢ dt
0

Setta = 5, b = 3 og finn omkretsen ved a bruke numerisk integrasjon pa en lommeregner
eller en datamaskin.

45. Finn buelengden til kurven
r() = @),  tel0,10]

46. En kurve er parametrisert ved r(¢) = (¢, In(cost)) for ¢t € [0, & /4].
a) Finn hastigheten v(¢) og farten v(z).

1 COS X )

b) Finn buelengden (Hint: For & integrere ﬁ kan det vere nyttig & bruke at —— = )
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

La r(z) vaere sykloiden i eksempel T1.2.28.
a) Finn hastigheten og akselerasjonen.

b) Vis at lengden punktet gjennomlgper mens hjulet dreier en gang rundt, er

2
rﬁ/ V1 —costdt.
0

¢) Forklar hvorfor /1 — cost = J%
d) Regn ut integralet i b).

Bevis (i), (ii) og (iv) i setning T1.2.24.

En partikkel gér i en sirkelbane med radius r om origo. Farten er konstant lik v. Partikkelen
starter i punktet (0, 1) ved tiden # = 0 og beveger seg mot urviserne.

a) Vis at posisjonen ved tiden 7 er r(t) = (r cos (%), r sin (¥)).

b) Visata() = — (£)*r().

En kanonkule skytes ut med en fart vy. I utskytingsgyeblikket danner kulens bane en vinkel «
med horisontalplanet. Kulens posisjon etter ¢ sekunder kaller vi r(t) = (x(¢), y(¢)). Dersom

vi kan se bort fra luftmotstanden, vil x(f) = vof cosa og y(t) = vot sina — %gt2 der g er
tyngdens akselerasjon.

a) Finnvoga.
b) Hvor hgyt over bakken er kulen pa det hgyeste?

¢) Hvor langt kan kanonen skyte (vi antar at bakken er horisontal)?
Nar er steinen i eksempel T1.2.29 i det hgyeste punktet pa banen? Hvor hgyt er dette punktet?

Avstanden mellom det stedet der bakhjulet til en sykkel bergrer bakken, og det stedet der
forhjulet bergrer bakken, er 1 meter. Nar vi sykler, etterlater bade forhjulet og bakhjulet et spor
i bakken.

a) Anta at sporet bakhjulet etterlater seg, er gitt ved r (¢). Vis at sporet forhjulet etterlater seg,
har parametrisering r,(¢) = r(¢) + T (¢), der T;(¢) er enhetstangentvektoren til r;(¢).

b) Anta at bakhjulet fglger kurven r;(t) = (¢, sint). Finn parametriseringen r,(¢) til kurven
som forhjulet fglger.

¢) Bruk en lommeregner eller en datamaskin til 4 tegne kurvene r; og r, i samme koordinat-
system.

d) Dersom du ser sporene etter en sykkel som har vinglet forbi, hvordan kan du avgjgre hvilken
retning den har kjgrt i?

Et hjul med radius « ruller pa utsiden av en sirkel med radius b (se figuren).

—)

Finn en parameterfremstilling for den kurven et punkt pa hjulet fglger. Du kan selv velge
hvordan du vil legge koordinatsystemet og hvor startpunktet er.
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54. (Eksameni MAT 100A/C, 8/12-2000) I denne oppgavenerr(¢) = (¢, t*) en parametrisert kurve
ogb = (0,y), y > 0, er et punkt pa den positive y-aksen.

a) Skissér kurven og finn r/(¢). Vis at den deriverte til funksjonen

f(®) = Ir@) —b)?
kan skrives f'(z) = 2r'(z) - (r(¢) —b).

b) Vierinteressert i a finne de punktene pa kurven som ligger nrmest b. Vis at dersom r(#y)
er et slik punkt, si er

r'(t) - (r(tp) —b) =0
Forklar denne likningen geometrisk.

¢) Finn de punktene pa kurven som ligger nermest b.

55. En parametrisert kurve er gitt ved r(¢) = (x(¢), y(¢)), a <t < b, der x og y har kontinuerlige
deriverte x’, y'. Anta at g : [c, d] — [a, b] er en voksende funksjon med kontinuerlig derivert

ogatg(c) = a, g(d) = b.

a) Forklar ats(r) = r(g(t)), c <t < d, er en annen parametrisering av den samme kurven.

I resten av denne oppgaven skal vi vise at et par grunnleggende geometriske egenskaper til

kurven er de samme uansett hvilken av de to parametriseringene vi velger.

b) Laa = s(fp) = r(g(t)) vaere et punkt pa kurven. Vi kan regne ut to tangentvektorer i
punktet a, nemlig s'(f9) og r'(g(#y)). Vis at disse vektorene er parallelle (vi godtar at den
ene eller begge er lik 0).

¢) Vis at buelengden til kurven blir den samme uansett hvilken av de to parametriseringene vi
velger.

LF%] Vektorer i rommet

I dette seksjonen skal vi studere vektorer i rommet. Mye av det som gjelder for vektorer
i planet, gjelder med samme begrunnelse for vektorer i rommet, og vi skal derfor ikke
ga gjennom alle resonnementer i detalj, men konsentrere oss om det som er nytt i det
tre-dimensjonale tilfellet.

>

» a = (ay, ap, az)

X

FigurT1.3.1 Tre-dimensjonale koordinater

Figur T1.3.1 viser hvordan 3-tuppelet (trippelet) a = (a1, a», a3) fremstilles i et tre-
dimensjonalt koordinatsystem — a; er koordinaten langs f@rsteaksen, a; er koordinaten
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langs andreaksen, og a3z er koordinaten langs tredjeaksen. Som tidligere lgnner det seg
noen ganger a tenke pa trippelet (ap, az, az) som et punkt og noen ganger som en
vektor.

Akkurat som i det to-dimensjonale tilfellet har enhetsvektorene langs aksene
egne navn. Vi skriver

i=(1,0,0) og j=10,1,0) og k=(0,0,1)
I enkelte bgker vil du isteden finne notasjonen
e, =(1,0,0) og e, =(0,1,0) og e, =(0,0,1)
Legg merke til at enhver vektor kan uttrykkes ved hjelp av i, j og k pa en naturlig méte:
(a1, a2, a3) = aii + azj + azk

Vi skal noen ganger ha bruk for denne skrivematen.

Geometrisk tolkning av regneoperasjonene

Addisjon, subtraksjon og multiplikasjon med et tall har ngyaktig den samme tolkningen
som i planet — addisjon og subtraksjon kan oppfattes som sammensetning av piler,
og multiplikasjon med tallet s svarer til & forlenge vektoren med en faktor |s| (og snu
retningen hvis s er negativ).

Ogsé skalarproduktet oppfarer seg som fgr. Skalarproduktet av a = (ay, az, a3)
ogb = (b1, by, b3) er definert ved:

a-b=ab +aby+ azbs
Lengden til vektoren a = (ay, a», a3) er gitt ved
la| = /af +a5+aj =+a-a

og avstanden d(a, b) mellom punktene a = (a;, az, az) ogb = (b1, by, b3) er gitt ved

d@,b)=[b—a|l =(b —a)?+ (b — ar)* + (b3 — a3)?

Vi har fglgende resultater som bevises pa samme mate som i planet.

T1.3.1 Setning Hvis a og b er to vektorer i rommet, gjelder:
(a) la+b*=|a]*+2a-b+ [b|?
(b) la—b*> =|al> —2a-b+ |b]?
(©) (a+b)-(a—b)=la]’ - b
(d) a-b = |a||b|cosv der v er vinkelen mellom vektorene a og b
(e) |a+b[ < |a]+ [b]
a-b

(f) Projeksjonen p av a ned pa b er gitt ved p = Wb
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Vi tar med et eksempel pa bruken av (f):

T1.3.2 Eksempel Finn projeksjonen p av vektoren a = (4, 3, —1) ned pa vektoren
b= (2,1, —-2). Vi far:

Cab (43,-1)-(2,1,-2)
PR T T (2

13 26 13 26
(2,1,—2)=3(2,1,—2): =

9979
|

Begrepene «parallell» og «ortogonal» er definert som i det to-dimensjonale tilfellet.
To ikke-null vektorer a og b er parallelle dersom det finnes et tall s slik at a = sb. De
to vektorene er ortogonale dersom vinkelen mellom dem er 90°. Det fglger fra punkt
(d) 1 setningen ovenfor at a og b er ortogonale hvis og bare hvisa - b = 0.

Ogsa parametrisering av linjer foregar pa samme mate i rommet som i planet.
Linjen gjennom punktet a parallell med vektoren b har som fgr parametriseringen

r(t)=a+tb
Her er et eksempel:

T1.3.3 Eksempel Finn parametriseringen til linjen som gér gjennom punktene a =
(3, —4,2) og ¢ = (—1, 3, 1). Denne linjen er parallell med vektoren

b=c—a=(-1,3,1)—-3,—-4,2)=(-4,7,-1)

Dermed far vi
r(t) =a+tb=0—4t,—4+7t,2—1)

Oppgaver

1.

2.

Finn projeksjonen av (3, —2, 7) ned pa (1, —1, 2).

Finn lengden av projeksjonen av (1,0, —1) ned pa (2, 1, 1).

. Finn vinkelen mellom vektorene (1, 2, 3) og (—1,0, 1).

. Skriva = (2, 2, 1) som en sum av to vektorer b og ¢ der b er parallell med d = (1, 0, —1) og

¢ star normalt pa d.

. Finn en parametrisering av linjen som gar gjennom punktet (—1, —1, 2) og er parallell med

2,3, 1).

. Finn en parametrisering av linjen som gar gjennom punktene (7, —3, 2) og (—1, —1, 5).
. Finn to vektorer som begge star normalt pa (3, 2, —1) og som ikke er parallelle.

. En linje gar gjennom punktene (1, 0, 2) og (0, 2, —1). Finn det punktet pa linjen som ligger

nermest (2, 3, —1).

. Bevis setning T1.3.1.
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10. To fly eri det samme omradet. Ved tiden ¢ = O er det ene flyet i punktet (0, 0, 2000) og flyr med

en fart pd 150m /s parallelt med vektoren (2, 2, 1). Det andre flyet er ved tiden r = 0 i punktet
(5000, —1000, 4000) og 20 sekunder senere i punktet (4400, 2000, 4000). Flyet fglger en rett
linje og holder konstant hastighet.

a) Vil kursene til de to flyene skjere hverandre?
b) Vil flyene kollidere?

Vektorproduktet

I tre dimensjoner finnes det en regneoperasjon som ikke eksisterer i to dimensjoner,
nemlig vektorproduktet (eller kryssproduktet som det ogsa kalles). Vektorproduktet
mellom to vektorer a = (ay, az, az) og b = (b1, by, b3) er definert ved:

a x b = (ax2b3 — azby, az3by — a1bz, a1by — axby)
= (a2b3 — azby)i + (azby — ai1b3)j + (a1by — axby)k

Denne formelen kan vare vanskelig 4 huske, men det finnes en del huskeregler. En slik
huskeregel er vist i skjemaet nedenfor. Vi multipliserer langs pilene og gir resultatet
positiv verdi dersom pilene gar fra venstre mot hgyre og negativ verdi dersom de gar
motsatt vei. Vi skal se pa en annen huskeregel for vektorproduktet litt senere i dette
kapitlet (og kan du en tredje, kan du trygt bruke den).

i J k
ai \ a \ a3 >< / /
) >, ><b ><b ,
3 1 2 3
T T . .
—a3b21 —a1b3J —azblk a2b31 (l3b1] albgk

La oss regne ut et vektorprodukt:
T1.3.4 Eksempel Finn vektorproduktetava = (3, —1,2) ogb = (4, —2,5). Vi far:

axb=((-1)-5-2-(-2)i+2-4-3-5j+3-(=2) - (=1 -4k
=(-1,-7,-2)

La oss gjenkalle hva som skjer dersom vi regner ut b x a istedenfor a x b:

b x a = (byas — bsaz, bsa; — bas, biax — bray)
= —(a2b3 — asby, azby — aibs, aiby — axby)
=—axbh
For vektorproduktet gjelder altsa ikke den gamle regelen om at faktorenes orden
er likegyldig, men vi har i det minste en regel som ligner ganske mye. Vi sier at

vektorproduktet er anti-kommutativt.
Her er en liste over de grunnleggende egenskapene til kryssproduktet:
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T1.3.5 Setning For vektorer a, b, ¢ i rommet gjelder:
(a) axb=—(bxa)
(b)ax(+c)=axbt+axcog(a+b)xe=axc+bxec
(c) ax (sb) =s(axb)og(sa) xb=s(axb)ders e R
(d) a x b star ortogonalt pa bade a og b
(e) |a x b|> = |a’|b|> — (a - b)? (Lagranges identitet)

Bevis: Punkt (a) har vi allerede bevist og de andre bevisene er av samme type
— vi skriver vektorene pa koordinatform, regner ut og ser at det stemmer: Vi tar (c),
(d) og (e) som eksempler:

(c) Hvis a = (a1, a2, a3) ogb = (b1, by, b3), sd er sa = (say, saz, saz). Vi far:

(sa) x b = ((saz)bz — (saz)ba, (saz)by — (say)bs, (sa1)by — (saz)by)
= s(aabs — azby, azby — a1bz, a1by — axby)
=s(a x b)

Den andre likheten i (c) gar pa samme mate.
(d) For & vise at a star ortogonalt pa a x b, ma vi vise ata - (a x b) = 0. Vi far:

a-(axb)=aj(arbs — aszbs) + a(azby — a1bz) + az(a1by — axby)
= alazbg, — a1a3b2 + 612613]?1 — a2a1b3 + a3a1b2 — a3a2b1
=0
En helt tilsvarende regning viser at b star ortogonalt pd a x b.

(e) Vi skriver a = (ay, az, az), b = (b1, by, b3) og regner ut begge sider (du er
ikke forpliktet til & fgle at dette er spesielt festlig):

l(a x b)|* = (a2b3 — a3by)* + (azby — a1b3)? + (a1by — arby)*
= asb} — 2aya3brby + a3b3 + aib}
— 2a1a3b1b3 + alb3 + a1b2 2a1a2b1b2 + a%b%

og
la|%|b|? (am2(@+%+%m%wfw%—@m+@m+@m

+%w+%@+%% ﬁﬁ—@%—@%
— 2aj1axb1by — 2a1a3b1bs — 2arazbybs
— 2611612]91[?2 — 2a1a3b1b3 — 2a2a3b2b3

Bortsett fra rekkefglgen pa leddene er dette det samme uttrykket som vi fikk ovenfor.
Dermed er (e) bevist. u
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BEMERKNING: Legg merke til at det ikke finnes noen assosiativ lov i listen ovenfor.
Generelter (axb) xe¢ # ax (bxc). Someteksempellarvia = (1, 1,0),b = (1,0, 0)
oge=1(0,0,1). Daer

(axb)xe=((1,1,0) x (1,0,0)) x (0,0,1) = (0,0, -1) x (0,0,1) =0
mens
ax(xe)=(,1,0) x((1,0,0)) x (0,0,1)) =(1,1,0) x (0, —1,0) = (0,0, —1)

At (a x b) x ¢ # a x (b x ¢) betyr at uttrykket a x b x ¢ ikke gir noen mening — vi
ma ha med parenteser for & presisere hvilken rekkefglge produktene skal utfgres i.

Akkurat som skalarproduktet har vektorproduktet en geometrisk tolkning som er viktig
i anvendelser. Vi tar utgangspunkt i punkt (e) i setningen ovenfor:

la x b = |a*[b]* — (a-b)?
Siden vi allerede vet at a - b = |a||b| cos v, der v er vinkelen mellom a og b, sé er

la x b|? = |a|?|b|*> — |a]?|b|? cos® v = |a|*|b|? sin® v

2

der vi har benyttet at 1 — cos? v = sin® v. Alts er

la x b| = |a||b]|sinv

(husk at siden 0° < v < 180°, er sin v aldri negativ). Dermed vet vi hvor lang vektoren
a x b er. Legg spesielt merke til at a x b = 0 hvis og bare hvis sin v = 0, dvs. dersom
a og b er parallelle.

Fra punkt (d) i setning T1.3.5 vet vi ogsa noe om retningen til a x b, nemlig at
a x b star normalt pd bade a og b. N4 finnes det to motsatt rettede vektorer som har
lengde |a||b| sin v og stir normalt pa bade a og b (se figur T1.3.2).

FigurT1.3.2 To vektorer som star normalt pd bade a og b

For a vite hvilken av disse to vektorene som er a x b, bruker vi hgyrehdndsregelen:
Vi legger hgyre hand med fingrene fra a mot b mens vi spriker med tommelen. Da er
a x b den av de to normalvektorene som peker i tommelens retning (se figur T1.3.3
der den krumme pilen viser den retningen fingrene peker).
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axb

—(a x b)

FigurT1.3.3 Vektorene a x b og —(a x b)

La oss oppsummere det vi har kommet frem til:

T1.3.6 Setning Laa ogb vare to vektorer i rommet og kall vinkelen mellom
dem v. Da har vektorproduktet a x b lengde |a||b| sin v og star normalt pa bade
a og b. Retningen til a x b er gitt ved hgyrehandsregelen.

Bevis: Vi har bevist alt bortsett fra hgyrehandsregelen. Beviset vi skal gi for
denne regelen kan se litt umatematisk og skissemessig (og vanskelig!) ut, men det kan
uten store endringer bygges ut til et fullverdig bevis.

Vi skal fgrst bevise hgyrehandsregelen for to vektorer a = (ay, ap,0) og b =
(b1, by, 0) som ligger i xy-planet. I dette tilfellet vil a x b vere parallell med z-aksen.
Hvis hgyrehandsregelen holder, skal a x b peke i samme retning som k dersom paret
(a, b) er positivt orientert, og i samme retning som —k dersom (a, b) er negativt
orientert (sjekk dette!). Regner vi ut kryssproduktet far vi:

axb=0i+0j+ (a1by — axb1)k = (a1by — axby)k

. a a . .
Viserataib,—arb; = bl b2 . Detbetyr ata xb peker i samme retning som k dersom
1 b2
. a a .. . . .
determinanten bl b2 er positiv, og i samme retning som —k dersom determinanten
1 D2

er negativ. Siden fortegnet til denne determinanten gjenspeiler orienteringen til paret
(a, b), betyr dette at a x b peker i samme retning som k dersom paret (a, b) er positivt
orientet, og i samme retning som —k dersom dette paret er negativt orientert. Men det
er jo akkurat hva hgyrehandsregelen forutsa, og fglgelig gjelder hgyrehandsregelen nér
a og b ligger i xy-planet.

Vi er na rede til & se pa det generelle tilfellet a = (ay, az, az), b = (by, bz, b3).
Velg et par av vektorer ag, by i xy-planet som er en «kopi» av paret a, b. Med dette
mener jeg at ag er like lang som a, by er like lang som b, og at vinkelen fra ag til bg er
lik vinkelen fra a til b. La ¢y = ap x bg. Siden vektorene ag og b ligger i xy-planet,
gjelder hgyrehandsregelen for ag, by og ¢g.

SeksjonT1.3  Vektorer i rommet 43



44

La oss na tenke pa vektortrippelet (ag, by, ¢g) som en materiell gjenstand, f.eks.
tre sammensveisede biter av staltrad. Vi flytter nd denne gjenstanden med en kontinu-
erlig bevegelse, uten & deformere den pa noen mate, slik at ay ender opp som a, og bg
ender opp som b. La a(¢) vere posisjonen til ag etter ¢t sekunder av denne bevegelsen,
og la b(¢) og c(¢) vaere de tilsvarende posisjonene til by og ¢g. Hvis bevegelsen tar T
sekunder, er dermed a = a(7T") og b = b(T).

Dersom ¢(7) = a(T) x b(T), er hgyrehandsregelen oppfylt for trippelet a(T) =
a,b(T) = b,c(T) = c. Vi skal derfor anta at ¢(T) = —a(T) x b(T) (den eneste
andre muligheten) og vise at dette fgrer til en selvmotsigelse. La 7y vare det fgrste
tidspunktet der c(¢) skifter fra & vaere lik a(¢) x b(¢) til & veere lik —a(z) x b(¢) (formelt
er to = inf{r : ¢(r) = —a(r) x b(¢)}). Siden c(¢) beveger seg kontinuerlig, betyr dette
ata(r) x b(¢) ma gjgre et sprang ved tidspunktet #y. Men det er umulig siden a(z) x b(¢)
vil bevege seg kontinuerlig nar a(r) og b(¢) gjgr det (tenk pa det algebraiske uttrykket
for vektorproduktet). Dermed har vi fatt var selvmotsigelse, og beviset er fullfgrt. m

Vi skal na se pa noen av de tingene vektorproduktet kan brukes til. Fgrst et enkelt
eksempel.

T1.3.7 Eksempel Finn en vektor som star ortogonalt pa bade a = (1, —2, 3) og
b = (4, —1, —2). Vi regner rett og slett ut vektorproduktet:

ax b = (1$ _2" 3) X (47 _1’ _2) = (77 14» 7)
Legg merke til at siden (7, 14, 7) = 7(1, 2, 1), kan vi forenkle lgsningen til (1, 2, 1).

Det neste vi skal se pa, er hvordan hvordan vektorproduktet kan brukes til a regne ut
arealer.

T1.3.8 Setning Arealet til parallellogrammet utspent av vektorene a og b er
lik [a x b|. Arealet til trekanten utspent av a og b er %la x b|.

Bevis: Fraforrige seksjon vet vi at arealet til et parallellogram er produktet av de
to sidene ganget med sinus til den mellomliggende vinkelen. For vart parallellogram
blir dette |a||b| sin v, som vi vet er lik |a x b|. Siden arealet av trekanten er halvparten
av arealet til parallellogrammet, far vi ogsa formelen for arealet av trekanten. [

T1.3.9 Eksempel Finn arealet til trekanten med hjgrner i punktene a = (2, —7, 3),
b=(-2,3,2)0gec = (2,2,2). Denne trekanten har samme areal som den utspent av
vektorene ¢ —a og b —a (hvorfor?). Sidenc—a = (0,9, —1) ogb—a = (—4, 10, —1),
far vi:

(c—a)x(b—a)=1(0,9,—1) x (—4,10,—1) = (1,4, 36)

Dermed er arealet til trekanten lik

1 1 1
11430 = SVIZ2 +42 4362 = V1313
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Eksemplet ovenfor viser noe av styrken ved & bruke vektorregning til & regne ut geo-
metriske stgrrelser; det spiller ikke noen rolle hvor komplisert punktene ligger i forhold
til hverandre — vi bare kopler inn den generelle formelen og ut faller svaret. Hadde
vi prgvd a finne arealet med tradisjonelle geometriske metoder, hadde vi fort druknet
i finurlige tegninger og kompliserte beregninger. Ulempen ved a bruke vektorregning
er at vi ofte mister kontakten med det geometriske bildet — regningen viser oss at noe
er riktig, men vi skjgnner ikke riktig hvorfor.

Vektorproduktet kan ogsa brukes til & regne ut volumer. Tre vektorer a, b, ¢ i
rommet definerer pa en naturlig mate et romlegeme, et parallellepiped som vist pa
figur T1.3.4.

b a

FigurT1.3.4 Parallellepipedet utspent av a, b og ¢

Fra skolen vet vi at volumet til et parallellepiped er arealet av grunnflaten ganget med
hgyden. Sier vi at grunnflaten er parallellogrammet utspent av a og b, vet vi at arealet
til grunnflaten er |a x b|. Pa figur T1.3.5 har vi kalt vinkelen mellom a x b og den
tredje vektoren c¢ for u.

axbhb

b a

FigurT1.3.5 Volumet til et parallellepiped
Siden a x b star normalt pa grunnflaten, blir hgyden 4 lik |c|| cos #| (vi ma ha med
tallverdien rundt cosinus i tilfelle u er stgrre en 90°). Volumet til parallellepipedet er

derfor |a x b||c|| cos u|. Men dette uttrykket er jo lik |(a x b) - ¢| (husk den geometriske
beskrivelsen av skalarproduktet). Dermed har vi vist:
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T1.3.10 Setning Volumet til parallellepipedet utspent av vektorene a, b, ¢ er
[(a xDb)-c|.

BEMERKNING: Nar vi skal regne ut volumet til parallellepipedet utspent av a, b og c,
spiller selvfglgelig ikke rekkefglgen av de tre vektorene noen rolle. Volumet kan derfor
skrives som bade [(a x b) - ¢|, [(a x ¢) - b|, |(b x a) -¢|, |(b x ¢) -al, [(c x a) -b| og
[(c x b) - a|. Disse seks uttrykkene ma derfor vaere like. Hvis du orker, kan du sjekke
dette ved direkte utregning.

T1.3.11 Eksempel Finn volumet til parallellepipedet som utspennes av vektorene
4,0,3),(—1,2,-3)0g (0, 2, 1). Ifglge setningen er dette volumet gitt ved | ((4, 0, 3) x
(—1,2,-3)) - (0,2, 1)|. Vi regner fgrst ut

4,0,3) x (—1,2,-3) =(-6,9,8)

Deretter tar vi
[(—6,9,8)-(0,2,1)] =10+ 18 + 8| =26

Volumet er altsa 26. |

Tre vektorer a, b, ¢ utspenner ogsa en pyramide (se figur T1.3.6a). For & finne volumet
til denne pyramiden husker vi at volumet til en generell pyramide er %gh, der h er
hgyden og g er arealet til grunnflaten.

a b

FigurT1.3.6 Pyramiden og parallellepipedet utspent av a, b og ¢

Sammenligner vi pyramiden utspent av a, b, ¢ med parallellepipedet utspent av de
samme vektorene (figur T1.3.6b), ser vi at hgydene er like, men at grunnflaten til
pyramiden er halvparten av grunnflaten til parallellepipedet. Det betyr at volumet til
pyramiden ma vere en seksdel av volumet til parallellepipedet. Dermed har vi:

T1.3.12 Korollar Volumet av pyramiden utspent av de tre vektorene a, b, ¢ er
1
sl@xb)-c|

T1.3.13 Eksempel Finn volumet til pyramiden med hjgrner i punktene a = (—1, 2,
—=3),b=(1,4,1),¢ = (0,4,7) ogd = (3, 0, 5). Denne pyramiden har samme volum
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som pyramiden utspent av vektorene b — a, ¢ — a og d — a (forklar hvorfor!). Siden
b—a=(2,2,4), c—a=(1,2,10), d—a=(4,-2,8)
fér vi:

1 1
Volum = gl((2, 2,4) x(1,2,10)) - (4, =2, 8)| = 6|(12’ —16,2) - (4, -2, 8)]

96
= — =16
6
|
Oppgaver
11. Regnuta x b nar
a) a=(-1,3,2), b=(-2,1,7) b) a=(4,-3,1), b=(-6,1,0)

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

Finn arealet til parallellogrammet utspent av a = (-2, 3, 1) ogb = (4, 0, —2).

En trekant har hjgrner i punktene (0, —1, 2), (2, —1,4) og (3, 0, 4). Finn arealet.

Finn en vektor som star normalt pa bade (2,0, —3) og (—1, 3, 4).

Regnuti x j, j x k, k xi.

Finn volumet til parallellepipedet utspent av (3, —2, —2), (0,0, 4) og (-3, 2, 1).

En pyramide har hjgrner i punktene (2, —1, 2), (0, 5, —3), (2, 4, 6) og (3, —2, 4). Finn volumet.

Anta at alle hjgrnene i et parallellepiped har heltallige koeffisienter. Vis at volumet er et helt
tall.

Bevis setning T1.3.5(b).

Determinanter, volumer og orientering
Gitt ni tall ay, a», as, by, b, b3, c1, ¢2, ¢3, definerer vi en 3 x 3-determinant ved

a daz das
b, b by b by b
by by by|=a| > |- P a2
c) C3 C1 C C1 (6)
i C2 C3

der 2 x 2-determinantene pa hgyre side regnes ut pa vanlig mate. Legg merke til hvordan
disse 2 x 2-determinantene fremkommer fra den opprinnelige determinanten — for a
finne den 2 x 2-determinanten som ganges med a;, stryker vi den linjen og den sgylen
som gér gjennom a; (se figur 7), for & finne den 2 x 2-determinanten som ganges med
ap, stryker vi den linjen og den sgylen som gar gjennom a;, osv. Legg ogsa merke til
at fortegnene til leddene pa hgyre side veksler mellom pluss og minus.

by bj
2 (3

1 by b3
1 C2 (3

FigurT1.3.7 2 x 2-determinanten som skal ganges med a;
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La oss regne ut en 3 x 3-determinant.

T1.3.14 Eksempel Regn ut

2 3 -1
' 5 -4 0 =2’_‘1L g’—fi‘_g g}+(—1)‘_§ _‘1"
-3 1 2

=2((=4)-2-0-1)=3(5-2-0-(=3))
+ (DG 1= (=H(-3)

=2(—8) =310+ (—=1)(=7)

=—-16—-30+7=-39

Det er en ner sammenheng mellom 3 x 3-determinanter og kryssproduktet. Som et
forste eksempel har vi fglgende huskeregel for kryssproduktet (den forutsetter at du
husker hvordan man regner ut 3 x 3-determinanter):

i j K
a; ay az| = (a2bs —a3by)i+ (azby — a1b3)j + (a1by —azb)k =a x b
by by b3

Siden vi bare har definert determinanten nar elementene a;, ap osv. er tall, gir det
forste skrittet i denne utregningen egentlig ikke mening, men resultatet er likevel en
grei huskeregel.

Vi har tidligere sett at 2 x 2-determinanter kan brukes til & regne ut arealer og til
a bestemme orienteringen til vektorpar (a, b). Pa tilsvarende mate kan vi bruke 3 x 3-
determinanter til & regne ut volumer og til & bestemme orienteringen til vektortripler
(a, b, ¢). Fgr vi begynner, kan det vere greit 4 bli enig om notasjonen. Dersom a =
(al, aj, a3), b= (bl, bz, bg), Cc = (Cl, ca, 63), skriver vi

a da as
det(a,b,c) = |by by b3
¢ € (3
Vi observerer sa at
a a; as
b, b by b by b
det(a,b,¢) = |by by by|l=a1| > |- b pa |70 72
¢ 3 ¢l (3 1T
C1 c) C3

= ay(bycz — byca) — ax(bics — bzcy) + az(byca — bycy)

=a-(bxc)

Sammenholder vi dette med setning T1.3.10 og korollar T1.3.12. far vi:

T1.3.15 Setning Volumet av parallellepipedet utspent av vektorene a, b, ¢ er
| det(a, b, ¢)|. Volumet av pyramiden utspent av a, b, ¢ er él det(a, b, ¢)|.
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Legg merke til at det(a, b, ¢) = 0 hvis volumet til parallellepipedet er 0. Det skjer hvis
og bare hvis vektorene a, b og ¢ ligger i samme plan gjennom origo.

Hva sd med orienteringen? Fgrst ma vi definere nar et trippel (a, b, ¢) er positivt
og negativt orientert: To punkter a og b definerer sammen med origo et plan (vi skal
komme tilbake til plan i stgrre detalj i neste avsnitt). Dette planet deler rommet i to
halvdeler. Dersom ¢ ligger pa samme side av planet som kryssproduktet a x b, sier
vi at trippelet (a, b, ¢) er positivt orientert. Dersom c¢ ligger pa den andre siden av
planet, sier vi at trippelet er negativt orientert. Bruker vi den geometriske tolkningen
av skalarproduktet, ser vi at trippelet (a, b, ¢) er positivt orientert hvis og bare hvis
(a x b) - ¢ er positiv (for da er vinkelen mellom ¢ og a x b mindre enn 90°). Det er
lett (men ikke s@rlig spennende) 4 sjekke at (a x b) - ¢ = det(a, b, ¢) (det er ikke noe
mystisk i dette — bade |[(a x b) - ¢| og | det(a, b, ¢)| er lik volumet til parallellepipedet
utspent av a, b og ¢, sa alt vi sjekker er at fortegnet er det samme). Dette betyr at
(a, b, ¢) er positivt orientert hvis og bare hvis det(a, b, ¢) er positiv. Vi har altsa den
samme forbindelsen mellom positiv orientering og positiv determinant som i det to-
dimensjonale tilfellet.

Oppgaver
20. Regn ut determinantene:
3 -2 -1 -2 4 0 1 2 3
a) |1 4 3 b) ‘ -2 3 3 ) ‘ -2 5 4
2 1 7 1 0 4 3 =3 -1

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

Finn volumet til parallellepipedet utspent av (—1, 0, 2), (3, —1, 3) og (4, 0, —1).
Finn volumet til pyramiden med hjgrner i punktene (2, 2, 2), (—1, 2, 3), (3,4, 2) og (7,2, 2).

Avgjgr om trippelet (a, b, ¢) er positivt eller negativt orientert nara = (—1, 2, 3), b = (0, 2, 4)
oge=(7,—1,2).

Vis at
a, ay as ap by c
by by bi|=|ay by |,
1 a3 by

dvs. at determinanten er den samme om vi bytter om sgyler og linjer.
Vis ar dersom a, b og ¢ er ortogonale, sa er det(a, b, ¢) = |a||b||c|.

I denne oppgaven er a, b, ¢ og d tredimensjonale vektorer.
a) Vis at dersom to av vektorene a, b, ¢ er like, sd er det(a, b, ¢) =0

b) Vis at for alle vektorer a, b, ¢, d og alle skalarer s, ¢ gjelder

det(sa + td, b, ¢) = s det(a, b, ¢) + ¢ det(d, b, ¢)

c) Visier at en vektor a er en linecerkombinasjon av vektorene b, ¢ dersom det finnes skalarer
s, t slik at a = sb 4 rc. Bruk a) og b) til & vise at dersom a er en linerkombinasjon av b
og ¢, sa er det(a, b, c) = 0.

d) Gi en geometrisk forklaring pa resultatet i c).
Vis at dersom (a, b, ¢) er postivt (hhv. negativt) orientert, sa er (a, ¢, b) negativt (hhv. positivt

orientert). Hva skjer med determinanten det(a, b, ¢) nar vi bytter om de to nederste linjene?
Hva skjer dersom vi bytter om to andre linjer?
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Plan

Intuitivt er et plan en ubegrenset plan flate i rommet. Naturlige eksempler er xy-planet
(som bestar av alle punkter (x, y,0) med sistekomponent lik 0) og xz-planet (som
bestar av alle punkter med annenkomponent lik 0). Det fgrste planet er vannrett, det
andre er loddrett. Tre punkter a = (ay, az, as), b = (b1, b, b3), ¢ = (c1, ¢z, c3) som
ikke ligger pa samme rette linje, definerer alltid et plan i rommet. Det er lettest &
forestille seg dette planet ved & tenke seg at man har en flyttbar, plan flate (f.eks. en
enorm bordplate) som man lar hvile pa de tre punktene.

a+ sb + tc

X

FigurT1.3.8 Planet gjennom a utspent av b og ¢

Gitt et punkt a = (aj, az, a3) og to ikke-parallelle vektorer b = (by, by, b3), ¢ =
(c1, ¢2, ¢3), danner alle punkter pa formen a + sb + t¢, der s, 7 € R, et plan som vi
skal kalle planet gjennom a utspent av b og c. Dette planet bestar av alle de punktene
du kan komme til nar du starter i a og fgrst gar et stykke parallelt med b og sa snur og
gar et stykke parallelt med c (se figur 8). Vi skal bruke skrivematen

r(s,t) =a+sb+tc
og kalle dette en parameterfremstilling av planet vart.

T1.3.16 Eksempel Finnen parameterfremstilling for planet som gér gjennom punk-
tene a = (—1,0,2),d = (2,3,—1) oge = (0, —2, 1). Sjekk deretter om punktet
(0,7, 1) ligger i dette planet.

Vilarb =d —a og ¢ = e — a. Da vil planet som gar gjennom a og er utspent
av b og ¢, vaere det planet vi jakter pa (hvorfor?). Siden

b=d-a=2,3,-1)-(-1,0,2) = (3,3, -3)

og
¢c=¢€e—a= (0’ _271)_(_1a072): (1’_27_1)

far vi:

r(s,t) =a+sb+tc=(-1,0,2)+s5(3,3,-3) +1(1,-2,-1)
=(=14+3s+1¢35s—2t,2—3s5s — 1)

som er parameterfremstillingen.
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Skal punktet (0,7, 1) ligge i planet, ma det finnes tall s og ¢ slik at r(s, t) =
0,7, 1), dvs.,

—1435s4+t=0 og 3s =2t =7 og 2-3s—t=1

Lgser vi de to fgrste ligningene, far vi s = 1,1 = —2. Setter vi disse to tallene inn i
den tredje ligningen, ser vi at de stemmer. Det betyr at punktet ligger i planet (hadde
paret s = 1,1 = —2 ikke passet i den siste ligningen, ville punktet ikke ha ligget i
planet). |

Det er en annen naturlig mate a beskrive et plan pa. Vi oppgir et punkt a som planet
skal gd gjennom, og en vektor n som star normalt pa planet (se figur T1.3.9). Vi kaller

n for en normalvektor til planet.

Z
A

X

FigurT1.3.9 Planet gjennom a normalt pa n

Dersom vi har et plan gjennom a utspent av b og ¢, er det lett 4 finne en normalvektor;
vi setter simpelthen n = b x c¢. Av og til gnsker vi & ga den andre veien — vi kjenner
en normalvektor n og gnsker a finne to vektorer b og ¢ som utspenner planet. Det betyr
at vi ma finne to vektorer b og ¢ som ikke er parallelle, og som begge star normalt
pa n. Dersom n = (ny, ny, n3), vil en vektor X = (x, y, z) std normalt pa n dersom
n-x = njx+nyy+n,z = 0. Deter ikke vanskelig & finne lgsninger av denne ligningen
(gi pene verdier til to av variablene x, y og z og lgs ligningen for den siste variabelen).
Her er et eksempel:

T1.3.17 Eksempel Finnen parameterfremstilling for planet som gér gjennom punk-
teta = (1, —2, 3) og star normalt pa vektoren n = (—4, 3, —1). For & finne vektorer
x = (x, y, z) som star normalt pa n, Igser vi ligningen

—4x+4+3y—z=0

Settervix = 1 ogy = 0, serviatvimadhaz = —4. Enlgsning erderforb = (1, 0, —4).
Setter vi isteden x = 0 og y = 1, ser vi at vi ma ha z = 3. En annen lgsning er dermed
¢ = (0, 1, 3). Né kan vi finne en parameterfremstilling (mange andre er mulig):

r(s,t)=a+sb+rc=(,-2,3)+s(1,0,—4) +1(0, 1, 3)
=(+s,—2+4+1¢t,3—4s+31)
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Som vi ser av dette eksemplet, krever det litt arbeid & finne parameterfremstillingen til
et plan nar vi kjenner en normalvektor n og et punkt a i planet. Det er en annen mate &
beskrive et plan pa som er vel sd anvendelig i dette tilfellet: Vi begynner med a observere
at de punktene som ligger i planet vart, er ngyaktig de punktene x = (x, y, z) slik at
X — a star normalt pa vektoren n, dvs. ngyaktig de punktene x slik atn - (x —a) =0
(se figur T1.3.10).

N

X
FigurT1.3.10 x ligger i planet gjennom a normalt pa n
Dersom n = (n1, np, n3) og a = (ay, az, a3), kan ligningen ovenfor skrives
0=n-(x—a)=nx +nyy+n3z—nia; —nyax — n3az
eller med andre ord
nix +n2y +n3z = njay + naax + n3as
Dette kaller vi ligningen til planet.
T1.3.18 Eksempel Finn ligningen til planet som géar gjennoma = (—3, 1, 2) og star
normalt pa n = (—4, 2, —1). Undersgk om punktet (—2, 4, 3) ligger i dette planet.

Vi skal finne alle vektorer x = (x, y, z) slikatO =n - (x — a), dvs.

0=(-42,-1)-x—(=3),y—1,z—2)
=(-4dHx+3)+20—-1) —-1(z—-2)
=—4x+2y—z—12

Altsa blir ligningen
—4x +2y—z=12

For & undersgke om punktet (—2, 4, 3) ligger i planet, sjekker vi om det passer i
ligningen. Setter vi inn pa venstre side, far vi:

4 (=2)+2-4-3=13#£12

som viser at punktet ikke ligger i planet. |
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Vi kan snu prosedyren ovenfor pa hodet. Gitt en ligning
ax+by+cz=d

vil alle 1gsningene (x, y, z) danne et plan med normalvektor (a, b, ¢). For a se hvilket
plan det er snakk om, behgver vi bare finne én lgsning (xo, yo, zo) av ligningen ax +
by + cz = d. La oss se pa et eksempel.

T1.3.19 Eksempel Gi en geometrisk beskrivelse av Igsningene til ligningen
—2x4+y—-3z=5

Dette er et plan med normalvektor (—2, 1, —3). Velger vix = 1 og z = 0, ma vi ha
y = 7. Vi har altsa et plan gjennom (1, 7, 0) med normalvektor (-2, 1, 3). (Som en
test kan du bruke metoden i forrige eksempel til & finne ligningen til planet gjennom
(1,7, 0) normalt pa (—2, 1, 3) og se at du kommer tilbake til samme ligning.) |

Til slutt i dette avsnittet skal vi se pa et spgrsmal som ofte dukker opp: Gitt er punkt x
og et plan P med ligning
ax +by+cz=d

Hva er avstanden fra punktet x til planet P? La oss fgrst bli enige om at vi med dette
mener avstanden fra a til det naermeste punktet i planet P. Dette punktet finner vi ved &
starte i x og fglge normalen til planet inntil vi treffer planet. La oss formulere dette ma-
tematisk: A starte i X og g4 i retning normalt pa planet, ma bety & fglge linjen gjennom
x parallell med normalvektoren n = (a, b, ¢), altsa linjen med parameterfremstilling
r(t) = x + tn. Dersom x har koordinatene (xg, yo, zo), kan denne parameterfremstil-
lingen skrives

r(t) = x+ = (xo, Yo, 20) + t(a, b, c) = (xo +ta, yo +tb,zo +tc)

Vi er interessert i det punktet der denne linjen skjerer planet P. Koordinatene til dette
punktet ma passe i ligningen til P, dvs. vi ma ha:

a(xg+ta) +b(yo+1tb) +c(zo+1tc) =d
Lgser vi denne ligningen for ¢, far vi

d —(axo+byo+cz9) d—n-x

t= -
a?+b* +¢? In|?

Avstanden vi er interessert i, er avstanden mellom skjeringspunktet x 4+ tn og det
opprinnelige punktet x. Denne avstanden blir

d—n-x|,__ |n-x—d|

In| =

|(x + ) — x| = [rn| = [t[ln| = 3
n| n|

Bruker vi at n = (a, b, ¢) og X = (x¢, Yo, 20), Ser vi at

In-x—d| laxo+byo+czo—d|
n| va? +b*+c?

Vi har dermed vist fglgende resultat:
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T1.3.20 Setning Avstanden fra punktet x = (x¢, Yo, zo) til planet med ligning
ax +by+cz=der

In-x—d| |axo+ byo+ czo —d|

In| var+b?+c?

der n = (a, b, ¢) er normalvektoren.

Legg merke til at vi lett kan finne det punktet i planet som ligger n@rmest x. Setter vi

uttrykket t = dl;'l‘gx inn i parameterfremstillingen, ser vi at dette punktet er gitt ved:

X+ tn = (xg + ta, yo + tb, 79 + tc)

+d—n-x +d—n-xb +d—n-x
=(xg+ ———a, ——b, —Fc
O T T T T T

T1.3.21 Eksempel Finn avstanden fra punktet (3,2, —4) til planet med ligning
—2x 4+ y — 5x = 2. Setter vi inn i formelen, ser vi at avstanden blir

(=2)3+1-24+(=5) (-4 -2 _ 14
V(=22 + 12+ (=5)2 V30

Oppgaver

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Finn en parameterfremstilling for planet gjennom (2, 1, 2) utspent av (1, 2, 3) og (=2, 3, 1).
Avgjgr om punktet (—1, —2, —1) ligger i dette planet.

Finn en parameterfremstilling for planet gjennom (3, 0, —2) utspentav (—1, 3, 2) og (=5, 0, 1).
Avgjgr om punktet (—6, —3, —2) ligger i dette planet.

Finn en parameterfremstilling for planet som gar gjennom punktene (3, —1,2), (4,1, 1) og
(=2,—-1,1).

Finn en parameterfremstilling for planet som gar gjennom punktene (0, 3, 1), (2, =3, 1)) og
(=2,1,1). Avgjgr om punktet (1, 2, 1) ligger i dette planet.

Finn en parameterfremstilling for planet som géar gjennom (—1, 2, 2) og starnormaltpa (2, 1, 2).
Finn en parameterfremstilling for planet som géar gjennom (3, 0, 3) og star normalt pa (1, 3, 1).
Finn en ligning for planet som gar gjennom (3, 1, —1) og star normalt pa (4, —1, 1).
Undersgk om punktene (1, —1, 1) og (2, —1, 4) ligger i planet x — 3y + 2z = 6.

Finn en normalvektor til planet 2x — 3y + z = 4. Finn ogsa et punkt som ligger i planet.
Finn en ligning for planet som gar gjennom (0, 1, —2) og star normalt pa (3, 1, 2).

Finn en ligning for planet som har parameterfremstilling r(¢) = (=2 +3s —¢, 1 +5 —2¢,2 +

s 4+ 5t).
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39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Finn avstanden fra punktet (2, —1, 2) til planet 2x — y + 3z = 4.
Finn avstanden fra punktet (3, 4, 0) til planet —x + 2y + z = 2.

Finn avstanden fra punktet (1, 1, 1) til planet som gir gjennom (1, 0, 3) og star normalt pa
6, -2,3).

Finn avstanden fra punktet (2, 2, 3) til planet med parameterfremstilling r(s, ) = (—1 + s +
t,24+s—1,2+3s —2t).

Planene x — y 4+ z = 2 og 2x 4+ y — z = 4 skjerer hverandre i en rett linje. Finn en parameter-
fremstilling for denne linjen.

K er kulen med sentrum i origo og radius 3. Finn formelen for planet som tangerer K i punktet
2,2, 1).

Et plan bestér av alle punkter som ligger like langt fra punktet (2, 4, 2) som fra (—2, 0, 8). Finn
ligningen til planet.

Planet P harligningen x+y-+z = 1. Punktene (a, b, ¢) og (¢’, b’, ¢’) er speilbilder av hverandre
om planet P. Finn d’, b’ og ¢’ uttrykt ved a, b og c.

(Eksamen i MA 104, 29/5-1995) La P vare planet som gar gjennom punktet (1, 0, 1) og som
er parallelt med vektorene (1, 1, 0) og (0, 1, 1).

a) Finn en ligning for P.

b) La/, vere linjen som gar gjennom origo og punktet (1, 0, 1), og la [, vere linjen i P som
star normalt pa /;. Finn en parameterfremstilling for /5.

¢) Finn avstanden fra /; til y-aksen (dvs. den korteste avstanden fra et punkt pa [, til et punkt
pa y-aksen).
(Eksamen i MA 104, 14/5-1988). La planet P vere gitt av ligningen
2x +3y —2z=17

La/ vere linjen gitt ved parameterfremstillingen

r(t) = (2t,3t,2t)
a) Bestem skjeringspunktet mellom P og [ og finn den minste vinkelen 6 vi kan ha mellom /

og en linje i P som skjerer [.

b) Bestem avstanden fra P til origo.

(Eksamen i MA 104, 30/5-1984) La Py vere planet som gar gjennom de tre punktene (0, 0, 0),
(1,1,1) og (1,2, s), der s er et reelt tall.

a) Finn ligningen til P;.

b) For hvilken verdi av s gar P; ogsa gjennom punktet Q = (2, 3, 4)? For denne verdien av s
skal man finne den vinkelen som P; danner med planet som har ligningen 2x —y — z = 0.
(Vinkelen mellom to plan er det samme som vinkelen mellom normalvektorene deres).

¢) Finn avstanden fra punktet Q = (2, 3, 4) til planet med ligning 2x — y — z = 0.

d) Hyvilket plan er det P; n@ermer seg nar s gar mot uendelig?
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Parametriserte kurver

En parametrisert kurve i rommet er et uttrykk

r(t) = (x(r), y(), z(1)

der x, y og z er kontinuerlige funksjoner. Ofte lgnner det seg a tenke pa r(z) som
posisjonen til en gjenstand ved tiden 7.

T1.3.22 Eksempel Vi setter

r(t) = (cost,sint,t)

Denne kurven ser ut som en spiralfjeer. Hadde vi bare hatt de to fgrste koordinatene,
ville kurven ha beskrevet en sirkuler bevegelse i planet, men den tredje koordinaten
trekker kurven oppover i en spiralbevegelse. Prgv a finne ut hvordan kurven ser ut og
tegn en skisse av den. |

Parametriserte kurver i rommet oppfgrer seg omtrent som de parametriserte kurvene i
planet som vi studerte i forrige avsnitt. Vi skal derfor ga raskt gjennom de grunnleg-
gende definisjonene og resultatene uten sa mange forklaringer og bevis.

T1.3.23 Definisjon Anta at funksjonene x, y og z har kontinuerlige deriverte.
Buelengden av den parametriserte kurven r(¢) = (x(¢), y(¢), z(¢)) fraa til b er

b
L(a,b) = / VX' (02 4 y' ()2 + Z/(1)? dt

T1.3.24 Eksempel La oss bruke formelen ovenfor til & regne ut lengden til en
omdreining av spiralen i eksempel T1.3.22. Vi har

x'(t) = —sint, y'(t) = cost, @) =1

Dette gir

27
LO,27) = | VX2 +y(0)>+2(1)dt
0

2
= V(=sint)? + (cos1)? + 12 dt
0

2
= V2dt =227

0
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T1.3.25 Definisjon Antaatfunksjonene x, y og z er deriverbare. Den deriverte
til den parametriserte kurven r(¢) = (x(¢), y(¢), z(¢)) ved tiden ¢ er

Vi) =r'(1) = ('), y' (), 7 ®)

I situasjoner der r(¢) representerer posisjonen til en gjenstand ved tiden #, kaller
vi v(¢) for hastigheten til gjenstanden.

Som i det to-dimensjonale tilfellet definerer vi farten v(t) til & vaere den deriverte av
buelengdefunksjonen s(¢) = L(a, t). Vi har v(t) = |v(¢)| som fer.

Regnereglene for derivasjon er akkurat som i det to-dimensjonale tilfellet, men
vi far med en regel til for den deriverte av vektorproduktet (punkt (iv) nedenfor):

T1.3.26 Setning Dersomr;(7) ogr; () er to deriverbare parametriserte kurver,
gjelder:

1) (r1(®) +r2(1)) =r}(t) +15()

(i) (ri(t) —r2(2)) =1} (1) —ry(t)
(i) (ri(t) -r2()) = 1) -12(t) +11(2) - 15(1)
(iv) (ri(t) x r2(1)) = ry(?) x r2(2) +r1() X 15(1)

(v) Dersom r(¢) er en deriverbar parametrisert kurve og u(t) er en deriverbar
funksjon, er (u(:)r(t)) = u'(t)(t) - r(t) + u@) - r'(1).

Den dobbeltderiverte a(t) er definert ved

a(r) =v' (@)= &"@),y"),2"()

Dersom r(¢) representerer posisjonen ved tiden ¢, kaller vi a(t) for akselerasjonen.
Med baneakselerasjonen a(t) mener vi den deriverte av farten v(z).

T1.3.27 Eksempel Viregner ut hastighet, fart, akselerasjon og baneakselerasjon for
kurven i eksempel T1.3.22:

v(t) = (—sint, cost, 1)

Dette gir v(t) = |v(1)| = +/(—sint)2 + (cost)? + 12 = /2. Siden v(¢) er konstant,
blir a(r) = v'(t) = 0. Videre er

a(t) =v'(t) = (—cost, —sint, 0)
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va)

Dersom v(t) # 0, definerer vi enhetstangentvektoren ved T(t) = | 0

samme mate som i det to-dimensjonale tilfellet, far vi:

. Ved & regne pa

T1.3.28 Setning Dersom v(z) # 0, kan akselerasjonen a(¢) dekomponeres i
to ortogonale vektorer

at) =a®)T@) +v()T (1)

der a(r)T(¢) er parallell med tangenten og v(¢)T’'(¢) star normalt pa tangenten.

En viktig forskjell pa to og tre dimensjoner er at det i tre dimensjoner finnes mange flere
normalvektorer. Gitt en vektor ¢ i planet, finnes det essentielt sett bare én normalretning
(mer presist: alle normalvektorer til ¢ i planet er parallelle). I rommet finnes det derimot
et helt plan av vektorer som star normalt pa en gitt vektor ¢. Nar vi snakker om en
normalvektor i rommet, er det derfor viktig & vite hvilken normalvektor vi mener.
Dersom r(¢) er en parametrisert kurve i rommet, kaller vi T'(¢) for hovednormalen til
r(¢). Tangentvektoren T(¢) og hovednormalen T’ (¢) utspenner et plan gjennom punktet
r(z). Dette planet kalles smygplanet til kurven i r(z). Dette er planet som smyger seg
tettes opp til kurven i punktet r(z).

Oppgaver

50.

51.

52.

53.

54.

Finn hastigheten og akselerasjonen nar r(¢) = (f, ¢™', sint).
Finn hastigheten og akselerasjonen nér r(t) = (Int, 1%, cost).

Viharr(r) = (2cost, v/2sint, +/2sin 7).

a) Finn hastigheten, farten og akselerasjonen.

b) Finn buelengden fras = 0til = 2.

c) Vis at kurven ligger pa en kuleflate med sentrum i origo.
d) Vis at kurven ligger i planet y — z = 0.

e) Hva slags kurve fremstiller r?

Viharr(t) = (tcost, tsint, t).
a) Finn hastigheten, farten og akselerasjonen.

b) Vis at buelengden frat = 0til t = 2 er f()z:z +/2 + 2 dt. Bruk numerisk integrasjon til &
beregne dette integralet.

elt—e

72

c) Lgs integralet i b) ved regning. Bruk substitusjonen ¢t =

En partikkel beveger seg i et kraftfelt der kraften hele tiden er rettet mot eller fra origo (dette
gjelder blant annet partikler i et gravitasjonsfelt eller et elektrisk felt der massen eller ladningen
er konsentrert i origo). Ifglge Newtons annen lov er F = ma, sa akselerasjonen er ogsa rettet
mot eller fra origo, Det betyr at akselerasjonen ved tiden ¢ er gitt ved a(t) = k(t)r(¢) der k(¢)
er en skalar stgrrelse.

a) Visat L{r(t) x v(1)] = 0.
b) Forklar hvorfor r(¢) x v(t) = ¢ der ¢ er en konstant vektor (uavhengig av t).

¢) Vis at partikkelen hele tiden beveger seg i planet giennom punktene 0, r(0) og v(0).
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55. (Eksamen i MA 105, 24/5-1991) En vei er parametrisert ved

2, 22, t

. 3/2
t) = t _|__k7 1<t<7
Fe) 2! 9 179 -

(alle avstander er malt i kilometer). En bil som kjgrer langs veien har et bensinforbruk som
avhenger av hvor bratt veien er — den bruker % + %% liter per kilometer (s er buelengden).
Finn det totale bensinforbruket.

™Y Geometri i hgyere dimensjoner

Vi begynte dette kapitlet med & studere n-tupler for et vilkarlig naturlig tall n. Deretter
sd vi at nar n = 2 eller n = 3, kan vi tolke disse n-tuplene som geometriske objekter
(vektorer og punkter) i planet og rommet. Denne geometriske tolkningen tillater oss
a tenke pa 2- og 3-tupler pa en ny mate som gir opphav til nye problemstillinger og
nye lgsningsmetoder. Det er fristende a forsgke a trekke med seg denne geometriske
tenkematen til det generelle tilfellet.

Dette kan virke som en uoverkommelig oppgave — hvis 2-tupler represente-
rer 2-dimensjonale objekter i planet, og 3-tupler representerer 3-dimensjonale ob-
jekter i rommet, sd burde 4-tupler representere 4-dimensjonale objekter i et slags 4-
dimensjonaltrom? Og, enda verre, 5-tupler burde representere 5-dimensjonale objekter
i et 5S-dimensjonalt rom, 6-tupler 6-dimensjonale objekter i et 6-dimensjonalt rom osv?
Hvem av oss kan med handen pa hjertet si at de har noen serlig geometrisk intuisjon
for det som skjer i 4-, 5- og 6-dimensjonale rom?

Heldigvis behgver vi ikke 4 ha en slik intuisjon pa forhdnd, men kan bygge den
opp gradvis. Hensikten med denne seksjonen er & gi en liten forsmak pa hvordan dette
gjgres. Ideen er enkel: vi overfgrer geometriske begreper fra planet og rommet til det
generelle tilfellet ved & bruke de algebraiske beskrivelsene av geometriske egenskaper.
Her er et eksempel: At to vektorer a og b er ortogonale, er i utgangspunktet en geomet-
risk egenskap. Denne egenskapen kan vi beskrive algebraisk ved a - b = 0. Vi bruker
né denne algebraiske beskrivelsen til & definere at to n-tupler a og b er ortogonale der-
som a - b = 0. P4 denne maten far vi innfgrt det geometriske begrepet ortogonalitet i
hgyere dimensjoner uten a matte stgtte oss til noen geometrisk intuisjon. Nar begrepet
fgrst er innfgrt pad denne maten, kan vi undersgke i hvilken grad det svarer til vare
(geometriske) forestillinger om hva ortogonalitet er. P4 den maten bygger vi etterhvert
opp en intuisjon om hva ortogonalitet av n-tupler er, og denne intuisjonen tar fort en
geometrisk form.

Som allerede antydet, skal vi ikke gjgre sa altfor mye ut av dette prosjektet i dette
kapitlet, men en liten smakebit kan vare nyttig. La oss begynne med litt terminologi:
Mengden R" av alle n-tupler kalles det n-dimensjonale euklidske rommet, og et n-
tuppel kalles ogsa en n-dimensjonal vektor eller et n-dimensjonalt punkt (somi?2 og 3
dimensjoner lgnner det seg noen ganger a tenke pa et n-tuppel som en vektor og andre
ganger som et punkt).

Hvis a = (ay, ay) er en to-dimensjonal vektor, er lengden gitt ved

Y O )
la| = /a7 +a;

Tilsvarende er lengden til en tre-dimensjonal vektor a = (ay, az, a3) gitt ved

la| = ,/a%+a%+a§
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For en n-dimensjonal vektor a = (aj, ay, ..., a,) er det derfor naturlig & definere
lengden (eller normen som den ogsa kalles) ved

|a|=\/a12+a§+---+a,2l

I seksjon T1.1 definerte vi skalarproduktet av vektorene a = (a;, az, ..., a,) ogb =
(b1, by, ..., by) til & vare

a-b=aby+aby+---+a,b,
Vi har den vanlige sammenhengen mellom lengden og skalarproduktet
la| =+/a-a eller med andre ord a-a—= |a|2

Vi har allerede definert to n-tupler a og b til & vaere ortogonale (eller std normalt pd
hverandre) dersom a - b = 0. Ved hjelp av denne definisjonen kan vi formulere en
n-dimensjonal versjon av et meget bergmt resultat.

T1.4.1 Pythagoras’setning for n-tupler Dersom a og b er ortogonale, sa er

l]a+b[* = [a|* + |b|?

Bevis: Dette er bare et enkelt regnestykke (husk regnereglene for n-tupler fra
seksjon T1.1):

la+b>=(a+b)-(a+b)=a-a+2a-b+b-b=[a>?+2-0+|b]*> = |a]*+|b]
| |

Vi husker fra to og tre dimensjoner at |a - b| < |a||b|. Dette resultatet er en umiddelbar
konsekvens av den geometriske tolkningen av skalarprodukteta-b = |a||b| cos v (husk
at |cosv| < 1). Vi skal na vise det tilsvarende resultatet for n-dimensjonale vektorer,
men denne gangen ma vi ga frem pa en annen mate siden vi ikke har noen geometrisk
tolkning av skalarproduktet i n dimensjoner.

T1.4.2 Schwarz’ ulikhet For alle n-dimensjonale vektorer gjelder

|a-b| < |a][b]

Bevis: Dette er et triks. Vi observerer fgrst at hvis a = 0, sa er pastanden i
setningen opplagt riktig. Vi kan derfor anta at a = 0 i det som fglger. Hvis vektorene
vare har koordinater a = (ay, az, ..., a,) ogb = (b1, by, . .., b,), observerer vi fgrst
at for ethvert reelt tall x er

0< Z(Clix +b;)?

i=1
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siden et kvadrat aldri kan vere negativt. Hvis vi multipliserer ut alle kvadratene og
samler ledd av samme type, far vi

0 < |al’x>+2xa-b+ b

Fullfgrer vi kvadratet pa hgyre side, ser vi at

b\? .b)2
05|a|2x2+2xa-b+|b|2=(|a|x+a—> NG

|a ja|?
Velger vind x = — %, far vi ulikheten
. b)?
0= pp- 2D
jal?
Fglgelig er (a - b)? < |a|?|b|? og setningen fglger. L]

Med utgangspunkt i Schwarz’ ulikhet kan vi né definere vinkelen mellom to n-dimen-
sjonale vektorer a, b slik at var kjere formel a - b = |a||b| cos v fortsatt gjelder:

T1.4.3 Definisjon Med vinkelen mellom to n-dimensjonale vektorer a og b

mener vi den vinkelen v € [0°, 180°] slik at cos v = | ;'E)'.

a‘b °
S0 < ] finn
iy = 1, sd es

det alltid en slik vinkel v som definisjonen forutsetter. Vi ser ogsa at vi faira - b =
|a||b]| cos v.

Hva er sa vitsen med et slikt abstrakt og merkelig vinkelbegrep? Kan disse
vinklene brukes til noe, og oppfgrer de seg som de vinklene vi er vant til fra planet
og rommet? Dette er fornuftige spgrsmal som bare erfaring kan gi svar pa. Erfaringen
sier at disse vinklene fungerer utmerket, og at de i det store og hele har de samme
egenskapene som vinkler i 2 og 3 dimensjoner. La oss ta med et eksempel pa hvordan
man finner en vinkel:

Legg merke til at siden Schwarz’ ulikhet garanterer at —1 <

T1.4.4 Eksempel Finn vinkelen mellom vektorene a = (2, —1,0,1,1) og b =
(0,1,3,—2,0). Vi har

ab  (2,-1,0,1,1)-(0,1,3,-2,0) -3  -32

V= == = =
|a||b| |(27_150717 1)||(07 1’37 _2a0)| \/7\/ 14 14

Bruker vi en lommeregner, finner vi at

— ~ —0.3030.

_3ﬁ
14

Dette gir v & arccos(—0.3030) ~ 107.6°. |
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Et viktig resultat i planet og rommet er trekantulikheten som sier at |a+b| < |a| + |b|.
Ved hjelp av Schwarz’ ulikhet skal vi na vise at denne ulikheten ogsa gjelder i n
dimensjoner.

T1.4.5 Trekantulikheten For alle n-dimensjonale vektorer a, b gjelder

la+b| < |a] + [b]

Bevis: Vi har
la+b|> = (a+b)-(a+b) = |a]*+2a-b+|b]* < |a|*+2|a|[b| +|b]* = (Ja| +|b])?
der vi har brukt at ifglge Schwarz’ ulikhet er a - b < |a||b]|. n

Geometrisk sier trekantulikheten at lengden til den ene siden i en trekant alltid er mindre
enn summen av de to andre sidene. Resultatet ovenfor forteller oss at dette ogsa gjelder
i hgyere dimensjoner. Faktisk spiller trekantulikheten en ngkkelrolle i de fleste forsgk
pa a generalisere avstandsbegrepet til nye sammenhenger.

Parametriserte linjer og kurver er ogsa enkle a generalisere til n dimensjoner. En
parametrisert linje i R" bestar av alle punkter pa formen

r(t) =a+tb

der a og b er to faste vektorer i R"” og der ¢ gjennomlgper R. En parametrisert kurve i
R" bestar av alle punkter pa formen

r(t) = (x1(1), x2(0), .. ., Xa (1))

der xy, x2, ..., x, er kontinuerlige funksjoner. Buelengden til en slik funksjon fra a til
b er definert ved

b
L(a,b) =/ \/x;(t)z (02 + -+ X (D2 dt

forutsatt at funksjonene x1, xz, .. ., x, er deriverbare. Den deriverte og annenderiverte
til kurven r(¢) = (x1(¢), x2(¢), ..., x,(¢)) er som ventet

r'(t) = (x( (1), X5(1), ..., x (1))

og
() = (x]{ (@), x5 @), ..., x, (1))

Vi skriver ofte v(r) = r'(¢) og a(t) = r”(¢) og kaller disse stgrrelsene for hastigheten
og akselerasjonen.

Hvakan en parametrisert kurve i n dimensjoner brukes til? Her er et lite eksempel:
Anta at vi er interessert i n vareslag og at x; () er prisen til det i-te vareslaget ved tiden
t. Da gir r(t) = (x1(¢), x2(t), ..., x,(¢)) en samlet fremstilling av prisutviklingen.
Den deriverte funksjonen r'(t) = (x{(t), x5(¢), ..., x,(¢)) gir en samlet fremstilling
av hvor mye prisene stiger og synker.
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Plan kan ogsé generaliseres til det n-dimensjonale tilfellet, men her er det flere
muligheter. Gitt et punkt a € R"” og k vektorer by, b;, ..., br € R", sier vi at alle
punkter pa formen

r(ty,tr, ..., ) =a+ b +n6by+ - +1by

der 11,17, ..., 1 € R, danner et k-dimensjonalt plan i R". Legg merke til at et en-
dimensjonalt plan ikke er noe annet enn en parametrisert linje. Dersom k = n — 1,
kalles planet ovenfor et hyperplan. Hyperplan kan ogsa fremstilles pa en annen maéte:
Gitt et punkt a € R" og en vektor n € R". Da vil mengden av alle vektorer x slik
at x — a star normalt pa n, veere et hyperplan. Vi kaller dette hyperplanet gjennom a
normalt pd n.

Vi ser at begrepet plan er mer komplisert (eller 1 hvert fall mer mangesidig) i
n dimensjoner enn i tre. Dette er et ganske vanlig fenomen nér vi generaliserer tre-
dimensjonale fenomener til hgyere dimensjoner — begreper som faller sammen i tre
dimensjoner, kan ha forskjellig innhold i hgyere dimensjoner.

Som en siste smakebit pd hvordan geometriske sammenhenger kan generaliseres
til n dimensjoner, skal vi ta en titt pa hvordan vi kan generalisere begrepene determi-
nant, areal og orientering. Gitt fire vektorer a = (ay, az, az, as), b = (b1, by, b3, ba),
¢ = (c1,c2,03,¢4), d = (dy,do,d3,ds) i R*, definerer vi 4 x 4-determinanten
det(a, b, c,d) ved

ay dp asz dag

b by by b by by by by by by
det(a,b,c,d) = ¢l ¢ 3 =daj|cp ¢3 c4|—arxjcy c3 ¢4
d dy ds da dy dy dy di dy dy

by by by by by b3

+aszjc1 ¢ cy|—asjcr ¢ 3

di dy dy dy dy ds

Sammenligner du denne definisjonen med definisjonen av 3 x 3-determinanter,
vil du oppdage det generelle mgnsteret som gjgr at vi kan ga videre og definere 5 x 5-
determinanter, 6 x 6-determinanter, osv.

Vi har tidligere sett at tallverdien til 2 x 2-determinanten det(a, b) gir oss arealet
utspent av vektorene a og b, mens fortegnet til determinanten forteller oss om oriente-
ringen til paret (a, b). Pa tilsvarende vis vet vi at tallverdien til en 3 x 3-determinant
det(a, b, ¢) gir oss volumet utspent av vektorene a, b og ¢, mens fortegnet forteller oss
om orienteringen til trippelet (a, b, ¢). Vi kan bruke disse observasjonene til & definere
volum og orientering i hgyere dimensjoner. Gitt n vektorer aj, ay, ..., a, definerer
vi volumet utspent av disse vektorene til & vere tallverdien til n x n-determinanten
det(a;, as, ..., a,). Vi sier at n-tuppelet (a;, as, ..., a,) (legg merke til at dette er et
n-tuppel av vektorer) er positivt (henholdsvis negativt) orientert dersom determinanten
er positiv (henholdvis negativ).

Slike definisjoner kan virke spekulative, og de ma alltid testes fgr de tas i bruk. Vi
ma undersgke om de oppfyller vare intuitive forestillinger om hva volum og orientering
skal veere, og vi ma sjekke om de generaliserer de formlene og resultatene vi har i to og
tre dimensjoner pa en naturlig og fruktbar mate. Det viser seg at definisjonene ovenfor
bestar disse testene og at de gir en «riktig» generalisering av begrepene volum og
orientering.

Vi skal runde av her. Denne siste seksjon kan virke litt Igs og overfladisk, men
hensikten har f@grst og fremst veert & formidle en mate a tenke pa som det kan vere greit
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a vere klar over fgr man gér videre med studiet av linezr algebra (som er navnet pa
den mer avanserte teorien for n-dimensjonale vektorer).

Oppgaver
1. Regn ut vinkelen mellom (—1, 2, 6,2,4) og (1,0, 3, 1, 1).

2. Finn hastigheten og akselerasjonen til r(t) = (¢, >, cost, Int).

4 1 -2 3

0 -1 3
3. Regnut 1 3 ol

2 0 1 1

4. Vis at for x, y € R", gjelder:

x +y* = x> +2x -y + |y|?
x —y* = [x]* = 2x -y + |y|?
x+y) - x—y =x*—y?

5. Ethyperplan gér gjennom punktet (—1, 0, 2, 3) og star normalt pa (—1, 2, 1, 3). Finn en ligning
for de punktene (x, y, z, w) som ligger i hyperplanet.

6. Anta at a og b er to ikke-null vektorer i R”. Vis at |a - b| = |a||b]| hvis og bare hvis a og b er
parallelle (dvs. a = kb for en skalar k). Hint: Analyser beviset for Schwartz’ ulikhet.

Tilleggskapittel 1  Vektorregning og parametriserte kurver



Fasit

Fasit til seksjon T1.1

l.a+b=(-2,3,9,-5,-2),a—b=4,-7,-1,-5,4),sa=(3,-6,12,-15,3),a-b=4
2.a+b=(7,2,5,-8,-5,3),a—b=(7,-2,3,4,-5,5),sa=(—28,0,—16, 8,20, —16),a-b = 12

Fasit til seksjon T1.2
2. Punktene ligger pa en rett linje. 3. Punktene danner hjgrnene i et kvadrat. 4. V290

5. Svgmmeretningen bgr danne 30° med den rette linjen tvers over elven. Tid 30 gekunder.

3
6.0 ~109.65°  7.108/2  8.0~7157°p=(-1.3) 9.5 v
10. 30° og 45°, cos15° = YOV2 11, (4,3) = 2,4) + 2, —1)  12. =% (bruk at |a + b|? =
la|? +2ab+|b|?). 13.90° 14. Umulig pga. trekantulikheten. 15. Umulig pga. trekantulikheten;
sidekanten a er lenger enn summen av de to andre a — b, b. 19. Bruk Pythagoras’ setning pa den store
rettvinklede trekanten. 21.r(t) = (=3 +t, —2 — 2t). Punktet (—7, 6) ligger pa linjen.
22.r(t) = 2+1t,—14+91) 23. For eksempel r(t) = (5 4+ 2¢, —2 + t) (det er mange muligheter).
24. For eksempel r(z) = (3¢,2 — 2t) (det er mange muligheter). 25.y = —%x + % 26. (%, %)
27.2/5 28 (82, -3%)  29.¢) (3,4)  3l.a) Skjeringspunkt (15,24). b) Skipene kolliderer
ikke. 32.c)ca.49°.33.a) 14 b)38 ¢)0 34.11 35. % 36.27 37. a) positivt
b) negativt 38. Hint: Tolk determinanten som et areal. 40. Hint: Utrykk arealet som en determinant.
41. b) Ligningssystemet har enten ingen eller uendelig mange lgsninger avhengig av konstantene ¢ og c¢;.
Linjene ajx +b1y = ¢y ogaxx + by = ¢ er nemlig enten parallelle (ingen Igsninger) eller sammenfallende
(uendelig mange Igsninger).  42. v(t) = (3¢2,21), v(t) = vOrZ + 4, a(t) = (61,2), a(r) = B+

Vort+4

43.v(t) = (—sint,sint +1cost), v(t) = v/2sin? ¢ + £ sin 2t + 12 cos2 ¢, a(t) = (—cost, 2cost —tsint),

a(r) = B=Dsin2i421(cos 2dcos’r) 44.b) v(t) = (—asint, bcost), v(t) = a?sin®t +b2cost =
2\/sin2 t+(sint -+t cos t)?

V@ = b2)sinr + b2, a(t) = (—acost, —bsint) = —r(t), a(t) = — &= oy ¢~ 2553

2\/a2 sin® t4-b2 cos? t

45. 2478 ~ 1006.4  46.2) v(1) = (1, —tan#), v(t) = - b) L1n gjg =In(v2+1)
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47.2)v(t) = (r(1—cost), rsint), v(t) = ra/23/1 — cost, a(t) = (rsint, rcost),a(t) = wﬁ d) 8r

2 2
50. a) v(r) = (vpcosa, vgsina — gt), a(t) = (0,—g) b) 12]—2 sinfa ¢) %0 51.t = % In (1 + %),

2 . . .
Ymar = T2 — % In (1 + ’;nigz) 52.b) ra(t) = <t + ﬁ, sint + \/%) 53. Med origo
midt i sirkelen og med startpunkt (b, 0), far vi: x(t) = (a + b) cost — a cos (‘%bt), y(t) = (a + b)sint —
asin (“t2¢) 54. a) r'(t) = (1,2t). Finn uttrykket for f’(t) ved & derivere f(t) = |r(t) — b|> =
(r(t) —b) - (r(r) —b) etter produktregelen. b) Geometrisk beskrivelse: Vektoren fra b til r(fy) star normalt

pé tangentvektoren r'(fy). c¢) Dersom y > %, sa er (:I:‘/ y—4y— %) de n@rmeste punktene. Dersom

y < %, sd er 0 = (0, 0) det nermeste punktet.

Fasit til seksjon T1.3

L(5—% %) 25 3ca6l8 422D=(30-3)+(523) Sro=(1+
2t, =1 +3t,2+1) 6.r(t) = (7—8t,—3+2t,2+ 31) 7. Utallige muligheter, f.eks. (1, 0, 3) og
(0, 1, 2). Sjekk dine svar ved & ta skalarproduktet med (3, 2, —1). 8.(,2,-1) 10. a) Ja, kursene
til flyene krysser hverandre i punktet (4000, 4000, 4000). b) Nei, flyene kolliderere ikke. De kommer til
mgtestedet etter henholdsvis 40 sekunder og 13@ sekunder. 11.a) (19,3,5) b) (—1, —6, —14)

12. 64/5 13. /3 14. (9, -5, 6) 15.ixj=k, jxk=ikxi=]j 16.0 17.%

18. Hint: Bruk determinanten. 20.2)84 b)20 ¢)0 21.7 22. % 23. Positivt 25. Hint:
Tolk determinanten som et volum. 28.r(s,t) = 24+ s —2t,1 4+ 2s + 3,2 4+ 35 + t). Nei, punktet
ligger ikke i planet. 29.r(s,t) = (3 —s5 — 5t,3s, —2 4+ 2s + t). Punktet ligger i planet.

30.r(s,t) = (3+s—5t,—14+2s,2—5—1) 31. For eksempel r(s, t) = (2s —2t,3 — 65 — 2¢, 1), men
det finnes ogsa mange andre. Punktet (1, 2, 1) ligger i planet. 32.r(s, 1) =(—14+s5,24+2t,2—5—1)
33.r(s,t) = 3+s+3t,—t,3—5) 34.r(s,t) = GB+t,1+s5s+4t,—1+5) 35. Punktet (1, —1, 1)
ligger i planet, men punktet (2, —1,4) gjgr det ikke. 36. n = (2, —1, 3). Ett slikt punkt er (0, 0, 4)
3.3x+y+22=-3 38Tx—16y—5z=—40 39.¥1 40 %6 418 42 00
43.r(t) = (2,1,1) 44.2x4+2y+z=9 45.2x+2y—3z = —11 46.a/=%(a+2—2b—2c),
b =10b+2-2a-20),c =3(c+2-2a—2b) 4l.a)x—y+z=2 br@)=@2-101 c)v2
48.a) 7(2,3,2),0 =arcsin = b) 517 49.a) (s —Dx+(1—s)y+2z=0 b)s=3,0=12
O dx—y=0  50.v(@t) = (1, —e~', cost),a(t) = (0, e, —sin7)

5L.v(1) = (3,2t, —sint),a(t) = (5,2, —cost)  52.a)v(t) = (—2sint, v/2cost, v/2cos 1), v(1) =
2,a(t) = —r(r) b)dmr c)x%+ y2 + 72 =4 ) En sirkel med radius 2 om origo i planet y — z = 0.
53.2) v(r) = (cost — tsint, sint +tcost, 1), v(t) = /2 +12 b) 2243 ¢) 72+ 472 + In(v27 +
VarT+ 1) 55, %2 liter.

Fasit til seksjon T1.4

Lca 31.8°.  2.v(r) = (1,21, —sint, 1),a(t) = (0,2, —cost,—%)  3.-8 5. —x+2y+z+
3w =12

66 Fasit
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