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Oppgaver til kapittel 1

Oppgave 1. Tegn fplgende vektorer i planet.
a) vi=(2,1)

b) v =(-1,2)

c) 2vq

d) vi+v2
Oppgave 2. Regn ut

a) (2,1)-(1,1)

b) (—1,1)-(~2,-3)

c) (3,4)-(3,4)

d) |13V

Oppgave 3. Hva er stgrrelsen til matrisene, bade fak-

torene og produktet, ifd|[I7} 20} 21)?

Regn ut produktet av matrise og vektor:

Oppgave 4.
L0y (2
0 1 -3
Oppgave 5.
000 :
0 00 54
0 00 —11—7
Oppgave 6.
1 0 —1 _11
1 1 0 1 |
21 0 -3 1
Oppgave 7.
(1 -1 2 ) :
0 -3 1 0
Oppgave 8.
1 0 -1 1
-1 1
-1 1 3

Oppgave 9.

1 0
Oppgave 10.

2 1
Oppgave 11.

236/ \6 6 12
Oppgave 12. a) La
A:(2)
0g
B=(3)
Hva blirA-B og B -A.
b) La
A=(1 2 3)
og
1
B=1|-1

1
Regn ut produktene A -B og B - A.

c) La
1 —1
2 0
A= 0o 2
1 0
og

200 3
B(4121>

Regn ut produktene A-B og B-A.

d) La
1 1 2
A=10 1 1
-1 1 0
og
0 1
B=|1 -1
0 1

Regn ut produktet A - B. Har produktet B - A noen
mening?



Utfgr regneoperasjonene:

Oppgave 13.

(5 DA

Oppgave 14.

123+2120
-1 -2 -3 2 1 2

Oppgave 15.
21\ (10
1 3 0 1
Oppgave 16.
2 1 0 1 2 0
-1 4 -3 ) 0 4
0 3 6 00

Regn ut produktet av matrisene:

Oppgave 17.

Oppgave 18.

Oppgave 19.
10 —1 :
1 0 1 0
01 0 - %
Oppgave 20.
1 0 -1 2
211 1 O 1
21 0 =3
Oppgave 21.

S = O
- o O

D= O I—
S = O

—
-0 O =

Oppgave 22.

010 1 2 3

0 0 1 2 46

1 00 3 6 5
Oppgave 23.

1 -1

1 1

(2 35 1 > ios

1 0 2 —1 o 2

2 0
Oppgave 24.

— D=
N———
7 N

|

Sl

| =

o)}
N——

I -1\ (2

0 1 3
Oppgave 25. La

10

=)

hvor ¢ € R er et reelt tall. Finn A2, A3 og A*. Ser du et
mgnster? Hva blir A™?

Oppgave 26. Kombiner hver matrise med riktig be-
grep, det kan veere flere begreper som stemmer for hver
matrise.

1 20
A:(é ?),B: 02 1|,
00 3

1 00 120
c=(320],D={(251],
4 11 01 3

1. Qvre trianguleer 2. Nedre triangulcer 3. Identitets-
matrise 4. Diagonal 5. Symmetrisk

Oppgave 27. Gitt to matriser

1 0 1 6 2 -1
A=|-1 1 -2)ogB=|—-4 -1 1
32 2 -5 =2 1

a) Regn ut matriseproduktet A - B.
b) Forklar hvorfor B=A"".
¢) Hva blir produktet B- A og hvorfor?

d) Regn ut C =A-AT og forklar hvorfor C blir en
symmetrisk matrise.



Oppgave 28. Gitt to matriser

1 -2 2 1 2 -1
A=|1 -2 1) ogB=|0 -1 1
1 -1 0 0 0 1

a) Regn ut matriseproduktene AB, BA og A>.
b) Finn A~

c) La M veere en ortogonal matrise som oppfyller
M? =1. Vis at da er M symmetrisk, dvs. M = M" .

Regn ut den inverse til matrisene:

Oppgave 29.
2 2
-2 -3

Oppgave 30.

4 8

2 1
Oppgave 31.

0 1

11
Oppgave 32.

1 3

31
Oppgave 33.

(o)

Oppgave 34. Vis at matrisene

1 1 2 2
A:§ 2 =2 1
2 1 -2
08
| V2 1 V3
B=—|-v2 2 0
Vel vz 1 -3

er ortogonale. Er produktene A>, AB, BA og B> ogsd
ortogonale?

Regn ut determinantene:

Oppgave 35.

Oppgave 36.

2 0
2 1
Oppgave 37.
‘2 5
1
0 3
Oppgave 38.
2 1 0
3 -1 =2
0 1 1
Oppgave 39.
1 2 3
2 4 6
-1 -2 -3
Oppgave 40.
1 3 2 1
01 2 -2
0 0 1 -1
0 0 0 1
Oppgave 41.
3 -5\ (20
2 4 2 1
Oppgave 42.
100 200
50 700
Oppgave 43.

()

Oppgave 44. Vi har gitt et likningssystem

x—2y—3z=-2
x+y+z=3
2x—y—2z=1
3x—z=4

Er systemet overbestemt, underbestemt eller bestemt?
Lgs likningssystemene:
Oppgave 45.

2x+2y=4
—2x—3y=-5



Oppgave 46.

4x+8y=6
2x+y=-3
Oppgave 47.
x+3y=5
x+y=7
Oppgave 48.
xX+2y+3z=6
y+2y=2
x+6y+2z=5
Oppgave 49.
x+y—z=4
x—2y+3z=6
2x+3y+1z=7

Regn ut det karakteristiske polynomet og finn egenver-
diene til matrisene:

Oppgave 50.
2 2
-2 -3

Oppgave 51.

4 8

2 1
Oppgave 52.

0 1

11
Oppgave 53.

1 3

31
Oppgave 54.

0 1

1 0

Oppgave 55. La

2 =20
A=10 1 O
1 0 3

Vis at det karakteristiske polynomet er gitt ved
xa(A) = —(2 = 1)(A* =51 +6)

o0g finn egenverdiene til matrisen. Finn ogsi A~

Oppgave 56. Vis at 2 X 2-matrisene
cos@ —sinf 0 1
Re = (sin@ cos B ) 8 S = (1 0>
er ortogonale. Faktisk er det slik at alle ortogonale

2 x 2-matriser er pd formen Ry eller pa formen SRy for
passende valg av 0 € [0,27).

2 2
= (%)
Vis at A er invertibel og finn A~'. Regn ut det karakte-
ristiske polynomet og finn egenverdiene til A.

Oppgave 57. La

Oppgave 58. La

1
A==-2 =2 1
3\ 1 22

Vis at A er invertibel og finn A~'. Regn ut det karakte-
ristiske polynomet og finn egenverdiene til A.

Oppgave 59. En 2 x 2-matrise A er gitt ved
0 1
=1 o

b) Vis at S er en ortogonal matrise.

a) Regnut S

c) Regn ut determinanten til S.
d) Finn en likevektstilstand for S.
Oppgave 60. En 2 x 2-matrise er gitt ved
(5
a) Regn ut determinanten til A.
b) Finn A~1
c) Etlinecert likningssystem er gitt ved
x—y=2
—x+3y=4
Bruk b) til a lpse likningsystemet.

d) Regn ut A%,



Vi har at
2 -2
+(9)-()
e) Lgs det linecere likningssystemet
2 (X _ -2
()= ()

Oppgave 61. En 2 x 2-matrise er gitt ved

4 =2
=G5
a) Regn ut determinanten til A.
b) Finn A}

c) Et linecert likningssystem er gitt ved

4x—2y=2
Ix—y=2

Bruk b) til a lpse likningsystemet.
d) Regn ut A>+2I.

e) Lgs det linecere likningssystemet

won()-(0

Oppgave 62. En 3 x 3-matrise er gitt ved

1 -1 2
M=|2 -2 2
1 =10

a) Regn ut determinanten til M.
b) Visat M* =1.

c) Lgs det linecere likningssystemet

x—y+2z=1
2x—2y+2z=4
1
—y=—1
X=5y
Oppgave 63. La
1
v= 1|0
0

Regn ut Householder-transformasjonen Qy tilordnet

denne vektoren. Vis at Qy(v) = —v. La sd
0
w=|a
b

For reelle tall a,b € R. Vis at Qy(W) = w.

Oppgave 64. En 3 x 3-matrise er gitt ved

1 1 -2 2
2 2 1

Vi skal vise at A er en Householder-matrise.
a) Regn ut determinanten til A.
b) Visat A’ =1.

c¢) Finn det karakteristiske polynomet til A og regn ut
egenverdiene.

d) La w vere en vilkdrlig vektor og regn ut W = w —
Aw. Vis at
AW = —W

e) Vis at A er Householder-matrisen til W, i.e. A =

Ow-
Oppgave 65. En 3 x 3-matrise er gitt ved

L[ 408
A=g|-4 7 4
8 4 1

Vi skal vise at A er en Householder-matrise.
a) Hva er symmetrisk matrise? Er A symmetrisk?
b) Regn ut determinanten til A.
c) VisatA> =1.

d) Finn det karakteristiske polynomet til A og regn ut
egenverdiene.

d) La w veere en vilkdrlig vektor og regn ut W = w —
Aw. Vis at A er Householder-matrisen til W, i.e.
A = QOg.

Oppgave 66. En 3 x 3-matrise er gitt ved



a) Regn ut determinanten til A.

b) Finn det karakteristiske polynomet til A og regn ut
egenverdiene.

d) La w veere en vilkarlig vektor og regn ut W =
A’w —3Aw+2w. Vis at AW = 0.

Oppgave 67. La

0 0.8 0.6
A=1|-08 —-036 048
-06 048 —0.64

a) Vis at A er en ortogonal matrise ved d regne ut
skalarproduktet mellom sgylene.

b) Bruk egenskapen A~' = AT til ortogonale matriser
til a gse det linecere likningssystemet

0.8x,4+0.6x3 =5
—0.8x1 —0.36x, +0.48x3 =0
—0.6x; +0.48x; —0.64x3 =0




Oppgaver til kapittel 2

Oppgave 68. En modell er gitt som i illustrasjonen.

Still opp den tilhgrende overgangsmatrisen.

Oppgave 69. Vi betrakter et system bestiende av 4
stgrrelser, s1, $2, 53, S4°

Still opp den tilhprende overgangsmatrisen.

Oppgave 70. Gitt en overgangsmatrise

0.8 04 0.1
M=1| 02 03 O
05 0.7 09

Tegn et boksdiagram som svarer til denne overgangsma-
trisen.

Oppgave 71. Gitt en overgangsmatrise

I[N RN
—_h0 O =
—_— O =N
O = I=R—

Tegn et boksdiagram som svarer til denne overgangsma-
trisen.

Oppgave 72. En dynamisk modell er gitt ved
Xpt+1 =M Xy
der M er en 2 X 2-matrise gitt ved
0.8 0.2
M= ( 02 038 )
og X; er en 2-sgylevektor.

a) Gitt en tilstandsfordeling

_( 100
Xn =\ 200
Hva blir x,+1?
b) Regn ut M>.

¢) Vi finner likevektstilstander ved a sette y;11 = y;.

Finn en slik likevektstilstand u =

ul) slik at
up

u=M-u

og der uy +up = 300.

Oppgave 73. En dynamisk modell er gitt ved
Xptr1 = M -x,

der M er en 3 X 3-matrise gitt ved

0.8 0.1 0.1
M= 01 08 0.1
0.1 0.1 0.8

og X; er en 3-sgylevektor.
a) Gitt en tilstandsfordeling

300
X, = 0
0

Hva blir X;,+1?
b) Regn ut M>.

c) Vi finner likevektstilstander ved a sette ;11 =Y.
Finn en slik likevektstilstand u slik at

u=M-u

0g der uy + uy + uz = 300.



Oppgave 74. Et dynamisk system kan illustreres med
folgende boks-diagram

0.3

a) Skriv opp den tilhgrende overgangsmatrisen til
diagrammet.

b) Gitt en tilstandsvektor

100
100
100

X) =

Hva blir x,?
c) Regn ut M? og bruk det til i regne ut x,.

c¢) Vi finner likevektstilstander ved a sette X, = X;.
Finn en slik likevektstilstand x slik at

Xx=M-x
og der x1 +x2 +x3 =91.

Oppgave 75. Et dynamisk system kan illustreres med
folgende boks-diagram

0.5 0.2

0.3

a) Skriv opp den tilhgrende overgangsmatrisen til
diagrammet.

b) Gitt en tilstandsvektor

100
100
100

X0 =

Hva blir xq?

c¢) Regn ut M? og bruk det til G regne ut X».

c) Vis at

er en likevektstilstand for modellen.
Oppgave 76. En dynamisk modell er gitt ved
Xp+1 = M -x,

der M er en 3 x 3-matrise gitt ved

1 04 02
M= 0 06 02
0 0 06

0g X; er en 3-sgylevektor.
a) Tegn et boks-diagram som illustrerer modellen.

b) Gitt en tilstandsvektor

Hva blir x?
¢) Regn ut M* og bruk det til & regne ut X,.

d) Vi finner likevektstilstander ved a sette X;11 = X;.
Finn en likevektstilstand x slik at

Xx=M-x
og der x| +x3 +x3 = 100.

Oppgave 77. En populasjon av gyenstikkere holder til
i to dammer. Hver dag flytter 20% av gyenstikkerne i
dam A seg til dam B, mens 30% av de i dam B flytter seg
til dam A. Resten blir veerende, og ingen forsvinner eller
kommer til. Hvis vi lar a; betegne antall pyenstikkere i
dam A pd dag t og b, tilsvarende i dam B, sa vil systemet
kunne beskrives ved modellen
a
)(5)

A1\ _
biy1
La M veere overgangsmatrisen i modellen over. Regn ut
(for hind) M?* og M?. Hvis vi starter med

(100
Yo=1 100

0.8 0.3
0.2 0.7



hva blir da vi og v,? Vi er interessert i d finne ut hva
som skjer med fordelingen mellom de to dammene i det
lange lpp. Vil forlppet veere avhengig av den opprinneli-
ge tilstandsvektoren?

Oppgave 78. Vi studerer en populasjon av kvinner og
deres risiko for a utvikle brystkreft. Vi deler populasjo-
nen i tre grupper (tilstander), friske, pasienter i tidlig
stadium og pasienter i sent stadium. Hvert dr vil 0.2%
av de friske kvinnene utvikle tidlig-stadium kreft. Res-
ten forblir friske. Av pasientene i et tidlig stadium vil
65% blir friskmeldt i lgppet av daret, mens resten utvik-
ler sykdommen til et sent stadium. Av kvinnene i den
sene stadiet vil 10% ved hjelp av behandling bli brakt
tilbake til en tidlig stadium tilstand, mens 90% forblir
i det sene stadiet. Ingen gadr direkte fra et sent stadium
av sykdommen til a bli frisk pa et ar. Modellen kan vi
illustrere pa denne mdten

0.998

Tidlig stadium

Sent stadium

0.9

Still opp den tilhprende overgangsmatrisen. Hvor stor
andel vil etter hvert veere i de ulike stadiene? Vil det
veere avhengig av hva som er utgangspunktet?

Oppgave 79. Vi skal se pa en modell for aldersforde-
ling hos ferskvannsfisken gulabbor. Vi tenker oss at i en
populasjon er det ingen av individene som blir mer enn
4 ar. Kun 5% av 1-aringene overlever til de blir 2 ar,
20% overlever fra 2 til 3 ar og 75% fra 3 til 4. De to
eldste klassene produserer nye fisker, henholdsvis 100
og 150 i aret pr. individ. Vi kan formulere modellen slik,
der ny; indikerer antall individer i aldersgruppe k ved
tiden t.

Nyl = 100n37t + 1501’14’,
ny 1 =0.05n

n3 1 =0.2ny,

n4s1 = 0.75n3;

10

Skriv opp overgangsmatrisen P og tegn en figur som
illustrerer modellen. Regn ut P*. Dersom vi setter

10000
1000
500
300

Vo =

hva blir da v, ? Finn ut hvordan aldersfordelingen blir i
det lange lpp.

Oppgave 80. En medisinsk preparat inntas gjennom
munnen og absorberes til blodbanen via magesekken.
La s, veere mengden av preparatet i magen ved tiden t,
0g by den mengden som er absorbert i blodet. For hvert
tidsintervall er 50% av preparatet absorbert fra mage-
sekken til blodbanen, og 80% av preparatet i blodbanen
er metabolisert.

Still opp en modell, inkludert figur, overgangsmatrise
og likningssett. Analyser tidsforlgpet av modellen.

Oppgave 81. N studenter sitter rundt et rundt bord
og spiller fplgende spill: De bestemmer seg for hvert
sitt tall 0 < p; < 1, uten d fortelle de andre hva tallet
er. Hver spiller har utdelt en kapital, verdsatt til 1. Ved
hver runde i spillet skal spiller j gi personen til hgyre en
andel p; av den kapitalen hun pa dette tidspunktet har
til radighet. Resten av kapitalen skal hun gi til personen
pa venstre side. Slik fortsetter spillet. Pa bakgrunn av
det man stadig vekk mottar, er det om a gjgre d avdekke
verdien pd alle p;.

Hvordan vil fordelingen av kapital rundt bordet veere,
basert pa alle de individuelle p j-ene?



Oppgaver til kapittel 3 Oppgave 89.
3 1 7
Skriv w som en liner kombinasjon av v{, v, (0g v3): vi=|21|, wa=[1], vs=|-6
Oppgave 82. -1 1 0
(1 iy (-3 Oppgave 90. Vis at
Vi = _2 > V2 = 2 , W= 3 1 1
(4)-)
Oppgave 83.
) 1 1 danner en basis for R?.
n=(5) ==(3) () ~
Oppgave 91. Vis at
Oppgave 84. ( 2 3 )
1/7\1
1 1 3
Vi= 01 o V2= % o V3= ;1 danner en basis for R.
Oppgave 92. Vis at
08
2 1
w= |5 tlo).(r).{1]
1 0 0
Oppgave 85. danner en basis for R3.
2 -1 -2 Oppgave 93. Vis at
V) = 1 , V2= 1 , V3= —1
0 1 -1 2 1
{10 ],12],(2]}
o8 2 2) \3
0
W= (3) danner en basis for R3.
Oppgave 94. Vis at
. . . —1 —1 0
Finnes det noen linezr avhengighet mellom vektore- | o 1 1)
ne: 0 ] |
Oppgave 86.
danner en basis for R3.
—1 3
vy = ( ) ) y V2= (4> Oppgave 95. Hva er dimensjonen til vektorrommet ge-
nerert av
1 1 0
Oppgave 87.
PPg 1 (o] |1
1 -2 0 1 -1
V1= 1> V2 = 1
2
Oppgave 88. Finn rangen til matrisene:
1 1 1 Oppgave 96.
vi=|[2], v2= , V3= 11
3 -1 7 0 1

11



Oppgave 97.

I -1
-1 1
Oppgave 98.
0 0
0 0
Oppgave 99.
1 00
010
0 0 1
Oppgave 100.
1 00
0 00
0 00
Oppgave 101.
1 1
I 1 2
0 1 1

Oppgave 102. Vis at mengden
V ={(a,b,0) € R®|a,b € R}
danner et vektorrom.

Oppgave 103. La V vere mengden av funksjoner f(x)
definert pad intervallet [—1,1] slik at f(0) = 0. Vis at
mengden danner et vektorrom.

Oppgave 104. La w veere en sgylevektor. Vis at meng-
den av sgylevektorer v som oppfyller vi w = 0 danner
et vektorrom.

Oppgave 105. La V| og V; veere underrom av R".
a) Vis at Vi NV, ogsa er et underrom av R”.

b) Vis ved et eksempel at V1 UV, ikke ngdvendigvis er
et underrom av R".

Oppgave 106. Balanser reaksjonslikningen
Cu+HyO+ S0, + Oy — Cuz(OH) 4S04
Oppgave 107. Balanser reaksjonslikningen
PbNg + CrMnyOy — Pb304+ CryO3+MnO, +NO

Oppgave 108. Vis at mengden {x,x*,x*} av polynom-
funksjoner er linecert uavhengig.

Oppgave  109. Forklar  hvorfor
{sin’x,cos’x, 1} er linewrt avhengig.

mengden

12

Oppgave 110. Vis at
{1,x+ 1,32 +2x+ 1}
danner en basis for £,.

Oppgave 111. Hva er dimensjonen til vektorrommet
generert av
cos?2t, cos® t, sin’ t,1

Avgjor om fglgende avbildninger er linere:
Oppgave 112. T(x,y) = (x,2y,x—y)
Oppgave 113. T(x,y) = (xy,x+y)

Oppgave 114. T(x,y) = (x,y,1)

Regn ut nullrommet til matrisene:

Oppgave 115.
1 -1
-1 1
Oppgave 116.
1 1
1 1
Oppgave 117.
)
3
3 =3
Oppgave 118.
1 1 0
0o -2 1
-1 1 -1
Oppgave 119.
1 -2 1
1 1
3 1L g
3 -6 1
Oppgave 120.
1 -2 0
0 1 1
3 -1 5

Regn ut nullrommet til lineeravbildningene:
Oppgave 121. T(x,y) =x—y
Oppgave 122. T (x;,x2,x3) = (x] — X2,X2 — X3)
Oppgave 123. T(x,y) =x

Oppgave 124. T (x;,x2,x3) = (x] — 2x2,Xx) — X3,X3 —
X2)



Oppgave 125. T(f(x)) = xf'(x) = f(x), f(x) € #3

Oppgave 126. Regn ut nullrommet til matrisen

1 1 1
A=|1 -1 -1
0o 1 -1

og forklar hvorfor matrisen er invertibel.

Oppgave 127. Vi har gitt en lineceravbildning T : V —
W. Vi vet at dimensjonen til nullrommet til T er 5 og
rangen til T er 3. Hva er dimensjonen til V ? Kan vi si
noe om dimensjonen til W ?

Oppgave 128. Derivasjonsoperatoren D : &2, — &,
har 1-dimensjonalt nullrom, generert av de konstante
polynomene. Vi vet at dimensjonen til &, er n+ 1. Hva
er rangen til derivasjonsoperatoren i dette tilfellet?

Oppgave 129. Vi har gitt en avbildning T : P — P,
gitt ved f(x) — 1xf(x).

a) Visat T er en lineeravbildning.

b) Etvilkarlig element i 9?5 kan skrives pd formen
f(x) = ax? + bx + c. Finn et uttrykk for T (ax® +
bx+c).

c) Finn en egenfunksojn for operatoren T.

Oppgave 130. La a € R vere et reelt tall. Vis at evalu-
eringsavbildningen

evy: Py — R

gitt ved evy(f(x))

Oppgave 131. La I = [a,b] C R veere et lukket og be-
grenset intervall. La C(I) veere mengden av kontinuer-
lige funksjoner definert pa intervallet 1. Vis at integra-
sjonsavbildningen

f(a) er en linecer avbildning.

/:C(I)—>]R

gittved f(x) — fabf(x) dx er en linecer avbildning.

Oppgave 132. La A veere en 2 X 2-matrise gitt ved

2 —1
=0 2)
a) Regn ut det karakteristiske polynomet til A og finn
egenverdiene.
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b) Finn egenvektorene til A og vis at de danner en
basis for R2.

Oppgave 133. La A veere en 2 X 2-matrise gitt ved

2 -1
(5
a) Regn ut det karakteristiske polynomet til A og finn

egenverdiene.

b) Finn egenvektorene til A. Danner de en basis for
R2?

Oppgave 134. Vi har gitt tre vektorer

—1
-2
1

Vi = , V2 = , V3=

(USI S
~N o =

a) Vis at mengden {vi,v,,v3} er linecert avhengig og
finn en linecer avhengighet mellom de tre vektore-
ne.

b) Vi lar de tre vektorene veere sgylene i en 3 x 3-

matrise M.
1 -1 1
M=12 -2 2
3 1 7

Vis at determinanten er 0 og forklar sammenhen-
gen med resultatet i a).

c) LaV vere vektorrommet utspent av vy og v,. Finn
en vektor i R? som ikke liggeri V.

Oppgave 135. Vi har gitt tre vektorer

1 -2 0

V] = —1 , V) = 1 , V3 = —1

0 1 1

a) Vi lar de tre vektorene veere sgylene i en 3 x 3-
matrise M.

1 -2 0
M=|-1 1 -1
0 1

Regn ut determinanten til M.

b) Begrunn hvorfor mengden {vi,vy,v3} er linecert
avhengig og finn en linecer avhengighet mellom de
tre vektorene.



c) LaV vere vektorrommet utspent av vy og v,. Finn
en vektor i R? som ikke ligger i V. Hva er dimen-
sjonen til vektorrommet V ?

Oppgave 136. Vi har gitt tre vektorer
()= (7)== (1)
u; = , Uy = , U3 =
-1

a) Begrunn hvorfor mengden {u;,uy,us} er linecert

avhengig.

1

1
1

b) Vis at alle mulige utvalg av to av de tre vektorene
{uy,up,u3} vil gi oss linecert uavhengige mengder.

¢) La'V vere vektorrommet utspent av {uj,u,us}.
Hva er dimensjonen til dette vektorrommet?

Oppgave 137. La V vere vektorrommet utspent av

1 0 1
#={lo]|, 1|, [1]|}
1 1 0

a) Vis at mengden P er linecert uavhengig.

b) Forklar hvorfor 9 danner en basis for R3.

c) La
2 0 2
#={|0], 21, 2]
2 2 0
Forklar hvorfor B og 9B’ genererer samme vektor-
rom.
d) La
1 0 1
0], 1], 1
1 1 0

veere sgylene i en 3 X 3-matrise. Forklar hvorfor
matrisen er invertibel.

Oppgave 138. La V vere vektorrommet utspent av

i) ()

a) Vis at mengden A er linecrt uavhengig.

b) Forklar hvorfor 9 danner en basis for R,

7=((g) (1)

Forklar hvorfor 2 og . genererer samme vektor-
rom.

c) La

14

d) La

(1) (%)

veere spylene i en 2 X 2-matrise. Hva er rangen til
denne matrisen? Og dimensjonen til nullrommet?

Oppgave 139. La V veere vektorrommet utspent av

2 1
#={[o], |—2|}
1 0

a) Vis at mengden 2 er linecert uavhengig.

b) Forklar hvorfor B ikke danner en basis for R3.

c) La
1 0
c={12], 41}
1 1
Forklar hvorfor 2 og € genererer samme vektor-
rom.
d) La
2 1 0
0], =21, 4
1 0 1

veere sgylene i en 3 x 3-matrise. Hva er rangen til
denne matrisen? Og dimensjonen til nullrommet?

Oppgave 140. [ denne oppgaven lar vi &7, betegne
vektorrommet av polynomer av grad mindre enn eller
lik 2.

a) Vis at 1, x+ % 0g x> —x+ % danner en linecrt
uavhengige mengde i 95,

b) Visat B ={1,x+ %7x2 —x+ %} gir en basis for
P,

¢) La D: Py — &P veere derivasjonsoperatoren
D(f(x)) = f'(x). Skriv opp matrisen D] til D
relativt til basisen B,

d) Hvor stor er rangen til D, og hva er dimensjonen
til nullrommet?

Oppgave 141. [ denne oppgaven lar viV = (¥, e™).
a) Visat 3(e*+e7*) og $(¢* —e™*) danner en linert
uavhengige mengde i &,
b) Visat B ={3(e +e ), 5(e" —e ™)} gir en basis
forV,



c)La D :V — V vere derivasjonsoperatoren
D(f(x)) = f'(x). Vis at operatoren faktisk er en
avbildning fraV inniV.

d) Finn en egenfunksjon for D i rommet V.
Oppgave 142. La V = (cosx,cos2x,cos3x,...).

a) Vis at for alle positive hele tall m # n sa er
{cosnx,cosmx} linecert uavhengig.

b) Vis at Laplaceoperatoren A = D* er en linecer
operator pa vektorrommet V, det vil si linecer og
A(v) €V for alle v € V. (Definisjonen av A er gitt

ved A(f) = gZT{for en funksjon f € V)

c) Finn dimensjonen til nullrommet til A som operator
paVv.

Oppgave 143. [ denne oppgaven lar vi &2, betegne
vektorrommet av polynomer av grad mindre enn eller
lik 2.

a) Definer en linewravbildning E : 25 — R> ved

Hvis vi bruker basisen % = {1,x,x*} for 2, og
standardbasisen for R3, hva blir da matrisen [E|
tlE?

b) Finn rangen og nullrommet til [E.

Oppgave 144. [ denne oppgaven lar viV = (e*,e™)
og W =R2

a) Definer en lineeravbildning T : V — W ved
T(e) = (é) 0gT(e™)= ((1)) Finn nullrommet

og rangen til denne avbildningen.

b) La na S : W — V vere avbildningen gitt ved

1 0
s(()) = e o ([}
T oS er identitetsavbildningene pa henhodsvis V
ogW.

)=e* Visat SoT og

Oppgave 145. La T : R — R3 veere gitt ved T(x) =
(x,2x,3x).

a) Vis at nullrommet til T er (0). Hva blir rangen til
T?
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b) Definer en lineeravbildning S : R?> — R ved
S(x1,x2,x3) = x1 —2x3 + x3. Finn rangen og null-
rommet til S.

c) ?Betrakt sa de sammensatte avbildningene SoT :
R —Rog ToS:R>— R3. Finn rangen og null-
rommene til disse to avbildningene.

Oppgave 146. La T : R?> — R? veere linewravbildnin-
gen gitt ved Tv = Av der A er 2 X 2-matrisen

)

a) Regn ut det karakteristiske polynomet til T og finn
egenverdiene.

-1
2

b)
c)

Finn de tilhgrende egenvektorene.

Vis at egenvektorene til A danner en basis for R2.

1 . . L
1) Skriv w som en linecer kombinasjon
av egenvektorer for A.

d) Law=

e) Regn ut T(w) og T(T(w)). Finn et uttrykk for
T"(w) for en vilkdrlig n. Vi skriver T" (x) for sam-

mensetningen ToT oT o---oT (n ganger).

Oppgave 147. La T : R?> — R? vere linewravbildnin-
gen gitt ved Tv = Av der A er 2 X 2-matrisen

()

a) Regn ut det karakteristiske polynomet til T og finn
egenverdiene.

0
—1

b)
c)

Finn de tilhgrende egenvektorene.

Vis at egenvektorene til A danner en basis for R>.

d) Law= . Skriv w som en linecer kombinasjon

1
0
av egenvektorer for A.

e) Regn ut T(w) og T(T(w)). Finn et uttrykk for
T"(w) for en vilkdrlig n. Vi skriver T"(x) for sam-

mensetningen ToT oT o---oT (n ganger).

Oppgave 148. La T : R?> — R? vere linewravbildnin-
gen gitt ved Tv = Av der A er 2 X 2-matrisen

0.5 0.2
A= <o.5 0.8)



a) Regn ut det karakteristiske polynomet til T og finn
egenverdiene.

b) Finn de tilhgrende egenvektorene.

c) Vis at egenvektorene til A danner en basis for R>.

d) Lav= (1) . Skriv v som en linecer kombinasjon
av egenvektorer for A.
e) Regn ut
lim A"v
n—oo

f) Kan du finne en vektor w slik at

. 0
n
r}m;A W= <0>

16



Fasit

Fasit til oppgaver, kapittel 1
Oppgave|[l} -
Oppgave2 a) 3b) —1¢)25d) 3
Oppgave
H:2x2,2x1,2x1
07 :2x2,2%x2,2x2
R0 :3x4,4%x3,3x3
21 :3%x3,3x4,3x4

Oppgaved}
2
-3
Oppgave
0
0
0
Oppgave [6}
-2
—1
4
Oppgave[7}
1
()
Oppgave 8}
-2
1
2
Oppgave 9}
(1,2)
Oppgave [10}
(1,3)
Oppgave
(10,9, 16)
Oppgave

17

a)
-2
|
2
b)

-1 -2 2
0 0 6
2 4 2
0 0 3
1 2
AB=1|1 0
1 -2

|

Produktet B - A har ingen mening.

)

d) AB=BA = (6)
Oppgave[13]

Oppgave

Oppgave

Oppgave[16}

Oppgave[17}

Oppgave [18



Oppgave [19}
1 0 0
01 0
0 0 1
Oppgave 20}
4 —4 6
6 —6 4
0O 0 =2
Oppgave 21}
1 3 4 1
31 -1 2
2 2 2 3
Oppgave 22}
2 4 6
3 6 5
1 2 3
Oppgave
ppgave 23, "o
(33)
= 3
Oppgave 24}
1 2
-5 -3
Oppgave 25}
1 0 1 0
2 _ 3 _ n__
A _(2c 1>’A _(3c 1>’A _(
Oppgave26L A -1,2345B-1C-2D-5
1 0 0
Oppgave27,a) [0 1 O0)c)BA=1I
0 0 1
1 4 -1
OppgaveP8l a)A>2=1,AB= (1 4 -2
|| 1 3 =2
2 -5 4
BA=[0 1 —1]ba'l=4
1 -1 0
Oppgave 29}
3o
-1 -1
Oppgave 30}
(1 s
12\-2 4
Oppgave 31}

s

Oppgave 32}

(5 )
(o)

Oppgave 34} Produktet av to ortogonale matriser er
en ortogonal matrise fordi

(PO) '=07 P =0"P = (PQ)T

Oppgave 35} 22

Oppgave[36} 2

Oppgave[37, 1

Oppgave[38 -1

Oppgave[39} 0

Oppgave[d0] 1

Oppgave (@1} 44

Oppgave 42, 60000

Oppgave %

Oppgave 44, Underbestemt

OppgavedSl x=1,y=1

Oppgavex = —%, y=2

Oppgaved/L x=2,y=1

Oppgave[d8lx =3,y =0,z=1
OppgavedIx=1,y=2,z=—1

Oppgave |50l A2+ A — 2, Egenverdier: 1 og -2
Oppgave |51} A2 — 51 — 12, Egenverdier: %

Oppgave 33}

Oppgave |52, A2 — A — 1, Egenverdier: %ﬁ
Oppgave |53} A2 — 21 — 8, Egenverdier: 4 og -2

Oppgave |54, A2 — 1, Egenverdier: 1 og -1
Oppgave

1 3 6 0
A*‘:6 0 6 0
-1 -2 2
Oppgave 56} -
Oppgave 57}
1/3 =2
_ -1 _ =
det(A)=4#£0 A 4<_1 2)
A% =51 +4
Egenverdier: 1 og 4
Oppgave 58}
det(A)=1 A '=4

2a(A) =27 = A*+A+1

18



Egenverdier: 1 og -1

Oppgave |59, a) ((1) (1)) b) -1¢) G)
5
3

Oppgave 60, a) 2 b) % (1 1) c)

2 —4 5
9 (-4 10) ©) 3)
Oppgave (61, a) 2 b) % (_; i) c) G
12 —6
d) 9 -3
Oppgave
Oppgave 63|

e)x=y=1
a)lc)-1

-1 0 0
0 10
0 0 1

Oppgavel6d, a)-1¢) A3 +22+ 1 1,

A1 = 1 (multiplisitet 2), A, = —
Oppgave a) A symmetrisk b) -1
d)-A3+A%2+21 -1

Oppgave|66, a) 0b) —A3 + 322 — 12
Oppgave(67.b) x=0,y=4,z=3

19

Fasit til oppgaver, kapittel 2

Oppgave 68}

0.6 09 05
04 0 O
0 0.1 05

Oppgave [69}

0 05 15 03

Oppgave[71}

120 068 032 . (150

Oppgave (180>b 0.32 0.68) ©) (150)
240 0.66 0.17 0.17

Oppgave 73} a) 0.17 0.66 0.17
0.17 0.17 0.66

o 100
100

03 04 038 150
Oppgave(74,a) | 04 05 0 | b)| 90

03 0.1 02 60
129 40

o [105] a) (32
66 19

0 02 02 40
Oppgave|75,a) [ 0.5 0.2 0.5] b){ 120
0.5 0.6 03 140

52 26
o114 ] a) |60
134 70



20 40 100
Oppgave(76,b)[ 20 | c) |24 | d) | O

60/ \36 0

Oppgave|77]
2 (07 045\ 5 (065 0525
M —<o.3 0.55)° M =035 0475

_ (110 (1175
Vi=loo) Y27 \1125

Avhengig av summen av komponentene.
Oppgave[78}

0.998 065 O 650
0002 0 O01]), ve={ 2
0 0.35 09 7

Forrdelingen vil veere uavhengig av startverdi.
Oppgave

0 0 100 150
p_| 005 0 0 0
0 02 0 0
0 0 075 0
0 20 1125 0
p_| 0 0 5 75

95000
500
200
375

Vo =

Etter hvert blir fordelingen mellom komponentene (ca.)

4300:174:28:17
Oppgave 80}

0.5

)

20

St+1 = 0.55’;
bl‘+1 = O.SSI +02b[

Preparatet forsvinner etter hvert ut, men vil etter hvert
fordele seg med forholdet s : b =3:5.



Fasit til oppgaver, kapittel 3

Oppgave (82, w = —v| + %Vz
Oppgave 83, w =v| +2v;
Oppgave @ w= %V1 + %Vz — %V3
Oppgave 85l w = —v| +2v, — —2v3
Oppgave 86} Nei

Oppgave87, —2v; +v, =0
Oppgave[88] 2v| — v, —v3 =0
Oppgave[89] Nei

Oppgave

Oppgave 91}

Oppgave 02}

Oppgave 03}

Oppgave 94}

Oppgave[05] 2

Oppgave 06} 2

Oppgave 07, 1

Oppgave 98] 0

Oppgave 99} 3

Oppgave [100] 1

Oppgave[101} 2

Oppgave 102}

Oppgave [103]

Oppgave [104

Oppgave[105]

Oppgave [106]

3Cu+2H>,0+ S0, +20, — CM3(0H)4SO4

Oppgave[107,

15 PbNg + 44 Cr(MnO4)y —
5Pb304+22Cr 03+ 88MnO, +90NO

Oppgave [108|
Oppgave 109
Oppgave 110}
Oppgave [I11]} 2
Oppgave [112] Ja

Oppgave [113] Nei
Oppgave [114] Nei

Oppgave 115 (G))

Oppgave (116 <<_11>>

1
Oppgave (117} ( <%> )

Oppgave (118 ([ —1 |)

Oppgave(119 (| 1 |, | O |)
1

Oppgave (120, ([ —1 |)

Oppgave [121] x(1
Oppgave 122} x,
Oppgave 123} y(
Oppgave 124, x;
Oppgave[125] bx
Oppgave [126,

[\S)

=

—

— -
—_— = —

—

N

Oppgave[127] Dimensjonen til V er 8, kan ikke si noe
om dimensjonen til W.

Oppgave[128] n
Oppgave[129]
a)
d
T(af +bg)= Exa(ajﬂ—bg)
1 df 1 dg
2% ax T2y
=aT(f)+bT(g)

b)
1
T(ax* 4+ bx+c) = Ex(Zax +b)

¢) ax® og bx

Oppgave [130}
Oppgave 131

Oppgave a) A2 — 1, egenverdier: 1 og -1 b) G)

()

Oppgave [133la) A2 — 21 + 1, egenverdi A = 1 b)

Egenvektor
Oppgave 134

136

é) , ingen basis

Oppgave a)0b) (2,1,—1)¢) G) I,dimV =2

Oppgave c)2



Oppgave

37,

Oppgave@ d) rang 2, dimensjon til nullrom 0

Oppgave 139 139

Oppgave

til nullrom 1T

Oppgave
Oppgave

Oppgave

Oppgave

140

141}
142
143

44,

d) rang 2, dimensjon til nullrom 1

01 -2
c)|0 0 2 | d)rang2, dimensjon
00 O
d) e*
)0
1 00
a)y{1 1 1] b)rang3, nullrom 0
1 2 4

a) rang 2, nullrom 0

Oppgave [I45} a) rang 1 b) rang 1, nullrom utspent av

2
1] og
0

0
1
2

¢) rang 0, dimensjon nullrom 1. rang 1,

dimensjon nullrom 2

Oppgave

146

a) A2 — 31 +2, egenverdier 1,2 b) (1) ,

(‘11) d) 2&&) + (—11> e) 2vi + 2"y

Oppgave

147,

a) A2—1, 1, -1 b) (?) G) d)

1
—Vvi+wv2 eKl +(_1)n+l>

Oppgave

148

a) A2—131+03, 1, 0.3 b)

(_11) d) %(_—vwrsvz) 0} @) 5 (_11>
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