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Forord /Introduksjon

Dette kompendiet er skrevet som laeremateriale til emnet
MAT1080 — Matematisk grunnlag for maskinlaering
for bruk i det nye bachelorprogrammet
Informatikk: maskinlesering og kunstig intelligens.

MAT1080 er obligatorisk og taes i forste semester.

Emnet har veert planlagt over lengre tid, og gode kolleger ved IFI har
kommet med en rekke gnsker og gode innspill til innholdet i emnet. Takk til
[FI-kolleger

e Stephan Oepen, Ole Christian Lingjserde, Andreas Austeng,
Geir Kjetil Sandve, Ragnhild Kobro Runde, Jan Tore Lgnning
og Anne Schistad Solberg

for samtaler og innspill om MAT1080 og studieprogrammet i sin helhet.

Hovedtanken er a gi studentene et godt grunnlag i matematikk for a leere
seg maskinleering (ML) og KI. Det innebeerer at stoffutvalget er tilpasset
dette behovet, og at det derfor er noe annerledes enn i enkelte andre av vare
grunnemner i matematikk. Videre er en forutsetning at dette emnet bygger
pa R1 (ikke R2) fra videregaende skole.

I arbeidet med dette kompendiet tok vi et utgangspunkt i kompendiene
[3, 4] skrevet av Arne B.S., og gjorde utvalg, endringer, tilfgyelser etc. Noe stoff
ble hentet fra notater fra MAT1120 skrevet av Erik Bedos og Geir D. Takk
til Tom Lindstrgm for gode og viktige kommentarer til innhold og struktur
pa kompendiet. Takk til Tom ogsa for a stille opp som foreleser i dette emnet
hgsten 2025; da er dette i trygge hender! En stor takk til masterstudent Oscar
Brovold som har lest korrektur og laget en rekke oppgaver i heftet. Oscar
spesialiserer seg i maskinlaering, og en del av oppgavene han laget knytter
matematikken i heftet godt opp mot bruk i maskinleering.

Filosofien er a dekke flere grunnleggende temaer rimelig bra, med vekt pa
idéer, forstaelse og bruk, og dermed ikke veere sa detaljorientert som vi er i
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andre matematikk emner. Dette inneberer at vi bare av og til gar inn pa bevis,
og at vi ikke kan dekke alle tradisjonelle temaer sa godt. F.eks. ut fra behov i
ML og KI vil vi ikke gjgre sa mye ut av integrasjonsteori som man ser andre
steder. Derimot er det rimelig grundig behandling av funksjoner, deriverte,
optimering og linezer algebra; alle disse feltene danner et matematisk grunnlag
for ML. Under gjengir vi emnebeskrivelsen for MAT1080.

Vi ser for oss at forelesningene dekker det aller meste av innholdet her, men
at man gjgr noen tilpasninger, og hgster erfaringer for fremtidige forbedringer.

Noen viktige ord til slutt:

Til hver student: Velkommen til MAT1080!!

Vi gjor det vi kan for a gi deg et best mulig undervisningstil-
bud!

Kom pa forelesning og gvingstimer, og jobb godt med stoffet!

Da far du et flott grunnlag i dine ML og KI studier, og kunn-
skaper du kan ha glede av hele livet!

Du trenger ikke bruke KI for & leere matematikk. Men du
trenger matematikk for a laere KI!

Var 2025
Geir Dahl og Arne B. Sletsjoe

SKokoskookok ok skokook sk kR skokokoskoskokok skokoskoskoRokskokokokoskok

Emnebeskrivelsen for MAT1080:

Kort om emnet:

Emnet gir det matematiske grunnlaget for studier innen maskinleering.
Det tar for seg elementeer funksjonsleere og derivasjon i en, sa vel som flere
variable. I emnet vil det ogsa bli gitt en innfgring i grunnleggende begreper
og resultater innen lineser algebra, med vekt pa vektor- og matriseregning.
Emnet bygger pa R1 eller S1 + S2 fra videregaende skole.

Hva laerer du?

Etter a ha fullfort emnet:
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har du god innsikt i det matematiske funksjonsbegrepet i en eller flere va-
riable, og kjenner til de vanlige elementaere funksjonene, som polynomer,
rasjonale funksjoner, trigonometriske funksjoner og eksponensialfunk-
sjoner

har du forstaelse av grensebegrepet og du vet hva en kontinuerlig
funksjon er

kjenner du til begrepet algoritme og hvordan det kan brukes til a lgse
regneproblemer

har du god innsikt i og gode regneferdigheter innen derivasjon, i en og
flere variable. Du kjenner ogsa til tolkninger av den deriverte inne ulike
fagomrader og hva som ligger i begrepet anti-derivasjon

har du kjennskap til anvendelser av differensialregningen, spesielt rettet
inn mot optimering og anvendelser innen maskinlaering

kjenner du til ulike metoder for a lgse linezere likningssystemer

har du god innsikt i matrisebegrepet og du kan regne med matriser og
vektorer

vet du hva underrom og lineser uavhengighet er, og du kjenner til
naturlige underrom knyttet til matriser

har du innsikt i begrepene basis og dimensjon i vektorrom

kjenner du til begrepene egenverdier og egenvektorer og relevante an-
vendelser av disse



Kapittel 1

Funksjoner

1.1 Funksjonsbegrepet

En funksjon er en regel som til et reelt tall tilordner et annet reelt tall etter
en bestemt oppskrift. Denne oppskriften kan veere veldig presist formulert,
eller den kan vaere gitt mer vagt. Oppskriften kan i store trekk veere formulert
pa en eller flere av fglgende fire mater:

e Verbal beskrivelse

e Numerisk beskrivelse, tabellform
e Visuelt ved en graf

e Analytisk ved en formel

Noen funksjoner kan beskrives pa alle fire mater, mens andre mangler
beskrivelse pa noen av de fire.

Eksempel 1.1.1. Arealet av en sirkel som funksjon av radius i sirkelen, er
analytisk gitt ved A(r) = wr?, der r er radius. Den verbale versjonen er at
arealet av en sirkel vokser proporsjonalt med kvadratet av radius, og hvor vi

kaller forholdet for m
A(r)

r2
Det har som regel liten hensikt a beskrive denne funksjonen med en graf eller
tabell.

Eksempel 1.1.2. Verbal beskrivelse: La P(t) vere verdens befolkning ved
tidspunktet t.



t:drsiden 1900 Befolkning i millioner 8000
(1] 1650
7000
10 1750 Ve
20 1860 6000
30 2070 5000 )/-
40 2300 )4
50 2560 4000 b=t 3r siden 1900
/ =il gofolkning | millionar
&0 3040 3000 !
70 3710 M
80 4450 00—
50 5280 1000
100 5080 .
110 6870 U 10 20 3 40 0 B0 70 B0 90 100 110

Figur 1.1: Befolkningsdata.

Fig. over viser utdrag av funksjonen i tabellform, og en graf hvor vi
har trukket rette linjer mellom datapunktene. Det viser seq at funksjonen kan
approksimeres relativt godt ved

P(t) ~ f(t) = (1.43653 x 10%) - (1.01395)"
Dette er et eksempel pa bruk av alle fire matene a beskrive funksjoner.

Eksempel 1.1.3. Verbal beskrivelse: La C(t) vare konsentrasjonen av alkohol
i blodet ved tiden t ved et inntak av alkohol ved tiden t = 0.

Figurene under viser utdrag av funksjonen i tabellform, og en graf hvor vi
har trukket rette linjer mellom datapunktene. Her er det naturlig a hoppe over
den analytiske beskrivelsen, siden det er vanskelig a peke pa noen funksjon
som har akkurat den gitte grafen.

t: timer Cit): konsentrasjon

0 0,00
0,25 0,25

05 0,41
0,75 0,40 C(t): konsentrasjon
1 0,33

1,25 0,29 0435

15 0,24 0,40 '

1,75 0,22 0,35

2 0,18 0,30 | &

2,25 0,15 025 1 =

25 0.12 0,20 HH w=ile=(t]: konsantrasjon
2,75 ots , T-l,,

3 0,07 . 5

3,25 0,10 ,’ -

35 0,03 0,05 1

3,75 000 L} =

4 0,01 0 05 1 15 2 25 3 35 4

Figur 1.2: Alkoholkonsentrasjon.

Noen viktige begreper knyttet til funksjoner:



Voksende: En funksjon f er voksende dersom f(x;) < f(x2) nar
r1 < xy. Funksjonen P(t) i Eksempel 2 er voksende.

Avtagende: Motsatt av voksende. Funksjonen C(t) i Eksempel 3 er
avtagende fra t = 0.5 og oppover.

Periodisk: En funksjon som gjentar seg i det uendelige, f(t+ P) = f(t)
for alle t. Tallet P kalles perioden til funksjonen. Typiske eksempler er
de trigonometriske funksjonene cost og sint. Disse har begge periode
27, dvs. cos (x + 27) = cos x.

Symmetri: Funksjoner der hvor grafen har en form for symmetri.
F.eks. vil funksjoner som oppfyller f(—x) = f(z) veere symmetriske
om y-aksen, mens funksjoner som oppfyller f(—xz) = —f(x) vil veere
symmetriske om origo. Grafen til en funksjon som er symmetrisk om
y-aksen vil ha to deler som er speiling av hverandre, pa hver sin side av
y-aksen.

Argument /definisjonsomrade: Det vi putter inn i funksjonen.

Ekstremalpunkter: Punkter der funksjonen enten har mindre verdi
eller har stgrre verdi enn alle neerliggende punkter. Begrepet omfatter
bade maksimums- og minimums-punkter. Funksjonen C(¢) i Eksempel
3 har et maksimumspunkt for ¢ = 0.5, med maksimumsverdi C(0.5) =
0.41.

Kontinuerlige funksjoner: Funksjoner hvor grafen er sammenhengen-
de. De fleste vanlige funksjoner som vi kommer bort i er kontinuerlige.
Dette skyldes at veldig mange av naturens prosesser, og andre sammen-
henger, er kontinuerlige.

Det finnes mange forskjellige funksjoner. Her er en oversikt over noen

vanlige, med beskrivelser og bruksomrader.

Polynomer:

f(2) = apa™ 4+ ap12" '+ -+ agr® + a1x +ag

hvor n er et helt tall og ag,ay,...,a, er reelle tall som kalles polynomets
koeffisienter. Polynomer utgjgr de viktigste byggestenene for mer generelle
funksjoner. Deres viktigste egenskap er at de lar seg beregne; polynomer
reflekterer kun de vanlige regneartene. F.eks. kan vi regne ut verdien f(2) for
funksjonen f(z) = 22% —x — 5 ved & sette inn

f2)=2-2>-2-5=16-2-5=09.
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Rasjonale funksjoner:

Rasjonale funksjoner er brgker av polynomer laget pa samme mate som
man lager rasjonale tall fra de hele tallene. Et eksempel pa en rasjonal funksjon
. 2+ 1

fla) =5 —5
Rasjonale funksjoner er i prinsippet like beregnbare som polynomer, siden
det eneste ekstra som introduseres er divisjon. Vi kan regne ut verdien i et
vilkarlig punkt;

Eksponensialfunksjoner:

Eksponensialfunksjoner er funksjoner av typen f(z) = a® for et reelt
grunntall a. Eksempel med a = 2: f(z) = 2% og da er f.eks. f(5) = 2° = 32.
Den “mest perfekte” eksponensialfunksjonen har grunntall

e = 2.718281828459045 . . ..

Eksponensialfunksjoner er grunnpilaren i alle vekstmodeller. For en populasjon
med konstant vekst vil antallet individer veere gitt ved en eksponensialfunksjon.
Vi har

P(t) = Poekt

der P, er stgrrelsen pa populasjonen ved tiden t = 0, og k er en konstant som
bestemmes av vekstraten til populasjonen.

Trigonometriske funksjoner:

Trigonometriske funksjoner er funksjoner med opphav i cosinus og sinus,
dvs. forholdstallene mellom kateter og hypotenus i en rettvinklet trekant,
som funksjon av en vinkel. Trigonometriske funksjoner er periodiske og de er
velegnet til a beskrive bglger, svingninger eller andre periodiske stgrrelser.

Rotfunksjoner:

Rotfunksjoner er funksjoner av typen f(z) = /x, eller kombinsjoner av
slike med f.eks. polynomer. Funksjonen f(z) = y/z tilordner til et positivt
reelt tall x et annet positivt reelt tall \/z som er slik at \/x ? = z. Tilsvarende
uttrykker /z, eller ogsa skrevet zw et tall som ganget med seg selv n ganger
gir oss x tilbake.

Eksempel 1.1.4. Vi betrakter et rektangel med sidekanter x og y. Omkretsen
av rektangelet er O = 2x + 2y, og arealet er xy. Anta at vi har bestemt oss for
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at rektangelet skal ha areal A, dvs. xy = A. Det betyr at dersom lengden x av
den ene sidekanten er gitt, sa vil den andre vere bestemt ved y = f. Det gir
0ss omkretsen av rektangelet gitt som en funksjon av den variable sidekanten
x: 4

I dette tilfellet er det klart at vi har en begrensning pa hvilke x vi kan bruke.
Huvis det skal ha mening a snakke om x som sidekanten i et rektangel, ma vi

ngdvendiguis ha x > 0. Vi sier at funksjonen O har definisjonsmengde gitt
ved x > 0, eller skrevet pa en av formene

Rt ={zeR:z>0}=(0,00).

Definisjonsomradet til en funksjon kan veere gitt ved intervaller pa tallinjen.
Vi bruker notasjonen

[a,b) ={z €R:a <z <b}

for lukkede intervaller, dvs. intervaller som inneholder sine endepunkter,
(a,by ={x eR:a <z <b}

for apne intervaller (inneholder ingen av sine endepunkter) og

(a,b) ={r eR:a <z <b}
la,b) ={z €eR:a <z <b}

for halvapne intervaller. Merk at R star for de reelle tallene.
Den formelle definisjonen av en funksjon er som fglger:

Definisjon 1.1.1. La A C R vere en delmengde av de reelle tallene. En
funksjon f : A — R er en regel som til et hvert element x € A tilordner
noyaktig ett element f(x) € R. Mengden A kalles definisjonsomrddet til
funksjonen.

Vi kan dele egenskapene til en funksjon i to grupper, lokale og globale
egenskaper.

Lokale egenskaper til en funksjon er egenskaper som observeres i sma in-
tervaller om punkter i definisjonsomradet til funksjonen. Monotoni-egenskapene
til en funksjon, dvs. hvor den vokser og hvor den avtar, er en lokal egenskap,
det samme gjelder krumning. Kontinuitet, deriverbarhet og maksimums- og
minimumspunkter er ogsa lokale egenskaper. Vi skal komme tilbake til disse
begrepene etter hvert.



Definisjon 1.1.2. En funksjon y = f(x) er (strengt) voksende pa et
intervall I dersom f(x1) < f(x2) (f(z1) < f(x2)) for alle x1 < x4 i intervallet.
Funksjonen er (strengt) avtagende dersom f(x1) > f(x2) (f(z1) > f(x2))
for alle x1 < xo 1 intervallet.

Forskjellen pa voksende og strengt voksende funksjoner er at voksende
funksjoner kan ha omrader hvor de er konstante. Det tillater vi ikke for strengt
voksende funksjoner.

-
-

Figur 1.3: Grafene til to monotone funksjoner, voksende til venstre og
avtagende til hgyre.

() =2z

z <0 | z >0

Figur 1.4: Kvadratfunksjon.

Eksempel 1.1.5. Funksjonen f(z) = x* er strengt voksende pad intervallet
[0, 00), siden x3 < 2 ndr xy < xy. Tilsvarende er funksjonen strengt avtagende
pad intervallet (—o0o,0] siden vi har at 3 > x5 for to negative tall x1 og xo
hvor 1 < x3.

Eksempel 1.1.6. Funksjonen f(x) = 2 er strengt voksende overalt, siden
T3 < 23 ndr xy < o

I motsetning til de lokale egenskapene som beskriver hvordan funksjonen
ser ut i et lite intervall, karakteriserer de globale egenskapene funksjonen mer
som en helhet. Et god illustrasjon er en funksjon som til et hvert punkt pa
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r <0 z >0

Figur 1.5: Kubisk funksjon.

Norgeskartet beskriver hgyden over havet. Alle sma og store fjelltopper vil
vaere lokale maksimumsverdier, siden det ikke er noen steder i nserheten som
er hgyere. Den globale maksimumsverdien finner vi kun ett sted, nemlig pa
toppen av Galdhgpiggen. I et senere kapittel skal vi se naermere pa de globale
egenskapene.

1.2 Tallfglger

Definisjon 1.2.1. En tallfelge {a,} er en funksjon som til ethvert naturlig
tall (indeksen n) tilordner et reelt tall a,. Alternativt kan vi skrive tallfolgen
som en sekvens av tall, ordnet etter indeksen:

a,as, as, . . .
Eksempel 1.2.1. Et eksempel pa en tallfolge er
1,2,3,4,5,6,...
Et annet eksempel er
7,4,2,5,3,3,9,2,5,23,289,14, . ..
I det forste tilfellet er det lett a tenke seq hva det neste (og neste deretter)

leddet i folgen er, mens i det andre tilfellet er det ingen apenbar systematikk.

Hvis vi har gitt en tallfglge eller en funksjon som beskriver et naturlig
forlgp, er det interessant a se hva som skjer med systemet i det lange lgp. I
det lange lgp betyr for en tallfglge {x,} at vi forsgker a finne hvordan fglgen
oppforer seg for store n, det vil si nar n — oo.



Som et forste eksempel kan vi se pa folgen

Siden leddene blir mindre og mindre og vi kan fa leddene sa sma vi bare vil
ved a velge stor nok nevner i brgken, er det rimelig a si at folgen gar mot 0.

Vi skriver dette som

lim l = 0.

n—oo 1
En fglge som naermer seg en grense pa denne maten sies a veere konvergent.
Det motsatte av konvergens er divergens. Det er mange mater for en folge a

veere divergent. Her er tre forskjellige eksempler pa divergente fglger:

2,3,5,7,11,13, ...
1,—1,-1,1,—1,—1,1,—1,—1,...
3,-4,7,2,1,0,—-3,7,-3,5,4,0, . ..

Den forste folgen divergerer fordi leddene bare vokser og vokser uten noen
gvre grense (primtallene), den andre fglgen har en viss systematikk, men fordi
den hopper mellom to verdier er den ikke konvergent. Den har imidlertid
konvergente delfglger. Den siste folgen er jo bare rotete.

Definisjon 1.2.2. En folge {x,} sies a ha grenseverdien (eller bare gren-
se) L og vi skriver

lim z, =L eller x, — L nar n — oo
n—oo

dersom differansen mellom x, og L blir sa liten vi bare vil bare n er stor
nok. Dersom en grenseverdi eksisterer sier vi at folgen konvergerer (eller er
konvergent). I motsatt fall sier vi at folgen divergerer (eller er divergent).

I det ene tilfellet av divergens, der fglgen bare vokser og vokser, bruker vi
notasjonen

lim x, = oo.
n—oo

For eksempel vil vi ha

lim n? = oo
n—oo

for alle p > 0. For negative eksponenter har vi konvergens;

Grenseverdier oppfyller de fleste vanlige regnereglene, slik som at grenseverdien
av en sum er summen av grenseverdiene, grenseverdien av et produkt er
produktet av grenseverdiene, osv.



Eksempel 1.2.2. Vi skal regne ut
) n?+3n — 2
lim ——.
n—oo 2n2 + 8n + 12
Vi deler teller og nevner med hgyeste potens av n, i dette tilfellet 2;

n*+3n —2 . 1+3- 3

)
m —-—= 11l ————5".
n—oo 2n2 + 8n + 12 n—>002+%+%

Deretter bruker vi regnereglene for grenseverdier;
n?*+3n — 2 1432
m —— = [im ———++—
nﬁoo2n2+8n+12 n%oo2+%+%

lim 1+ lim 2 — limnl2

_ nooo n—0o00 n—o0o
lim 2 4+ lim %+ lim %
n—oo n—oo n—oo

_1+0-0 1

24040 2

Denne definisjonen sier at dersom en fglge konvergerer mot en grenseverdi
L, sa vil avstanden mellom L og leddene i fglgen bli sa liten vi bare vil bare
vi gar langt nok ut i fglgen.

Eksempel 1.2.3. Fulgen

0.3,0.33,0.333, . ..

konvergerer mot %, mens folgene

1,2,3,4,5, . ..

0g
1,-1,1,-1,1,—1,...

begge divergerer, den forste fordi den vokser over alle grenser, mens den andre
alternerer mellom to ulike verdier.

Folgen
0.3,0.33,0.333, ...
som vi kan skrive
5 + 5 + + 5
10 100 10™

9



med mindre enn 10% fra ledd nummer m + 1 og

1

avviker fra grenseverdien 3

utover.

Til na har vi sett pa grenseverdier for tallfglger. Vi kan med sma modifi-
kasjoner bytte ut tallfglger med funksjoner.

Definisjon 1.2.3. La f vere en funksjon definert pa et intervall (a,o0). Da
betyr

lim f(t) =L

t—o00

at verdien av f(t) kan komme sa ner L vi bare vil, bare t er stor nok.

Tilsvarende som for tallfglgene har vi ogsa for funksjoner fglgende to
resultater:

lim t? = oo
t—o0

for alle p > 0. For negative eksponenter har vi konvergens;

Dette kan vi bruke til a regne ut mer sammensatte grenseverdier.

Eksempel 1.2.4. Vi skal regne ut

) 8t
lim )
t—oo 1 + 4¢2

Vi deler med hoyeste potens av t og far

8t 8 0
im = lim T L ——=0.
t—oo 1 + 42 t—o0 = 4 4

Eksempel 1.2.5. En modell for bakterievekst er gitt som en funksjon av
konsentrasjonen av f.eks. glykose i omgivelsene. Modellen er gitt ved

SN
R(N) = c+ N

der N er konsentrasjonen av glykose, R er reproduksjonsraten til bakterien og
S og c er positive konstanter. I dette eksemplet vil vi ha

lim R(N)= lim SN lim & =S.

=1 =
N—oo Nococ+ N N—>oo%—|—1
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Et par andre grenseverdier det kan veere nyttig a huske pa, er eksponen-
sialfunksjonene, med henholdsvis positiv og negativ eksponent.
Vi har

lim e’ = oo,
t—oo

lim e = 0.
t——o0

Den siste formuleringen er ekvivalent med

lim et = 0.
t—o0

Eksempel 1.2.6. [ en biologisk modell er storrelsen P gitt som en funksjon

av tiden ved
64

- 1+316—0.7944t’

Den initiale verdien av modellen er
64 64
P O pu— = =
(0) 1+ 3107440 1 4 37¢0
og den stabile verdien i det lange lop er
64 64

iim P(t) = lim - T3l 0704~ 140

P(t)

64.

Et eksempel pa anvendelse av grenseverdier er begrepet fart. Fart er noen
som males pa et bestemt tidspunkt, men som ikke kan beregnes uten at vi
vet hva som foregikk rett for og rett etter tidspunktet. Vi beregner fart pa et
tidspunkt ved a male gjennomsnittsfarten over et lite tidsrom som inneholder
det gitte tidspunktet. Denne storrelsen betrakter vi som en funksjon, f.eks.
pa bredden av det lille intervallet. Sa lar vi denne stgrrelsen ga mot 0, og
grenseverdien vil veere farten.

Vi har hittil sett pa grenseverdier nar argumentet gar mot co. I eksemplet
over avvek vi fra dette ved at vi lot argumentet ga mot 0. Vi kan formalisere
dette.

Definisjon 1.2.4. La f(x) vere en funksjon som er veldefinert i nerheten
av et punkt x = a. Da skriver vi

lim f(z) =L, eller f(z)— L narx— a,

r—a

nar vi mener at funksjonsverdien f(x) kan komme sa ner L vi bare vil, bare
x er ner nok a.
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Eksempel 1.2.7. Vi skal regne ut verdien av

Det er nerliggende a bare sette inn x = 1, men det gir 8 som tkke sier o0ss
noen ting. Imidlertid kan vi faktorisere nevneren: x> — 1 = (x — 1)(x + 1).
Dermed kan vi forkorte bort leddet x — 1 og vi sitter igjen med

z—1 r—1 1 1

lim —— = lim = lim —— = —.
=12 — 1 z—1 (:L‘ — 1)(1‘—}— 1) z—=1x+1 2

Grenseverdier som involverer oo er opphavet til et begrep; asymptoter.
Det finnes minst to typer asymptoter. Dersom f(x) er en funksjon som
oppfyller lim f(z) = L eller lim f(z) = L, sa sier vi at y = L er en

T—00 Tr—r—00
horisontal asymptote. Dersom ilirclb f(x) = £oo , sier vi at © = a er en

vertikal asymptote.

Eksempel 1.2.8. Funksjonen

har en vertikal asymptote for x =1 siden f(x) — +o0o nar x — 1. Her ser vi
at hvis x nermer seg 1 fra hoyre (sa x > 1), vil f(x) ga mot oo, mens hvis x
nermer seq 1 fra venstre (sa x < 1), vil f(x) ga mot —oo.

Eksempel 1.2.9. Funksjonen

_2x+1
-1

/()

har en horisontal asymptote for y = 2 siden f(x) — 2 nar x — 0.

I en matematisk modell for en prosess i naturen svarer horisontale asym-
ptoter til stabile verdier i det lange lgp. Vertikale asymptoter vil veldig sjelden
dukke opp i naturen, sa for oss vil de kun ha teoretisk interesse.

Til sist i dette avsnittet tar vi med den formelle definisjonen av en konti-
nuerlig funksjon.

Definisjon 1.2.5. En funksjon f(x) er kontinuerlig i et punkt r = a
dersom

lim f(x) = f(a).

T—a
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De fleste prosesser i naturen er kontinuerlige, i den forstand at ting ikke
skjer i sprang, men heller endrer seg gradvis. Definisjonen av kontinuitet for
funksjoner reflekterer akkurat denne egenskapen.

Likevel er det mange situasjoner der vi ikke har kontinuitet, f.eks. i
valgsitusjoner der vi har fa (eller i alle fall endelig mange) alternativ. Dette
skjer i fenomener som er diskrete, altsa endelig pa en eller annen mate. I slike
problemer vil sma endringer som vi gjorde over ikke ha mening, og man ma
bruke andre metoder i analyser.

1.3 Aritmetiske, alternerende og geometriske
folger

En folge slik som 1,2,3,4,... der a,41 = a, + b for et fast tall b (i dette
tilfellet er b = 1) kalles en aritmetisk fglge, mens en folge der leddene
veksler mellom positive og negative tall kalles en alternerende fglge.

Et viktig resultat sier at en voksende, oppad begrenset folge, eventuelt en
avtagende, nedad begrenset folge, alltid vil konvergere. Folger som konsekvent
vokser eller konsekvent avtar kaller vi med en fellesbetegnelse for monotone
folger.

La {a,} vere en monoton folge av reelle tall, dvs. enten voksende eller
avtagende. Da vil folgen konvergere mot en grense hvis og bare hvis falgen er
begrenset.

Bewvis. Vi antar at {a,} er voksende og oppad begrenset. Den sakalte minste-
gvre-grense-egenskapen til de reelle tallene sier at blant alle gvre grenser!| for
folgen, sa finnes det en minste, som vi kaller c¢. For ethvert valg av et lite tall
e > 0 ma det finnes en N slik at ¢ — € < a,, < ¢ for alle n > N. Dette skyldes
at folgen vokser og at ¢ er den minste gvre grensen. Dette innebeerer at ¢
er grensen for fglgen. Et tilsvarende argument kan brukes nar folgen avtar. [

Eksempel 1.3.1. Fuolgen

15 2" —1

1,2, 5 =
8

) Y

7
1

DN o

7F7...

er oppad begrenset (alle leddene er mindre enn 2) og strengt voksende. Det
betyr at folgen konvergerer.

L(Gvre grense kalles ogsa gvre skranke (alle tallene i fglgen er mindre enn eller lik denne
skranken).

13



En spesiell type folge er de sakalte geometriske fglgene. Dette er folger

av typen

a,ar,ar?, ar®, ar’, . ..

for to reelle tall a og r. Fglgende resultat gir den viktigste egenskapen til de
geometriske fglgene for positive verdier av r;

0 for0<r<l1
lm ™™ =<1 forr=1
n—oo

oo for r>1

Definisjon 1.3.1. En tallfolge {s,} gitt ved en folge av summer
Sp=a-+ar—+ar®+ -+ ar"

der a og r er reelle tall, kalles en geometrisk rekke.

Nar r # 1, kan man kan vise at tallene s,, i definisjonen over kan skrives

SOm
1 — rn—i—l

1—r
For —1 < r < 1 wvil summen av en (uendelig) geometrisk rekke, dvs.
tallfolgen {s,} der

sp=a+ar+ar’+---+ar" =a-

sp=a+ar+ar*+---+ar"

veere gitt ved

) a
lim s, = i
n—00 1—r
Eksempel 1.3.2. Vi har
1+1+1+ _ =2
2 4 C1-3 7

1.4 Funksjoner i flere variable

Vi er ferdig med én-variabel-teorien, og vi skal begynne a jobbe med funksjoner
i flere variable. Det forste vi skal gjore er a ga gjennom den samme analysen
vi gjorde for funksjoner i en variabel, og se hvordan dette ser ut nar vi har
flere variable. Hovedfokus er introduksjon av partiell derivasjon. Det skal vi
bruke til a finne maksimums- og minimumspunkter og til a definere kritiske
punkter. I tillegg skal vi se hvordan vi kan generalisere andre-derivert-testen
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for funksjoner i en variabel til funksjoner i to variable, gjennom det som kalles
Hesse-determinanten.

To variable xy, x5 beskrives ved et ordnet par (z1,xs), tre variable ved et
(ordnet) trippel (x1, o, x3), og generelt vil n variable x1, xs, . . ., x, beskrives
ved et n-tuppel (x1, s, ..., z,). Merk at rekkefplgen spiller en rolle, sa f.eks.
er (2,5) ulik (5,2). Vi lar R vaere (den uendelige) mengden av alle reelle
n-tupler. Dette er en viktig mengde for oss framover, det er “arbeidsrommet”!
Vi kaller gjerne x = (x1,xs, ..., ,) en vektor.

Definisjon 1.4.1. En avbildning
f:R"—=R

kalles en funksjon i n variable. Sa f tilordner til hver vektor x € R™ ngyaktig
ett tall f(x).

Eksempel 1.4.1. Funksjonen f(x1,22) = 23 + 2129 — 203 er en funksjon i
to variable.

Eksempel 1.4.2. Funksjonen T(x1,xq,x3) som til hvert punkt i rommet
tilordner temperaturen i akkurat det punktet er en funksjon i tre variable.

Merk at i tilfellene hvor vi har 2 eller 3 variable, sa bruker vi ofte z,y
eller z,y, z som navn pa variablene. Dersom vi har flere enn 3 variable vil vi
normalt kalle variablene xq, x», ...

Grafen til en funksjon f i n variable er gitt ved punktene

(z1,... 20, f(z1,...,2,)) € R"

der variablene gjennomlgper definisjonsmengden. Grafen til en funksjon i to
variable illustrerer vi med en flate 1 rommet.

1.5 Nivamengder

En mate a illustrere funksjoner i to (eller flere) variable er ved a se pa
funksjonens nivamengder. Nivamengdene til en flate er kurver langs hvilke
funksjonen er konstant. Et eksempel pa nivamengder er hgydekurvene pa et
kart. I det tilfellet maler funksjonen i et punkt hgyden over havet i punktet.
Nivamengdene er kurver hvor vi har konstant hgyde. Det betyr at dersom vi
beveger oss langs en hgydekurve, sa gar vi verken opp eller ned, men holder
0Ss pa samme niva.
Her er en formell definisjon av nivamengder.
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Figur 1.7: Grafen til funksjonen z = f(x,y) = sin (7 - \/22 + y2).

Definisjon 1.5.1. En nivamengde for en funksjon f(z1,xs,...,x,) = f(x)
er delmengden av R™ gitt ved {x € R"|f(x) = C} for et reelt tall C.
Nivamengdene kalles nivakurver nar n = 2 og nivdaflater nar n = 3.
Her lar vi x = (21,9, ...,Ty).

Eksempel 1.5.1. La (z,y) vere et punkt pa kartet og la f(x,y) male hoyden
over havet i dette punktet. Hoydekurvene pd kartet er nivamengdene for denne
funksjonen, slik det er illustrert © eksempelet over.

Eksempel 1.5.2. Vi skal beskrive nivakurvene til funksjonen f(x,y) =
cos (2x)—y?. Vi setter f(x,y) = cos (2x)—y? = C, dvs. cos (2z) = y*+C . For
varierende x vil cos (2z) alltid ligge mellom —1 og 1, og y* = cos (2x) — C' md
derfor ligge mellom —1 — C og 1 — C . Siden y? > 0 folger det at nivakurvene
forsvinner for 1 — C < 0, dvs. for C > 1. Dersom den minste verdien,
—1—C >0, altsa C < —1, sa kan vi for alle verdier av x finne to verdier av
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Figur 1.8: Hgydekurver.

y slik at cos (2z) — y*> = C . Dermed gjenstar intervallet —1 < C < 1. I dette
omrddet kan vi lgse cos (2x) — y* = C' med hensyn pad y for bare noen verdier
av . Dette forklarer de lukkede (sirkulere) nivakurvene kontra de utstrukne.

1.6 Ekstremalpunkter

Vi starter med den lokale teorien, dvs. at vi skal analysere funksjonenes lokale
egenskaper. Lokale egenskaper til en funksjon er egenskaper som males i
punkter og sma omegner om dem. Vi skal gjgre denne teorien for funksjoner i
to variable, men det er ikke noe seerlig forskjell a jobbe med flere variable.

Definisjon 1.6.1. Det er to typer lokale ekstremalpunkter:

i) Funksjonen z = f(z,y) har et lokalt minimum i (a,b) dersom f(a,b)
er mindre enn eller lik f(x,y) for alle (x,y) i nerheten av (a,b).

ii) Funksjonen z = f(x,y) har et lokalt maksimum i (a,b) dersom f(a,b)
er storre enn eller lik f(x,y) for alle (x,y) i nerheten av (a,b).

Merk at vi bruker samme notasjon for et punkt (a,b) og et apent intervall
(a,b). Det vil (forhapentligvis) alltid framga av sammenhengen hva vi snakker
om.

Vi kan presisere hva vi mener med i naerheten i dette tilfellet. En sirkelskive
D (eller disk) med sentrum i punktet (a,b) og radius r er gitt ved

D={(z,y) e B: Jz—aP +(y— 1)) <r}
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Figur 1.9: Nivakurver for f(z,y) = cos (2z) — y?

Nar vi sier at et punkt P = (z,y) # (a, b) ligger i neerheten av (a, b) mener vi
at vi kan finne en disk D med en (muligens) liten radius r > 0 slik at P € D,
og hvor den egenskapen til funksjonen vi gnsker a studere gjelder.

Eksempel 1.6.1. Funksjonen f(x,y) = 2* + y* har et lokalt minimum i
(0,0) siden £(0,0) =0 og 2%+ y* > 0 ndr x og y ikke begge er 0. Det betyr at
uansett hvilken origo-sentrert sirkelskive vi ser pa, sa vil origo vere minimum
for funksjonen pa denne sirkelskiven.

Funksjonen f(z,y) = z* + y* har ikke noen lokale maksimumspunkter
siden funksjonsverdien vokser over alle grenser nar vi beveger oss vekk fra
origo.

Eksempel 1.6.2. Funksjonen z = g(x,y) = sin (1 - /22 + y2) har et lokalt
minimum i (0,0) og lokale maksima i 2*+y* = 5 (pluss mange flere som vi ikke
ser pa figuren). Dette folger siden g(0,0) = 0 og g(x,y) = sin (7 - /2% + y?) >
0 7 nerheten av origo. Pa sirkelen z* + y* = i har vi at z = sin (7 - \/g) =
sin§ =1, som opplagt er maksimumsverdi for en sinus-funksjon.

Pa samme mate som vi for en funksjon i én variabel leter etter ekstremal-

punkter der den deriverte av funksjonen er 0, kan vi lete etter ekstremalpunkter
for en funksjon i flere variable der alle de partielle deriverte er 0.
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1.7 Algoritmer

En algoritme er en oppskrift for a gjore noe, gjerne gitt i form av en rekke
steg som skal gjennomfores. Et hverdagseksempel er en matoppskrift (!), f.eks.

for a lage vafler:

Algoritme (vafler):

1. Ha mel, sukker, etc i en bolle.
2. Tilsett melk, og rgr om.
3. Tilsett egg, smeltet smgr, la rgren svelle.

4. Stek vaflene og legg pd rist.

Et annet eksempel: Jeg tenker pa et heltall x mellom 0 og 50; still meg
ja/mei sporsmal for a bestemme tallet. En mulig algoritme for a lgse problemet

er
Algoritme (finn heltallet z):
1. Er x > 257

2. a) Hvis JA, spgr om = > 38.
b) Hvis NEI, spgr om z > 13.
Fortsett slik, ved & dele det aktuelle intervallet pa midten, og

spgrre.
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4. Til slutt har vi bare én mulighet, nemlig =z.

[ maskinlaering er det en lang rekke algoritmer. I matematikk er algoritmer
sentralt for a regne ut de stgrrelsene man ser pa, eller for a besvare spgrsmal
om egenskaper til et objekt. Allerede pa grunnskolen var vi i gang med
algoritmer, f.eks. for a legge sammen to tall.

Dette var en noksa uformell beskrivelse. Det som kjennetegner en algoritme
er gjerne

e Den har (ofte) input, og ender med a levere output.
e Den er en skrittvis prosedyre: fgrste det, sa det osv.

e Den er presis.

Typisk blir ett eller flere skritt gjentatt.

Den stopper til slutt opp (terminerer).

La oss se pa en algoritme for et problem man ofte kan mgte. Vi har gitt n
distinkte (ulike) tall
a1, ag,...,ay

og gnsker a ordne disse i voksende rekkefglge. Dette er altsa sortering. Da
trenger vi en algoritme, og en mulighet er folgende:

Algoritme (sortering):

Input: ai,a9,...,a,.
1. Finn, om mulig, et tall som er stgrre enn det neste tallet.

2. Hvis et slikt tall finnes, bytt om de to tallene, og gjenta forrige
steg. Ellers md tallene vare i voksende rekkefglge, og dette blir
output.

For eksempel, for tallfslgen 4,1, 3,2 kan algoritmen gi
4,1,3,2 —+1,4,3,2—>1,3,4,2 —1,3,2,4 — 1,2,3,4.

Dette er en enkel sorteringsalgoritme, og langt fra den beste.

Hva er viktige egenskaper ved en algoritme? Fgrst og fremst er det om
den virker, altsa at den lgser den oppgaven den skal. I forrige eksempel er
dette tilfelle, men det krever et argument. For i prinsippet kunne det hende at
algoritmen fortsetter i det uendelige, og aldri kommer fram til den voksende
rekkefglgen. Men dette kan ikke skje av fglgende grunn:
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- hvis tallfglgen ikke er voksende, sa ma det finnes to pafglgende tall i gal
rekkefolge (det forste er stgrre enn det andre)

- hver gang vi bytter to pafglgende tall reduserer vi antall inversjoner med
én. En inversjon er to tall i fglgen som er i gal rekkefglge. Sa, til slutt er det
ingen inversjoner, og da er jobben gjort!

Sa dette viser altsa at denne algoritmen er korrekt.

En annen viktig egenskap ved algoritmer er effektivitet, typisk hvor mange
skritt (f.eks, sammenlikninger av to tall) den maksimalt vil kreve. Det er
andre former for effektivitet slik som gjennomsnittlig antall skritt osv. Det
spiller ogsa en rolle hvor mye lagringsplass en algoritme krever.

Uansett, det er klart at algoritmer er viktig, vi lever i det vi muligens kan
kalle algoritmenes tidsalder. I flere andre emner pa IFI kan man leere mer om
algoritmer, bade generelt og innen mer spesielle anvendelsesfelt.

I neste kapittel skal vi se pa en mye brukt algoritme for a lgse likninger,
nemlig Newton’s metode. Denne metoden er basert pa den deriverte av en
funksjon, sa det temaet ma behandles fgrst.

1.8 Oppgaver

Oppgave 1. Skisser noen nivakurver for de oppgitte funksjonene over rek-
tangelet [—2,2] x [=2,2]. Forsok ogsa a tegne grafen.

a) f(z,y) =z +2
b) flz,y)=9—a*—y°
c) f(z.y) =y* —a?

Oppgave 2. Skisser noen nivakurver for de oppgitte funksjonene over rek-
tangelet [—1,1] x [—1,1].
a) f(z,y) = e
b) f(z,y) = sin® (xz) + cos (ry)
Oppgave 3. Lag en skisse av nivakurvene til Cobb-Douglas produksjonsfunk-
sjon L
fla,y) = zsys

Oppgave 4. Skisser noen nivakurver for funksjonen f(z,y) = % over det

halvapne rektangelet [—1,1] x (0, 1].

Oppgaver relatert til maskinlsering:
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1
1+e—s(@) -

Oppgave 5. La s(z) = 2x + 1 og p(x) = p(z) kalles en sigmoid-

funksjon og brukes ofte i maskinlering.
a) Regn ut s(x) og p(z) for x € {—1,0,1} og skisser grafene.
b) Forklar at p(z) er strengt voksende pa sitt definisjonsomrade.
¢) Finn x slik at p(z) = 0.5.
Oppgave 6. Vi skal vise at p(x) = ﬁ alltid ligger mellom 0 og 1.
a) Forklar at e > 0 for alle v og videre at 1+ e~*@) > 1.
b) Bruk dette til a vise at 0 < p(x) < 1.

Oppgave 7. La s(z) = %$ —1 o9 f(x) = ln(l + 68(‘”)). f(x) kalles softplus,
og brukes 1 maskinlering.

a) Regn ut s(x) og f(x) for x € {—1,0,1} og skisser grafene.
b) Forklar at f(x) er strengt voksende pa sitt definisjonsomrade.
c) Finn z slik at f(x) =1n2.

Oppgave 8. Skisser en algoritme som finner det minste tallet © en liste L.
Test algoritmen pa L = [7, 2, 9, 2, 5].

Oppgave 9. For a finne ut hvor god en ML-modell er, har vi ofte en liste
med hva modellen trodde var riktig og en liste med hva som faktisk var riktig.
Ved biner klassifikasjon (JA/NEI = 1/0) kan det se slik ut:

y_true=[1,0,1,1,0], y_pred=[1,1,1,0,0].

Skisser en algoritme som returnerer andelen riktige (accuracy).
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Kapittel 2

Derivasjon

2.1 Derivasjon av funksjoner i én variabel

Monotoni kan males ved den deriverte til funksjonen. For a definere den
deriverte av en funksjon trenger vi forst begrepet grenseverdi. Grenseverdien
til en funksjon er den verdien funksjonen f(x) nsermer seg nar x nsermer seg
en bestemt verdi.

Her gir vi definisjonen, som er presis nok for vare formal her.

Definisjon 2.1.1. La f : R — R vere en funksjon, og a € R et punkt pa
tallinja. Hvis vi kan fa f(x) vilkarlig ner L ved a velge x ner nok a, men
ikke lik a (hva som skjer i x = a er uten betydning), sa sier vi at f har
grenseverdien L nar x gar mot a. Vi skriver da
lim f(z) = L
eller alternativt
f(x) = L nar x— a.

For de fleste funksjoner vi har a gjore med vil det veere slik at
lim f(z) = f(a)
r—a

Dersom dette er oppfylt sier vi at funksjonen f er kontinuerlig i punktet
x = a. Polynomialfunksjoner, trigonometriske funksjoner og eksponensial-
funksjoner er alle eksempler pa funksjoner som er kontinuerlige overalt. Et
eksempel pa en funksjon med en diskontinuitet (punkt hvor funksjonen ikke
er kontinuerlig) er

—1 x <0
flz) = 0 =0
1 x>0
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som ikke er kontinuerlig i punktet x = 0. Hvis < 0, sa vil funksjonsverdien
uansett veere f(x) = —1. Det betyr at grenseverdien nar = gar mot 0 (fra
venstre) ogsa vil veere —1. Tilsvarende har vi for z > 0. Funksjonsverdien
er f(z) =1 og grenseverdien av en funksjon som i det aktuelle omradet er
konstant vil ha denne konstanten som sin grenseverdi. Men funksjonsverdien i
x = 0 er 0 og dermed ulik begge grenseverdiene, bade den fra venstre (negative
x) og den fra hgyre (positive x).

Funksjoner som beskriver ting som opptrer i naturen er stort sett kontinu-
erlige. Ting kan ikke plutselig endre seg, og hvis de gjgr det er det ofte bare
tilsynelatende. Det er gjerne en kontinuerlig prosess som gar, men den gar sa
fort at det virker som om vi har a gjgre med en diskontinuitet.

Vi skal bruke grenseverdier til a definere den deriverte til en funksjon f(z)
i punktet = a. Ideen med den deriverte er a finne et mal for endringen
av en funksjon i et bestemt punkt. For a male denne endringen ser vi pa
funksjonsverdien i to neerliggende punkter og regner ut gjennomsnittlig endring
mellom de to punktene. Ved a la de to punktene komme stadig naermere
hverandre er tanken at grensen for den gjennomsnittlige endringen maler
endringen til funksjonen i ett punkt.

Litt mer presist beskrevet, skal vi finne endringen til funksjonen f(z) i
punktet x = a. De to punktene vi studerer er x = a og * = a + h. Den
gjennomsnittlige endringen i intervallet [a,a + h| er gitt ved

flath) = fla) _ fla+h)—f(a)
(a+h)—a h

Denne stgrrelsen regner vi ut, og lar sa h ga mot 0.

Definisjon 2.1.2. La f : R — R vere en kontinuerlig funksjon. Den deri-
verte f'(a) av f i punktet x = a er gitt ved

) — tim L0 = Sla)

h—0 h

Merk at i definisjonen av den deriverte krever vi at h skal kunne veere
negativ sa vel som positiv. Dersom grenseverdien bare eksisterer fra den ene
siden sier vi at vi har en ensidig grenseverdi. Ensidige grenseverdier er
ikke godt nok for definisjonen av den deriverte.

En funksjon sies a veere deriverbar i et punkt x = a dersom den deriverte
av funksjonen eksisterer i punktet, dvs. at grenseverdien over eksisterer, altsa
at de to ensidige grenseverdiene er like. En funksjon er deriverbar pa et intervall
I dersom den er deriverbar i alle punkter a € I i intervallet. Det er lett a se at
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de vanlige funksjonene, polynomer, cosinus og sinus og eksponensialfunksjoner
er deriverbare overalt.

Den deriverte av en funksjon er selv en funksjon, og den gir oss et uttrykk
for endringen til funksjonen f(z) lokalt. Et eksempel er konstantfuksjonen
f(z) = C. Den deriverte til denne funksjonen er f'(x) = 0, noe som sier at
funksjonen ikke endrer seg. Og det er jo tilfellet for en konstant funksjon.

Hvis vi tegner grafen til en funksjon, sa vil den deriverte til funksjonen i
et punkt gi oss stigningstallet til funksjonen i punktet. Stigningstallet til
funksjonen i et punkt maler vi ved a se pa tangenten til funksjonen i punktet.
Tangenten er en rett linje som tangerer grafen i punktet. Stigningstallet til
en rett linje uttrykker hvor mange enheter vi gar opp (eller ned) nar vi gar
en enhet mot hgyre.

50-

40

30 flw) =4az®+2

20-
g(z) =12 — 6

Figur 2.1: Tangent.

Eksempel 2.1.1. Vi skal regne ut den deriverte av funksjonen f(x) = z?.

Vi har
pon o (w+h)?—a® 2?4 2ah+ b — 2P
For=im— =i h
= lim(2z + h) = 2z.
h—0
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Tilsvarende regning for f(x) = z* gir

b (x+h)3 — 23
fia) = Jim h
~ lim 23+ 32%2h + 3zh? + h3 — 23
o h—0 h

= lim(32® + 3wh + h?) = 32
h—0

Pa samme mate far vi for f(z) = 2™ for et heltalln > 0 at f'(x) = na™ L.

Eksempel 2.1.2. [ eksemplet over sa vi pa potensfunksjoner med positiv
eksponent. Man kan vise at noyaktig samme formel gjelder for negative ekspo-

nenter n < 0. Som et eksempel kan vi regne ut den deriverte av funksjonen
f@y=a"t=1Vihar

1 1
R S AR PO el C e )
Sy = i = = )
— lim —h 1
N laohx(x—i—h) T T
som stemmer godt med formelen f'(x) = naz"! (sett n = —1).

Eksempel 2.1.3. Vi skal regne ut den deriverte til eksponensialfunksjonen
f(z) = e*. For a gjore det trenger vi a vite at for sma verdier av h, sa kan vi
approksimere eksponensialfunksjonen ved e ~ 1 + h.

et th — et e“(eh —1) . e®h

I _- :-
fla) = lim —r N — o h

Eksponensialfunksjonen er altsa lik sin egen derivert. Denne egenskapen er
(med unntak av f(x) = 0) unik for eksponensialfunksjonen med e som grunn-
tall.

Eksempel 2.1.4. Hva med de deriverte av sinus og cosinus? Her bruker
vt andre approksimasjoner; for sma verdier av h har vi at sinh ~ h, og at
1 — cosh er liten sammenliknet med h. Det gir for f(x) = sinz,

sin (x + h) —sinz

/ T
fiz) = Jim h
_ sinxcosh +cosxsinh —sinz
i h
. cosxsinh +sinx(cosh — 1)
= }llir(l) - = cosz
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hvor vi har brukt formelen for sinus til en sum av to vinkler.

Tilsvarende for g(x) = cosz,

cos (z + h) — cosx

/ .
z) = lim
g'(z) = lim h

. cosxcosh —sinxsinh — cosz

= lim
h—0 h
. —sinzsinh + cosz(cosh — 1) )

— lim = —sinz.
h—0 h

Vi kan bruke den deriverte til a studere monotoniegenskapene til en
funksjon. Generelt vil det veere klar ssmmenheng mellom voksende funksjoner
og positiv derivert, og avtagende funksjoner og negativ derivert.

Teorem 2.1.3. Dersom f'(x) > 0 (henholdsvis f'(x) < 0) pa et intervall, sa
er f(z) voksende (henholdsvis avtagene) pa intervallet.

Eksempel 2.1.5. Vi ser pa funksjonen f(x) = 2. Den deriverte er gitt ved
f(x) =2z, som betyr at funksjonen vokser pa intervallet [0,00) og avtar pa
intervallet (—oo,0].

Eksempel 2.1.6. Betrakt funksjonen f(x) = e*. Den deriverte er gitt ved
f'(x) =e" >0, som betyr at funksjonen vokser overalt.

Figur 2.2: Sinusfunksjon.

Eksempel 2.1.7. Funksjonen f(x) = sinz, hvor x € [-5, 5] har derivert
f'(x) = cosx. Pd intervallet [—7, 5] har vi cosx > 0 og funksjonen vil derfor

veere voksende pa dette intervallet.
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Hvis vi skal regne ut den deriverte til en funksjon kan vi alltids bruke
definisjonen og regne ut grenseverdien. Men det er vanligvis ganske tungvint.
Derfor har man etablert et sett av regneregler for derivasjon. Den fgrste sier at
derivasjon er en lineser operator, dvs. at den deriverte av en sum er summen
av de deriverte, og at en konstant kan flyttes ut.

Teorem 2.1.4. La f(z) og g(x) vere to deriverbare funksjoner pa et omrade
ACR, ogla h(z) = f(z)+ g(x). Da har vi

() = f'(z) + g'(x).
La videre a € R veere et reelt tall og k(x) = af(x). Da har vi
K (x) = af' ().
Eksempel 2.1.8. La f(z) = 22 — 3z*. Da har vi
f(z) = 62% — 1223

ved a kombinere regelen over (linearitet) med derivasjonsreglene for potens-
funksjoner.

Det er ikke like rett fram a derivere et produkt av to funksjoner. Regne-
reglen er gitt ved folgende resultat:

Teorem 2.1.5. La f(z) og g(x) vere to deriverbare funksjoner pa et omrade
ACR, ogla h(z) = f(z)g(x). Da har vi

W(z) = f'(z)g(x) + f(x)d (x).
Denne regelen omtaler vi ofte som produktregelen eller Leibniz regel.

Eksempel 2.1.9. La f(z) = 2?sinx. Da har vi
f'(x) = 2xsinx + 2% cos .

Eksempel 2.1.10. La f(z) = 2% og g(x) = &. Da har vi h(z) = f(z)g(z) =
x? - :%2 =1, og W(x) = 0. Ved produktregelen far vi

1

T2

1 2 2
j=<-Z-0

3 T T

R (z) =2z - (=) + 2%(—2

Den siste i rekken av generelle regler for derivasjon gjelder for sammensatte
funksjoner.
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Teorem 2.1.6. La g(x) vere en deriverbar funksjon pa et omrade A C R,
og f(x) en deriverbar funksjon pa f(A) = {f(z) : © € A} C R. La videre

h(z) = f(g(x)) vere den sammensatte funksjonen. Da har vi

W(x) = f'(g9(x)) - g'(x).

Denne regneregelen for derivasjon kalles kjerneregelen. Begrepet kommer
av at funksjonen g(z) omtales som kjernen i den sammensatte funksjonen.

Kjernereglen viser seg a veere sveert viktig i maskinleering, i forbindelse
med nevrale nett. Da gnsker man a minimere en funksjon i mange variable
som involverer sammensatte funksjoner. Algoritmer for a minimere beregner
(tilnaermet) deriverte og bruker da kjerneregelen. Du vil leere mer om dette i
emner i maskinlaering.

Eksempel 2.1.11. Betrakt den sammensatte funksjonen h(x) = cos (x?). Vi

lar f(x) = cosz og g(x) = 22, sa vi har h(z) = f(g(x)). Det gir

R (z) = f'(g(x)) - ¢'(x) = —sin (2?) - 20 = —2wsin (2?).

Eksempel 2.1.12. Betrakt funksjonen f(x) = % Vi kan sette denne funk-
sjonen sammen med seq selv. Det gir

Vi kan regne ut den deriverte av denne funksjonen pa to ulike mater. For det
forste har vi apenbart at ¢'(x) = 1. Hvis vi bruker kjerneregelen far vi, siden

Fla) =~

Vi har dermed verifisert kjerneregelen i dette tilfellet.

Eksempel 2.1.13. Vi kan bruke kjerneregelen til a regne ut den deriverte av
logaritmefunksjonen f(x) = Inz. Siden logaritmefunksjonen er den omvendte
funksjonen til eksponensialfunksjonen g(x) = e har vi h(x) = g(f(z)) =
e =z og h'(x) = 1. Vi deriverer ved d bruke kjerneregelen

W(z)=g'(f(2)) f'(x) =" fla) =2 f(z) =1
og det folger at .
fi(x) =

z
siden ¢'(x) = e*.
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Logaritmefunksjonen In z er bare definert for positive x. Vi kan utvide de-
finisjonsomradet ved heller a se pa funksjonen f(x) = In |z|. Denne funksjonen
er definert for alle reelle tall forskjellig fra 0, og er gitt ved

flx) = {ln(—x) x <0,

lnz z > 0.

Vi kan derivere denne funksjonen ved a derivere hvert av de to omradene hver

for seg og far
L.-1=1 <0
/l' — —x x ?
J'() {1 x > 0.

T

Resultatet er at den deriverte av In |z| er .
Na kan vi kombinere regneregler for a utvide verktgykassen. Kombinasjon

av potensregelen og kjerneregelen gir at den deriverte av h(z) = ﬁ er gitt
ved .
h(x) = g'(z)
g(x)?

Hvis vi kombinerer dette videre med produktregelen, far vi formelen for den
deriverte til en rasjonal funksjon:

Teorem 2.1.7. La f(z) og g(x) vere to deriverbare funksjoner pa et omrade
A CR, og anta at g(z) # 0 pa A. La h(z) = Lz; Da har vi

g(

i) = @)~ 1@ @)
9(x)
Eksempel 2.1.14. Vi skal derivere kvotienten
x
Etter formelen over far vi
oy (=m2)-1—2(-1) 1
Fo=""a—p  ~a-w

Eksempel 2.1.15. Vi kan ogsa bruke denne formelen til a vise potensformelen
for negative potenser. La

1 —n
f(z) = il
Da har v
;o a”-0—1-nz"t gl
f (l’) (xn)Z x2n
1 —n—1
- pn+l =ne



2.2 Ekstremalpunkter

Vi er interessert i a finne punkter der funksjonen antar sin stgrste/minste
verdi. I forste omgang leter vi etter lokale maksimums- og minimumspunkter,
dvs. punkter der funksjonen er stgrre (mindre) enn eller lik alle andre punkter
i naerheten. Dette trenger ikke a gi oss de stgrste (minste) verdiene for
funksjonen (globalt).

Vi skal bruke begrepet ¢ nerheten av x om punkter som er forskjellig
fra x, men hvor avstanden til = er sa liten som det er hensiktsmessig i det
aktuelle tilfellet. Denne avstanden kan vaere 1 eller den kan veaere 0.00001,
eller en enda mindre verdi. Det viktigste er at det finnes en fast avstand slik
at pastanden vi kommer med er sann for alle y som ikke er lenger fra punktet
x enn denne avstanden.

Et eksempel pa bruk av begrepet i nerheten av er som folger: La f(z)
veere en kontinuerlig funksjon, dvs. at lim,_,, f(x) = f(a) for alle a i defini-
sjonsomradet til f. F.eks. kan vi se pa f(z) = x — 2. For x = 0.9 har vi
£(0.9) = 0.9 —(0.9)> = 0.09 > 0. En kontinuerlig funksjon som er ekte stgrre
enn 0 i et punkt, vil alltid veere ekte storre enn 0 i nerheten av punktet.
La na x = 0.9 + h for en liten verdi for h, dvs. vi ser pa et punkt som er i
nerheten av 0.9. Da har vi at

f(0.9+h)=0.9+h—(0.9+h)?
=09+h—081—1.8h — h?
= 0.09 — 0.8h — h?

Vi ser at dersom |h| < 0.1 sa har vi f(0.9 4+ h) > 0. Det betyr at i dette
eksemplet vil 7 nerheten av av 0.9 naturlig bety at avstanden til 0.9 er ekte
mindre enn 0.1.

Definisjon 2.2.1. Det er to typer lokale ekstremalpunkter:

i) Funksjonen y = f(x) har et lokalt minimum i x = ¢ dersom f(c) <
f(z) for alle x i et apent intervall om x = c.

ii) Funksjonen y = f(x) har et lokalt maksimum i x = ¢ dersom f(c) >
f(z) for alle x i et apent intervall om x = c.

En fellesbetegnelse pa punkter hvor funksjonen har lokale maks- eller
minimumspunkter er lokale ekstremalpunkter.

Eksempel 2.2.1. Funksjonen f(x) = z? definert pd hele R har et lokalt
minimumspunkt i x = 0 siden f(x) > f(0) for alle x # 0.
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Figur 2.3: Lokale maksimums- og minimumspunkter.

Eksempel 2.2.2. Funksjonen f(x) = cosx definert pa hele R har et lokalt
maksimumspunkt i x = 0 siden cosx < cos0 =1 for alle x # 0 i nerheten av
0. Denne funksjonen er periodisk med periode 2m (betyr at f(x + 2m) = f(z))
og vi har derfor ogsa maksimumspunkter for x = 2kmw, for alle hele tall k.
Tilsvarende har vi lokale minimumspunkter for x = m + 2kn for alle hele tall
k, siden cos (m + 2km) = cosm = —1 < cosx for alle verdier av x.

Eksempel 2.2.3. Funksjonen f(x) = e* har ingen lokale ekstremalpunkter
siden dens deriverte f'(x) = e* > 0 for alle . Funksjonen vokser derfor i hele
sitt definisjonsomrade, noe som ikke er forenlig med a ha et ekstremalpunkt.

2.3 Kritiske punkter

Den deriverte til en funksjon y = f(x) i et punkt z, gir oss stigningstallet til
tangenten til funksjonen i punktet. I et maksimums- eller minimumspunkt
for en deriverbar funksjon vil tangenten vaere horisontal, dvs. tangentlinja
har stigningstall 0. Det betyr at f’(z¢) = 0. Slike punkter er sa viktige at de
har fatt et eget navn.

Definisjon 2.3.1. Et punkt x = c i definisjonsomradet til en funksjon f(x)
kalles et kritisk punkt for funksjonen dersom f'(c) = 0 eller f'(c) ikke
eksisterer.

Merk at vi bruker betegnelsen kritisk punkt bade om punkter der den
deriverte er 0, og om punkter der funksjonen ikke har noen derivert, f.eks. i
knekkpunkter pa grafen. Knekkpunkter er punkter der de ensidige deriverte
er forskjellige. Det betyr at stigningstallet til grafen er forskjellig pa de
to sidene av punktet. Grafen ser dermed ut som en spiss i dette punktet.
Dersom funksjonen f(x) er definert pa et lukket intervall [a, b], inkluderer
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vi endepunktene x = a og x = b blant funksjonens kritiske punkter. Dette
passer med definisjonen siden den deriverte av en funksjon formelt sett ikke
er definert i endepunktene av et lukket definisjonsomrade.

Vi bruker betegnelsen indre punkter om punktene i et intervall som
ikke er endepunkter.

Figur 2.4: De markerte punktene viser de indre kritiske punktene.

Eksempel 2.3.1. Funksjonen f(x) = |z| har et kritisk punkt i x = 0 siden
1/(0) ikke er definert i det punktet. Absoluttverdifunksjonen er ikke deriverbar
i x = 0 siden grenseverdiene for de ensidige deriverte fra hoyre og venstre
side tkke er like. For positive verdier av h har vi

LSO - fO) ]
h—0 h h—0 h
og for negative verdier av h,
i LOHED = SO B
h—0 h h—0 h
) y=Ix

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figur 2.5: Grafen til absoluttverdifunksjonen, f(z) = |z| med et kritisk punkt
iz =0.

Eksempel 2.3.2. Alle potensfunksjoner g(x) = z"™ for n > 2 har kritisk
punkt i x =0 siden f'(0) =n-0""! = 0.
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Figur 2.6: Grafen til f(z) = 1.

Eksempel 2.3.3. Funksjonen h(x) = < har ikke et kritisk punkt i © = 0
siden funksjonen ikke er definert 1 dette punktet.

I mange tilfeller er det sammenfall mellom ekstremalpunkter og kritiske
punkter, men det er ikke alltid slik. Imidlertid er alle ekstremalpunkter ogsa
kritiske punkter, mens det motsatte ikke ngdvendigvis er riktig.

Teorem 2.3.2. Dersom f(x) har et lokalt maksimums- eller minimumspunkt
i x=c, saerc et kritisk punkt for f.

Bevis. Anta at funksjonen er deriverbar i punktet z = c. Hvis ikke er punktet
pr. definisjon et kritisk punkt. Vi har

o) g LN =S S) ~ 1)

h—0 h T —c

hvor vi i det siste uttrykket lar x = ¢ + h veere i neerheten av ¢, dvs. at h er
liten. Anta at f(z) har et lokalt maksimum i z = ¢. Dersom f’(c¢) > 0, sa vil
f(z) > f(c) for x > c. Dette er ikke mulig siden c er et lokalt maksimums-
punkt. Dersom f’(c) < 0, sa vil f(x) > f(c) for x < ¢, som pa tilsvarende
mate er umulig og vi har en motsetning. Samme type argument gjelder for
lokale minimumspunkter. O

Teorem 2.3.3. Huvis f(x) har et kritisk punkt i x = ¢, sa er dette

i) et lokalt minimum dersom f'(x) skifter tegn fra negativ til positiv i
x=c.

ii) et lokalt maksimum dersom f'(z) skifter tegn fra positiv til negativ i
T =c.
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Bevis. Fglger noksa direkte fra definisjonen av den deriverte ved a analysere
fortegnet til uttrykkene som inngar. m

Figur 2.7: Grafen til funksjonen f(x) = 2.

Eksempel 2.3.4. Vi ser pa funksjonen f(z) = z*. Den deriverte er gitt ved
f(x) = 2x, som betyr at funksjonen har et kritisk punkt i x = 0. Dette er ogsa
et lokalt minimumspunkt siden den deriverte til f(z) skifter tegn fra negativt
til positivt 1 x = 0.

Grunnen til at det ikke er en enentydig sammenheng mellom kritiske
punkter og ekstremalpunkter, er at det finnes kritiske punkter som ikke er
ekstremalpunkter. Det at den deriverte til en funksjon er 0 i et punkt, trenger
ikke a bety at punktet er et maksimums- eller minimumspunkt for funksjonen.
Det er fullt mulig at den deriverte til funksjonen er 0 i et punkt, samtidig med
at funksjonen vokser overalt i neerheten av punktet (se eksemplet under).

Jla) = a?

Figur 2.8: Grafen til funksjonen f(z) = 3.

Eksempel 2.3.5. Betrakt funksjonen g(x) = x®. Den deriverte er gitt ved
g (x) = 322, som betyr at funksjonen har et kritisk punkt for x = 0. Dette er
imidlertid ikke noe ekstremalpunkt. Funksjonens deriwerte skifter ikke fortegn
i dette punktet, vi har ¢'(x) > 0 for alle x # 0.
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o 25 5.0

Figur 2.9: Terrassepunkt.

Definisjon 2.3.4. Et punkt x = a hvor den deriverte f'(x) er 0, men ikke
skifter fortegn kalles et terrassepunkt.

En typisk problemstilling vi er opptatt av, handler om a analysere
monotoni-egenskapene og a finne lokale ekstremalpunkter for en funksjon.
Det neste eksemplet illustrerer framgangsmaten, hvor fortegnsskjema er et
sentralt hjelpemiddel. Et fortegnsskjema er en tabell hvor vi deler opp
definisjonsomradet til funksjonen i intervaller hvor den deriverte har samme
fortegn (negativ eller positiv).

Eksempel 2.3.6. Vi skal bestemme monotomi-egenskaper og lokale ekstre-
malpunkter for funksjonen

f(z) =32* — 42° + 3.
Vi regner ut den deriverte, faktoriserer og setter den lik O;
fl(z) = 120% — 1227 = 122%(x — 1) = 0.

Vi tegner fortegnsskjema for f'(x

):
r<0] 0|0<x<l
0

1 |x>1
122 | + + + +
r—1] — |- — 0| +
f(x) — 0 — 0 +
R N el I
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Hver faktor i uttrykket for den deriverte har sin egen rad og +-tegnene angir
fortegnet til faktoren i det angitte intervallet. Fortegnene multipliseres sammen
i raden til f'(x) og i nederste rad er konklusjonen gitt, om hvorvidt funksjonen
vokser eller avtar.

Det betyr at vi har et lokalt minimumspunkt for x = 1, at funksjonen
er avtagende for x < 1 og at den er voksende for x > 1. Vi har ikke noe
ekstremalpunkt for x = 0, selv om f'(x) = 0. Den deriverte skifter ikke fortegn
1 dette punktet.

2.4 Globale ekstremalpunkter

I motsetning til de lokale egenskapene, som sier noe om funksjonen i en liten
omegn om et punkt, vil de globale egenskapene beskrive funksjonen pa
hele definisjonsomradet sett under ett.

Definisjon 2.4.1. (Globale maksimums- og minimumspunkter)

i) Funksjonen y = f(z) har et globalt minimum i x = ¢ dersom f(c) <
f(z) for alle x i definisjonsomradet.

ii) Funksjonen y = f(x) har et globalt maksimum i x = c¢ dersom
f(e) = f(x) for alle x i definisjonsomradet.

Vi vil omtale funksjonsverdien i de globale minimums- og maksimumspunk-
tene som funksjonens minimums- og maksimumsverdier og samlet som
funksjonenes ekstremalverdier.

Funksjoner trenger verken a ha lokale eller globale ekstremalpunkter. Et
eksempel er funksjonen f(x) = x definert pa hele tallinja. Den har ingen
ekstremalpunkter fordi for alle punkter x = a pa tallinja sa vil det finnes
punkter z i naerheten av a slik at f(z) > f(a) og andre som oppfyller
f(z) < f(a). Funksjonen f(x) = x har heller ingen ekstremalverdier dersom
definisjonsomradet er et apent intervall (a, b). Pa et lukket intervall derimot,
har funksjonen f(x) = x bade et globalt maksimumspunkt og et globalt
minimumspunkt, nemlig endepunktene i intervallet.

Et apent intervall som (0,1) inneholder ikke sine endepunkter. Vi kan
finne tall i intervallet som er sa naer opp til 1 som vi matte gnske. Men uansett
hvilket tall vi velger, vil det alltid finnes tall mellom det valgte tallet og 1.
Alle tall i det apne intervallet (0, 1) har andre tall pa begge sider. Dette er
karakteristisk for apne intervaller. I det lukkede intervallet [0, 1] finnes det to
tall, 0 og 1, som kjennetegnes ved at de har naboer i intervallet kun pa sin
ene side.
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En kontinuerlig funksjon vil alltid oppna sine ekstremalverdier dersom
definisjonsomradet er et lukket intervall. Dette er innholdet i ekstremalverdi-
teoremet som vi gjengir uten bevis.

Teorem 2.4.2. En funksjon f(x) som er kontinuerlig pa et lukket, begrenset
intervall [a, b], vil oppna sine maksimums- og minimumsverdier i intervallet.

Eksempel 2.4.1. La f(z) = —2* + 4z — 3. Vi skal finne maksimumsverdien
til f(x) pa intervallet [—1,1].

Vi observerer at f'(x) = —2x +4 =0 nar x = 2. Men x = 2 er ikke i
intervallet, sa dette punktet er vi ikke interessert i. Det betyr at det er ingen
kritiske punkter i det indre av definisjonsomradet, og de eneste punktene vi
trenger a sjekke er endepunktene: f(—1) = —8 og f(1) = 0. Sa den storste
verdien til f(x) pa [—1,1] er f(1) = 0.

Eksempel 2.4.2. Vi skal finne ekstremalverdiene til funksjonen f(z) =
7+ |z — 2| pa intervallet 1 < x < 4. Den derwerte f'(x) # 0 for alle x. Men
den er ikke definert i punktet x = 2, sa vi regner ut verdien her, f(2) = 7. For
endepunktene har vi f(1) =8 og f(4) = 9. Det minste av disse tre verdiene
er f(2) =7, som derfor er minimumsverdien, mens den storste er f(4) =9
som gir oss maksimumsverdien pa intervallet [—1,4].

Eksempel 2.4.3. Av alle rektangler med areal 25, og sidekanter kortere enn
10, hwvilket har den minste og hvilket har den stgrste omkretsen?

Vi starter med a formulere problemet mer matematisk. Vi lar x vere
lengden pa den ene sidekanten. Da vil den andre sidekanten ha lengde 21—5
siden arealet skal veere 25. Omkretsen blir da gitt ved funksjonen

25
flz)=2x+2 - —
x
over intervallet (0,10]. Denne funksjonen skal vi finne maksimumsverdien til.

Vi deriverer og far

Loser vi likningen f'(x) = 0 far vi x = £5. Punktet x = —5 er ikke med i
definisjonsomradet, sa det forkaster vi. Dermed star vi igjen med ett kritisk
punkt, x = 5. Funksjonen er ikke definert i punktet x = 0 (rektanglet kollapser)
og vi ma sjekke de to kritiske punktene x = 5 og x = 10. Innsetting gir
f(5) =20 og f(10) = 25. Dette gir kandidater for maksimum og minimum.
Men vi er ikke ferdige enda. Siden definisjonsomradet ikke er lukket (men
halvapent) kan vi ikke bruke ekstremalverdisetningen, og vi ma sjekke hva
som skjer nar x — 0. Det er opplagt at omkretsen vil vokse over alle grenser
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nar den ene sidekanten blir veldig liten, og den andre blir veldig stor. Derfor
vil ikke f(10) = 25 veere noe globalt maksimum, men f(5) = 20 er fortsatt

minimumsverdien.
Figur 2.10: Rektangel i en parabel.
Al -1<z<0] 0 |0<z<?2| 2 |2<x<3]| 3
z - 0 + + +
2—z + + + 0 -
et - - + - -
f(x) - 0 + 0 -
flz) | e 0 = >

Figur 2.11: Fortegnsskjema: f'(z) = x(2 — x)e™*.

Eksempel 2.4.4. Vi skal finne det storste rektangelet vi kan legge inne grafen
til parabelen y = x* ndr y skal vaere mindre enn en fast verdi a. Se Fig. [2.4]
La A(z) vere arealet av rektangelet med grunnlinje 2x (begge sider av y-
aksen). Hoyden i rektangelet vil vaere a—x2. Det gir areal A(z) = 2x(a—2?%) =
2za — 2x3 hvor x ligger i intervallet [0,+/a). De kritiske punktene vil veere
endepunktene og punktene der A’'(x) = 0. Den deriverte av A(z) er gitt ved

A'(z) = 2a — 62

Setter vi denne lik O far vi x = ﬂ:\/g. Vi forkaster den negative lgsningen
siden den ikke er i definisjonsomradet. Innsetting gir A(0) = A(y/a) =0 og
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A(\/g) = (% \/§ag. Det gir minimumsareal (selvfolgelig) 0 og maksimums-
areal (g)\/ga%.
Eksempel 2.4.5. Vi ser pa funksjonen

f(z) = 2% —-1<z<3.

For a finne ut hvor funksjonen vokser, hvor den avtar og hvor den har sine
ekstremalpunkter, ma vi se pa dens deriverte. I dette tilfellet far vi

fl(x) =2z — 2% = 2(2 — x)e .

Denne informasjonen bruker vi til a tegne et fortegnsskjema for f'(x). Skje-
maet viser at funksjonen avtar pa intervallene (—1,0) og (2,3) og vokser pa
intervallet (0,2). Den har lokale maksimumspunkter i x = —1 og i x = 2, og
lokale minimumspunkter for x =0 og for x = 3. For a finne ut hvilke punkter
som gir oss de globale ekstremalverdiene regner vi ut funksjonsverdien i de
lokale ekstremalpunktene, og i tillegg i endepunktene til det lukkede intervallet.
Verdiene star i nederste linje. Av disse ser vi at x = —1 gir den storste verdien,
altsa et globalt maksimumspunkt og x = 0 gir minste verdi og dermed svarer
til et globalt minimumspunkt.

2.5 Newtons metode

En viktig algoritme i numeriske beregninger er Newton’s metode. Den
brukes til a finne nullpunkt for en funksjon f, altsa finne en lgsning av
likningen f(z) = 0. Metoden brukes ogsa i optimering for a finne kritiske
punkter, som er nullpunkt for den deriverte av funksjonen f (hvis f er
deriverbar). I dette tilfellet gnsker vi altsa a lgse likningen f'(x) = 0.

Betrakt en deriverbar funksjon f (eller f(z)) fra R til R. Vi ser altsa pa
én-variabel situasjonen, men kan nevne at metoden kan generaliseres til a
lgse et system av n (ulinesere) likninger i n variable. Dette innebzerer a lgse
F(x) = 0 der F en deriverbar funksjon fra R™ til R"™. Metoden ble introdusert
av Isaac Newton for visse funksjoner, men metoden ble brukt bl.a for a finne
kvadratrgtter langt tidligere. Vi ngyer oss her med a forklare metoden for
tilfellet n = 1, altsa for funksjonen f nevnt over.

Betrakt likningen f(z) = 0. Idéen bak metoden er a forenkle problemet.
Hvis f er en lineeer (eller mer korrekt, affin) funksjon, er det greit: la f(z) =
ax +b der vi antar a # 0. (Hvis a = 0, har vi enten ingen eller uendelig mange
lgsninger, avhengig av om b er 0 eller ikke). Sa vi far

flz) =0 ar+b=0< 2= —-b/a.
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Sa, hvis f ikke er lineer, foretar vi en forenkling (approksimasjon) ved a
se pa tangenten i et punkt og finne hvor denne skjeerer x-aksen, dvs. finne
nullpunktet for den tilhgrende linesere funksjonen.

o T E2 FEL A
Figur 2.12: Newton’s metode (Kilde: Wikipedia)

Algoritmen beregner en fglge xg,x1,9,.... Velg et startpunkt zy. Vi
beskriver hvordan vi gar fra z;, til neste punkt xy,;. Tangenten til grafen til
f i punktet (xy, f(xy)) er gitt ved

y(@) = f'(z) (@ — ) + f(2x).

Dette er en lineser funksjon av z. Anta at f'(zx) # 0 (sa tangenten er ikke
vannrett). Ved a sette y(z) = 0 og lgse for z far vi

f'(@r)
Derfor lar vi neste punkt veere
f(zx)

LTht1 = T — 2.1

+ f/ (xk> ( )
som gir Newton’s metode. Man kan vise at under visse antakelser vil denne
folgen {x)} konvergere mot et nullpunkt for f.

Eksempel 2.5.1. Vi skal bruke metoden til a beregne kvadratrot. La a > 0,
og vi skal beregne \/a. Vi vil finne v = /a og ser da pa f(x) = 2*> —a. Sd et
positivt nullpunkt for f ma vere \/a. Her blir f'(x) = 2z, sa qgir

2

Tg+1 = Tk — or
k
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Dette kan vi ogsa skrive som

(ot )

Tpp1 = = (2 + —).

ket = 5\ Tkt

Denne metoden ble faktisk funnet opp av Heron av Alexandria for ca 2000 ar
siden! For eksempel, la a =5, sd vil vil finne \/5 (tilnermet). La oss starte

med x1 = 5. Da blir
1 5 1

1‘2—5(5—’—5)—5'6—3
og de forste tallene vi far med Heron’s metode er:
n |,
1 | 5.000000
2 | 3.000000
3 |2.333333
4 12.238095
5 12.236069
6 | 2.236068
|7 ]2.236068

Nar vi skriver med 6 desimaler er alle de neste tallene ogsa lik xg = 2.236068,
og dette er ner \/5; alle disse sifrene er korrekte! Faktisk er

V5 = 2.236067977499790 . . .

Hvis man er “tilstrekkelig naer” nullpunktet vil Newton’s metode konverge-
re svaert raskt. Vi har sakalt kvadratisk konvergens som betyr at antall riktige
sifre typisk dobles for hvert skritt. Vi avbryter metoden nar f.eks. endringen
|z)41 — x| er under en viss liten toleranse.

2.6 Krumning og vendepunkter

I dette avsnittet skal vi studere funksjonenes krumningsegenskaper.

Definisjon 2.6.1. En deriverbar funksjon y = f(x) krummer opp (resp.
ned) i et intervall (a,b) dersom f'(x) er voksende (resp. avtagende) i inter-
vallet.

Krumning innebeerer at stigningstallet til funksjonen endrer seg. Krumning
oppover betyr at funksjonen blir brattere, som betyr at stigningstallet gker.
Stigningstallet til funksjonen er gitt ved den deriverte, sa pkende stigningstall
betyr at den deriverte av den deriverte er positiv. Den deriverte til den
deriverte til en funksjon kalles den dobbelt-deriverte og vi skriver f”(z).
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Teorem 2.6.2. La f(z) vere to ganger deriverbar pa et intervall I, dvs. at
den deriverte f'(x) ogsa er deriverbar.

i) Dersom f"(x) >0 pa I, sa krummer grafen oppover.

ii) Dersom f"(x) <0 pa I, sa krummer grafen nedover.

Bevis. Bruk Teorem pa den deriverte. m

Det at grafen krummer oppover kalles konveks (funksjonen er konveks),
mens a krumme nedover kalles konkav. Dette er viktige egenskaper som vi
vender tilbake til.

Vi kan bruke resultatet over til a bestemme type ekstremalpunkter for
en funksjon f(x). Dersom vi har et kritisk punkt zo med f'(z¢) = 0, sa vil
positiv krumning bety at vi har et minimumspunkt og negativ krumning bety
at vi har et maksimumspunkt (se figur).

Dette leder oss fram til andre-derivert-testen.

Teorem 2.6.3. La f: R — R vere en to ganger deriverbar funksjon pa et
intervall 1. Anta at xg € I er et kritisk punkt for f, dvs. f'(xo) = 0. Da har
()

i) Dersom f"(xo) >0 sa er xq et lokalt minimumspunkt for f.

i) Dersom f"(xo) <0 sa er xq et lokalt maksimumspunkt for f.

Definisjon 2.6.4. Et punkt x = ¢ der funksjonen f(x) skifter krumning fra
opp til ned eller motsatt, kalles et vendepunkt for f.

Pa samme mate som at ekstremalpunkter finnes der den deriverte skifter
fortegn, finner vi vendepunkter der den dobbelt-deriverte skifter fortegn.

Teorem 2.6.5. Dersom x = c er et vendepunkt for f(x), og f"(c) er veldefi-
nert, sa er f"(c) = 0.

Bevis. Et vendepunkt er et ekstremalpunkt for den deriverte, og Teorem
gir at © = c er et kritisk punkt for f'(z). Siden den deriverte av f’(x)

eksisterer i z = ¢, sa folger det at f”(c) = 0.

[]

<0 0 O<z<? 2 x> 2
12z - 0 + + +
3r — 2 - - - 0 +
f"(x) + 0 - 0 +
opp | vendepunkt ned vendepunkt | opp
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Figur 2.13: Lokalt minimum, lokalt maksimum og vendepunkt.
Eksempel 2.6.1. Funksjonen f(z) = x* har et vendepunkt i x = 0 siden
f7(0) =0 og den dobbeltderiverte f"(x) = 6x skifter tegn i x = 0.

Merk at vi kan ha f”(c) = 0 uten at = ¢ er et vendepunkt, slik som
tilfellet er for funksjonen f(x) = x* i punktet z = 0. Den dobbelt-deriverte
er gitt ved f”(z) = 1222. Den har et nullpunkt for z = 0, men f”(x) > 0 for
bade positive og negative verdier for x. Den dobbelt-deriverte f”(x) skifter
derfor ikke tegn i dette punktet, og x = 0 er ikke noe vendepunkt.

Eksempel 2.6.2. Vi skal studere krumningsegenskapene til funksjonen
f(x) = 3z* — 42 + 3.

Vi regner ut den deriverte og den dobbelt-deriverte og finner deres nullpunkter.
Dette bruker vi til a finne faktoriseringer:

f(z) =122° — 122° = 122%(x — 1),
f"(z) = 362% — 242 = 122(3x — 2).

For a finne monotoniegenskaper tegner vi fortegnsskjema for den deriverte:

z<0]0|0<zx<l| I |ax>1
1222 + [0 + +
z—1 — - 0 +
f'(x) — 0 0 +
¢ N\ -

Vi ser at x = 0 er et kritisk punkt, men ikke noe ekstremalpunkt.
For a finne krummningsegenskapene tegner vi fortegnsskjema for den dobbel-
deriverte. Konklusjonen star i nederste linje.
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I mange anvendelser betrakter vi stgrrelser som varierer med tiden. Et
eksempel kan veere en bil som kjgrer pa en vei. Vi betegner avstanden bilen har
kjort fra et startpunkt ved funksjonen s(¢). Ved tiden t = 0 setter vi s(0) = 0.
Den deriverte til funksjonen s'(¢) betegner farten til bilen ved tidspunktet ¢,
mens den dobbelt-deriverte s”(t) gir et uttrykk for akselerasjonen til bilen.
Dersom s'(t) = 0 star bilen stille, mens s”(t) = 0 uttrykker at akselerasjonen
er 0, eller at bilen beveger seg med konstant fart.

Eksempel 2.6.3. Anta at vi skal ga til et punkt A ute i sanden og at vi
befinner oss ved punktet D pa veien illustrert ved linja DC' (se figuren). Veien
er rett og b gir avstanden fra A til det neermeste punktet C' pa veien. Avstanden
fra punktet D til punktet C' kaller vi a. Anta at vi kan holde farten v langs
veien og w < v ute i sanden. Hvor langt skal vi ga langs veien for vi svinger
ut © sanden for a bruke kortest mulig tid mellom D og A?

A

|
|
I
Ib

I
I
I
é
D B C

Figur 2.14: Sand.

Vi kaller punktet hvor vi svinger ut i sanden for B og lar avstanden fra B
til C vere x. Det betyr at vi beveger oss en avstand a — x langs veien, og ved

Pythagoras vil avstanden fra B til A vere /x? + b2, Tid er gitt ved avstand
delt med fart, og vi far samlet tid gitt ved funksjonen

a—yz:%_\/yz?—irb2

(% w

fx) =

Vi skal finne minimum av f(x) nar x ligger mellom 0 og a. Vi setter f'(x) =0

oq far
1 T

TR —
v owVa?+ 0
wvVz? + b2 =z,

Vi kvadrerer begge sider og far

Det gir

w?(2* + b?) = v?a?
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som ved litt enkel algebra gir

wb
Vo2 — 2
Dette gir oss det kritiske punktet vi leter etter og (noksa opplagt) minimums-
punktet.

Vi merker oss at a ikke inngar i dette uttrykket, noe som betyr at vi alltid
skal ga til det samme punktet, uavhengig av utgangspunkt, men under en
forutsetning, at det kritiske punktet ligger inne i intervallet [0,a]. Dersom
dette ikke er tilfelle har vi ikke noe kritisk punkt inne i intervallet, og da vil
minimumsverdien bli a finne 1 et av endepunktene. De to verdiene der er gitt
ved

Tr =

Na har vi

Siden w < v vil dette uttrykket alltid vere negativt, noe som betyr at f(0) >
f(a) og minimum vil vere i x = a. Oppsummert, vi skal alltid ga langs veien
til et punkt som ligger ¢ avstand \/1}27 fra C, og deretter gjennom sanden.
Dersom vi starter nermere C' enn denne avstanden skal vi ga rett ut gjennom

sanden.

2.7 L’Hopitals regel

Anta at vi skal regne ut en grenseverdi lim,_,, % der enten f(x) og g(x)
begge gar mot 0 eller begge gar mot co. Da finnes det ikke noen generell regel
for hva grenseverdien blir, men det finnes en metode som ofte hjelper oss a
finne svaret. Den heter L’Hopitals regel etter den franske matematikeren og
adelsmannen Guillaume Francois Antoine, marquis de L'Hopital (1661-1704).
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Teorem 2.7.1 (L’Hopitals regel). Anta at enten

(i) lim f(x) = lim g(x) = 0

eller
(i7) lim f(x) = lim g(z) = oc.
r—a Tr—ra
Da er

lim M = lim f'(z)

z—a g(gj) T—a g’(m)

forutsatt at den siste grensen eksisterer (den kan godt vere oo eller —oo).

L’Hopitals regel finner altsa ikke grenseverdien for oss, men fgrer oss videre
til en annen grenseverdi som ofte er lettere a regne ut. Noen eksempler vil
gjore dette klarere.

Eksempel 2.7.1. Regn ut

x—0 €T

Her gar bade teller og nevner mot 0 (vi sier gjerne at vi har et “8 T-uttrykk),
og vi kan bruke L’Hopitals regel:

1—¢* L'H .. —e”‘“ —1

lim
z—0 x z—0 1 1

Legg merke til at vi ¢+ den andre grenseverdien lim, o %ﬁ tkke har et “8 -
uttrykk og derfor bare kan sette inn z = 0.

Eksempel 2.7.2. Regn ut

Her gar bade teller og nevner mot oo (vi sier gjerne at vi har et “S "-uttrykk),
og vi kan igjen bruke L’Hopitals regel:

. e g, €
lim — = lim — = o0
00 I z—o0 1

(husk at L’Hopitals regel ogsa virker nar grenseverdien er uendelig).

Det er ikke uvanlig at man ma bruke L’Hopitals regel flere ganger for a
komme frem til svaret.
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Eksempel 2.7.3. Regn ut

. l—cosz

lim ————.
z—0 1‘2

Vi bruker L’Hopitals regel to ganger:

. 1—cosx g .. sinz /g cosx 1
lim ——— = lim = = —,
x—0 ],’2 x—0 21‘ 2 2

Nar vi bruker L’Hopitals regel flere ganger etter hverandre pa denne maten,

ma vi huske pa a sjekke at vi virkelig har et “g - eller “%7-uttrykk hver gang
vt bruker regelen.

Ofte kan vi omdanne andre typer uttrykk til “%”— eller -uttrykk og sa
bruke L’Hopitals regel til a finne grenseverdien. Her er et typisk eksempel:

Eksempel 2.7.4. Regn ut

Loon”
o

lim z In |z|.
z—0

I dette uttrykket gar den ene faktoren, x, mot 0 mens den andre, In|z|, gar
mot —oo, og det er ikke lett a se hvilken som “vinner”. Omformer vi uttrykket
til ™ far vi imidlertid et “T_uttrykk vi kan bruke L’Hopitals regel pa

“—0oo »
t o

(stre;zgt tatt er det e
Dermed far vi

-uttrykk, men regelen virker like godt pa det).

1n|:L‘| L'H .. 1
T = lim —*-.
x

lim zIn |z| = lim
z—0 z—0 =0 — =
x
Hvis vi nd ganger med —x?* over og under brokstreken, ser vi at

1

lim z In |z| = lim 51 = lim(—z) = 0.
z—0 z—0 —2 z—0

Det kan veere nyttig a vite at L’Hopitals regel ogsa gjelder for ensidige
(z)

grenser, dvs. for uttrykk av typen lim,_,,+ % og lim,_,,- % (hadde vi ikke

hatt tallverdien i Eksempel [2.7.4] matte vi ha ngyd oss med a regne ut den
ensidige grensen lim, o+ x Inz siden Inz bare er definert for z > 0).

Vi har ikke redskaper til a bevise L’Hopitals regel i dette kurset, men vi

kan vise en forenklet versjon som sier at hvis f(a) = g(a) = 0 og brgken ch :EZ;
eksisterer, sa er lim,_,, % = %. Dette er bare et smart regnestykke der vi

utnytter definisjonen av den deriverte:

@) f@) = fla) . IO e
}:l—rg m - 91613(11 g(z) —g(a) }:13(11 g(zi:i(a)_ ~ d(a)

Beviset for den fulle regelen er en litt mer sofistikert versjon av den samme
ideen.
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2.8 Partiell Derivasjon

Vi kan generalisere begrepet derivasjon til funksjoner i flere variable. Ideen er
at vi tenker oss at alle bortsett fra én av de variable er konstanter. Vi betrakter
sa denne funksjonen som en funksjon i én variabel. Vanlig derivasjon med
hensyn pa denne variablen kalles partiell derivasjon. Partiell derivasjon
med hensyn pa en variabel x;, uttrykker funksjonens endring i retningen langs
med x;-aksen.

Definisjon 2.8.1. La f(z1,...,x,) vere en funksjon i n variable. Den i’te
partielt deriverte av f er gitt ved
of 0 f
~ lim floy, ..o+ Ay xy) — flag, ooy )
Axz—0 Ax

dvs. at vi lar alle x;, j # i opptre som konstanter og deriverer med hensyn pa
ZT;.

Eksempel 2.8.1. La f(z,y) = cos (2x) — y* + xy. Da har vi

0 0

a—i = —25sin (22) + ¥, 8—5 = —2y+uz.
Na kan vila x = 0, og se pd funksjonen g(y) = f(0,y) = 1—y>. Den deriverte
av denne funksjonen er ¢'(y) = —2y. Dette er det samme som vi far ved a
sette innx =0 1 g—’yc. Tilsvarende kan vi se pa h(x) = f(x,1) = cos (2z)—1+x.
Den deriverte av denne er h'(x) = —2sin (2z) + 1, som er det samme som
den partiellderiverte av f med hensyn pa x, innsatt y = 1.
Eksempel 2.8.2. La f(x,y) = cos (zy). Da har vi

ﬁ——sin(yz:) g——sin(x) x

Na kan vi fortsette a derivere funksjonen i eksempelet, det gir oss fire
muligheter

090f 2

oy cos (zy) - y~,

ﬁ% = —cos (xy) - vy — sin (xy),
Oy Ox

gg = —cos (zy) - xy — sin (zy),
Ox Jy

g9f 2

50y~ cos (zy) - x°.
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Vi ser at de to 1 midten er like.

090f = —cos (zy) - vy — sin (zy),
Oy Ox

o0 of :
950y — cos (zy) - vy — sin (zy).

Tilfeldighet? Nei. Under visse (svake) antakelser er kryssderivasjon er
uavhengig av rekkefglge:

0 0f _ 9 )
@(L’i 8xj n 8x]~ c%z ‘

Vi skal bruke notasjonen

#r 0 0f
8@81’]- N ailfl 8:15]-

og hvis z; = x;; ) )
o f o°f

0x,;0x; - dx?

Eksempel 2.8.3. La f(z,y) = 2° + xy — y*. Da har vi

0 2 of
- = — =x—2y.
o 3r° + v, Dy T —2y

Hopyere ordens deriverte

0 f 0 f 0*f
T 6, _1,
0x? 0x0y Oy?

Vi har til na sett pa R-valuerte funksjoner i flere variable. Vi kan generali-
sere dette til vektor-valuerte funksjoner i flere variable.

Definisjon 2.8.2. En avbildning
F:R"—R™

for to heltall n,m > 1 kalles en vektor-valuert funksjon i n variable og vi
skriver

F(zy,...,x,) = (filxr, ..., 20), ooy f(T1, ooy 2p))
hvor f; : R® — R for alle i.
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Funksjonen er en sammenstilling av m funksjoner i n variable og derivasjon
gjores komponentvis. Vi skal fa bruk for dette i det neste resultatet.

Eksempel 2.8.4. Funksjonen F : R? — R3 gitt ved
F(x1,20) = (29 + 11,1 — 23,37)

er en funksjon i to variable, hvor funksjonsverdien er en vektor i rommet.
F.eks. er F(2,1) = (3,0,6).

Partiell derivasjon fglger i store trekk de samme regnereglene som vanlig
derivasjon. Den deriverte av en sum er summen av de deriverte, den deriverte
av en konstant er 0 og produktregelen gjelder. Den regelen som trenger noe
mer presisering er kjerneregelen. Vi skal formulere resultatet i den konteksten
vi kommer til a trenge det, men det lar seg ogsa generalisere ytterligere.

Teorem 2.8.3. La f:R" >R ogg=(g1,-.-,9,) :R—=>R". Lah= fog:
R — R vere den sammensatte funksjonen, dvs. h(t) = f(g(t)) er en funksjon
i en variabel t. Da har vi

_Ofdgr ., 9 dgn
Oxy dt ox,, dt

h(t)
Bewvis. Vi skriver

gt + At) = (g1 (t+ At),..., gu(t + At))
~(g1(t) + Agi, ..., gult) + Agn)

hvor Ag; — 0 nar t — 0. Det gir
h(t + At) —h(t) _ f(g(t+ At)) — f(g(t))

At At
_ J(9®) +Agi, - ga(t) + Aga) = f9(D))
At
_ fla®) + (Agi,- .., Aga)) — f(g(t))
At '

Vi skal bruke notasjonen
Ag’ = (Agy, ..., Ag;,0,...,0).
Da har vi

fla@®)+(Agi, ..., Agn)) — fg(t))

=3 (gle) + Bg') — f(glt) + B9
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og derfor

ht+ At) —h(t) _ flg(t+At)) = fg(t))

At B At
_ Z”: flg(t) + Ag") — flg(t) + Ag'™") gt + Ab) — gi(t)
1 Agl At )

Nar vi lar At — 0 vil dette uttrykket ga mot summen som er gitt i teore-
met. O

Eksempel 2.8.5. Funksjonen g : R — R? er gitt ved g(t) = (t*,t3) og
[:R? = R er gitt ved f(z,y) = /T +y. Vihar b(t) = f(g(t)) = Vi + 3

og for den deriverte
1
W) =5t + £3)72 (2t + 3t2).
Dersom vi bruker formelen for den utvidede kjerneregelen, far vi
1 1
= 2t +
2/ +y 2/ +y

som ved innsetting for x og y gir oss samme uttrykk som owver.

R (t) 3t?

Eksempel 2.8.6. La g(t) = (1,t,¢") og f(z,y,2) = zy + Inz. Sett h(t) =
f(g(t)). Da har vi

/ L
h(t):y(t)-()%—x(t)-l—i—%-e

1 t
=t 0+1-1+— ¢ =2
(&

som stemmer overens med det vi far dersom vi regner ut uttrykket for h for
vi deriverer. I det tilfellet har vi h(t) =1-t + Ine' = 2¢.

2.9 Kiritiske punkter

Vi generaliserer begrepet kritisk punkt til teorien for funksjoner i flere variable.

Definisjon 2.9.1. Et punkt (z,y) = (a,b) kalles et kritisk punkt dersom
de partielt deriverte i punktet enten ikke eksisterer eller er lik 0.
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Eksempel 2.9.1. Vi deriverer funksjonen f(x,y) = sin (7 - /22 + y?) og far

of SR T
8$—cos(7r V2 +y?) NGET
0

/ =cos(m-z2+y?)- L —

oy /22 ¥ 12
Det er lett a se at begge de partiellderiverte er 0 nar \/x? + y? = %, mens det
ikke er fullt sa enkelt a se at de ikke eksisterer nar x =y = 0. Men det gjor
de ikke og vi har kritiske punkter bade for \/x? + y? = % og for (z,y) = (0,0).

Ofte vil det vaere sammenfall mellom ekstremalpunkter og kritiske punkter,
men ikke alltid.

Teorem 2.9.2. Dersom f(x,y) har et lokalt maksimum eller lokalt minimum
i (a,b), sa er (a,b) et kritisk punkt.

Bevis. Anta at f(x,y) har et lokalt maksimum i (a, ). Det betyr at f(x,y) —
f(a,b) <0 for alle (z,y) i neerheten av (a,b). Anta videre

a—(a,b)% f(a+h,b})L—f(a,b) -0

for alle sma h > 0. Dette gir en motsigelse siden vi har antatt at f(a+ h,b) —
f(a,b) < 0. Anta sa at

8f Nf(a+hvb)_f(a7b)
%(a, b) ~ h <0
denne gangen for alle sma h < 0. Igjen far vi en motsigelse. O]

[ motsetning til en-variabel-teorien kan vi i flervariabel-teorien ha et slags
blandet tilfelle:

Eksempel 2.9.2. Vi ser pa grafen til funksjonen f(z,y) = x* — y°.
De partielt deriverte er gitt ved

of _
or

of

2 — = —2y.
‘/L‘7 ay y

Punktet (0,0) er et kritisk punkt. Det er et minimumspunkt dersom vi beveger
0ss gjennom det langs med x-aksen, og et maksimumspunkt langs med y-aksen.
Dette er det lett a se ved a studere funksjonene

f(ZE,O) = $27 f((),y) = _y2'
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Figur 2.15: Et sadelpunkt.

Slike punkter kalles sadelpunkter, oppkalt etter sadelen pa en hesterygg.
Et sadelpunkt er et kritisk punkt pa grafen til f, som verken er et lokalt
maksimumspunkt eller et lokalt minimumspunkt.

Det gir oss tre forskjellige typer kritiske punkter for en funksjon f(z,y),
lokale minima, lokale maksima og sadelpunkter. For a finne ut hva slags punkt
vi har, skal vi se pa de andrederiverte til funksjonen i det aktuelle punktet.
For et punkt (a,b) lar vi H(a,b) betegne uttrykket

0? 0? 0? 2
H(ah) = Fhan 3 i - (@)

den sakalte Hesse-determinanten. Betegnelsen “determinant” her vil vi
komme tilbake til senere. Vi har fglgende resultat (som vi gir uten a fore et
bevis):

Teorem 2.9.3. La f(x,y) vere en to ganger deriverbar funksjon i to variable
og anta at (a,b) er et kritisk punkt for f. Da har vi

Dersom H(a,b) > 0 og gx’; (a,b) > 0, sa er (a,b) et lokalt minimums-
punkt.

Dersom H(a,b) >0 og ngs (a,b) <0, sa er (a,b) et lokalt maksimums-
punkt.

Dersom H(a,b) <0, sa er (a,b) et sadelpunkt.

Dersom H(a,b) = 0 sier ikke denne testen oss noe.
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Eksempel 2.9.3. Vi studerer funksjonen f(z,y) = z* — y*. De partielt
derierte er gitt ved
of of

or EE
Det betyr at vi har et kritisk punkt for (z,y) = (0,0).
De dobbeltderiverte er gitt ved

2z, —2y.

02 f

da?

2
oy?
Det gir for Hesse-determinanten i punktet (0,0);
H=2(-2)-0°=-4<0

som sier at det kritiske punktet er et sadelpunkt.

Eksempel 2.9.4. Se pd funksjonen f(x,y) = 2° — y? + zy. Vi setter de
partielt deriverte % =32 +vy og g—g’; = =2y +x til a vere lik 0, noe som gir
oss kritiske punkter (0,0) og (—§, —5). Vi regner ut

H(z,y)=6x-(-2)—1>=—122 -1

Dette gir H(0,0) = —1 og H(—%, —15) = 1. Samtidig har vi %(—%, -3 =
—1 < 0. Det betyr at (0,0) er et sadelpunkt og (—%, +) er et lokalt maksi-

T 12
mum.

2.10 Globale ekstremalpunkter

I motsetning til de lokale egenskapene, som sier noe om funksjonen i en liten
omegn om et punkt, vil de globale egenskapene beskrive funksjonen pa
hele definisjonsomradet sett under ett. Vi fortsetter med a studere teorien i
to variable, fordi det fortsatt er noksa klart hvordan det kan generaliseres til
flere variable.

Definisjon 2.10.1. (Globale maksimums- og minimumspunkter)

i) Funksjonen z = f(x,y) har et globalt minimum i (a,b) dersom
fla,b) < f(z,y) for alle punkter (x,y) i definisjonsomradet.

ii) Funksjonen z = f(x,y) har et globalt maksimum i (a,b) dersom
fla,b) > f(z,y) for alle punkter (x,y) i definisjonsomradet.
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Vi vil omtale funksjonsverdien i de globale minimums- og maksimumspunk-
tene som funksjonens minimums- og maksimumsverdier og samlet som
funksjonenes ekstremalverdier.

Funksjoner trenger ikke a ha globale ekstremalpunkter. Et eksempel er
funksjonen f(x,y) = x definert pa hele (z,y)-planet. Den har ingen globa-
le ekstremalpunkter fordi for alle punkter (a,b) i planet sa vil det finnes
punkter (z,y) i neerheten av (a,b) slik at f(z,y) > f(a,b) og andre som
oppfyller f(x,y) < f(a,b). Funksjonen f(x) = x har heller ingen ekstre-
malverdier dersom definisjonsomradet er et apent omrade, dvs. et omrade
som ikke inneholder sine randpunkter. Pa et lukket omrade derimot, dvs.
et omrade som inneholder alle sine randpunkter, og som i tillegg er begren-
set, sa har funksjonen f(x,y) = = bade et globalt maksimumspunkt og et
globalt minimumspunkt. Begrensede omrader i planet er omrader der alle
punkter har begrenset avstand til origo (dvs. det finnes et tall M > 0 slik at
V&% 4+ y? < M for alle punkter (x,y) i omradet).

En kontinuerlig funksjon vil alltid oppna sine ekstremalverdier dersom
definisjonsomradet er et lukket og begrenset omrade. Dette er innholdet i
ekstremalverdi-teoremet som vi gjengir uten bevis.

Teorem 2.10.2. En funksjon f(x) som er kontinuerlig pa et lukket, begrenset
omrade D C R?, vil oppnd sine maksimums- og minimums-verdier i omrddet.

Eksempel 2.10.1. La f(z,y) = x +y + 2. Vi skal finne maksimumsverdien
til f(x,y) pa enhetskvadratet [0, 1] x [0, 1].

De partielt deriverte til funksjonen er konstanter og det finnes derfor ikke
noen lokale ekstremalpunkter inne i det indre av omradet. De fire kantene
til enhetskvadratet er gitt ved (x,0), (1,y), (z,1) og (0,y), hvor x og y ligger
mellom 0 og 1. Pa de fire kantene vil funksjonen vere f(x,0) = x + 2,
fLy)=y+3, f(x,1) =x+3 o9 f(0,y) =y + 2. Det er enkelt a se at nar
x og y ligger mellom 0 og 1, sa vil funksjonen ligge mellom 2 og 4. Det betyr
at dette ogsa er globale maksimums- og minimums-verdier.

2.11 Minste kvadraters metode

En interessant, men kanskje noe uventet anvendelse av partiell derivasjon er

innen teorien for det som kalles lineser regresjon og da spesielt ved bruk av

minste kvadraters metode. Vi skal se pa dette via et konkret eksempel.
Forventet levealder for nyfédte jentebarn i Norge har utviklet seg slik de
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siste arene:

2001 | 81.53
2002 | 81.52
2003 | 81.93
2004 | 82.33
2005 | 82.52
2006 | 82.66
2007 | 82.66
2008 | 82.95

Vi skal bruke minste kvadraters metode til a finne en formel som beskriver
disse tallene. Vi lar x veere ar og y veere forventet levealder. Hypotesen var er
at det er en lineser sammenheng mellom disse, dvs. y = ax + b. Vi indekserer
de 8 dataparene fra 1 til 8, slik at f.eks. (x3,y3) = (2003,81.93). For hvert
par beregner vi avviket fra den antatte rette linja, gitt ved az; + b — y;. Disse
tallene kvadrerer vi og summerer over ¢ = 1,2,...,8. Dernest skal vi finne de
koeffisientene a og b slik at denne kvadratsummen blir minst mulig. Idéen er at
vi betrakter kvadratsummen av avvikene fra den rette linja som en funksjon i
de to konstantene a og b og bruker teorien til a finne minimumspunktet til
kvadratsum-funksjonen uttrykt ved alle dataene vi har tilgjengelig.

For a gjgre regningene litt enklere bruker vi ar 1,2,3 osv. Kvadratsummen
blir

8 8 8 8
Z(CL%’ +b—y;)? =a’ me - 2ab2xi + Z b’
=1 =1 . =1 . =1 .
- QGZS&;% - szyi +Zy12
i—1 i—1 i—1

Vi setter inn verdiene og far dette kvadratiske avviket som en funksjon i a og
b gitt ved

Q(a,b) = 204a® 4 T2ab + 8b* — 5941a — 1316b + 54139

Vi skal finne minimum for denne funksjonen. Vi partiellderiverer med hensyn
pa a og b og setter uttrykkene lik 0. Det gir

% = 408a + 72b — 5941,
da

0Q

— =172 166 — 1316.

2 72a + 16 316
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som gir a = 0.226 og b = 81.23 og forventet levealder som en funksjon av
arstall blir

y = 0.226(z — 2000) 4 81.23 = 0.226x — 370.77.

Sammenlikner vi med de oppgitte tallene far vi

2001 | 81.53 | 81.46
2002 | 81.52 | 81.68
2003 | 81.93 | 81.91
2004 | 82.33 | 82.13
2005 | 82.52 | 82.36
2006 | 82.66 | 82.59
2007 | 82.66 | 82.81
2008 | 82.95 | 83.04

Forventet levealder ved fedselen

Ar
90 90
80 I 80
Kvinner
Menn
70 4 F 70
60 I 60
50 A I 50
40 40

1826 1856 1886 1916 1946 1976 2008

Figur 2.16: Utvikling av forventet levealder.

Vi ser at modellen gir oss en meget bra tilneerming tildataene.

Vi kan sette inn x = 1866 som er SSBs forste registrering. Det gir forventet
levealder y = 50,95, mens SSB oppgir 50,65 som gjennomsnitt for perioden
1866-1870. Var linesere tilnserming ser altsa ut til a stemme godt. I den
motsatte tidsretning ser vi at y = 100 gir x = 2083, sa med samme utvikling
vil jentebarn fgdt i 2083 ha en forventet levealder pa 100 ar.

Gjor vi den samme analysen i en generell setting med datapunkter

(xlvyz) 7:21,2,...,77,
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far vi ut likninger for a og b;

LD DHRE V) DHRETD DY
nYiy @i — (i ©:)?

b = D Yi— A T

n

a =

som kan brukes i alle eksempler.

Eksempel 2.11.1. Gitt folgende data for korresponderende hoyde og vekt for
jentebarn i alderen 5-10 ar. Vi skal finne en best mulig lineer sammenheng.

x| 105 ] 110 | 118 | 123 | 128 | 132 | 138 | 144
y | 17.1] 19.0| 20.8| 23.0| 25.0 | 27.5 | 30.5 | 35.0

Vi regner ut > x; = 998, > y; = 197.9, S a? = 125766 og > vy =
25247.9. Setter vi Y. x; = 998, > y; = 197.9, > x? = 125766 og > xy; =
25247.9 inn i formelen far vi

_ n Z:’Lzl LilYi — Z?:l T 2?21 Yi

n Z?:l %2 - (E?:l ;)
~8-25247.9 — 998 - 197.9

a

~ (0.4424
8125766 — (993)2
a = 0.4424
0g
po Dozt ¥i = AD i Ti
n
197.9 — 0.4424 - 998
= = —30.5.

8

Det gir sammenhengen y = 0.4424x — 30.5 for dataene. For hver centimeter
jentene i denne aldersgruppen vokser i hgyden, sa blir de i gjennomsnitt 442.4
gram tyngre.

2.12 Oppgaver

Oppgave 1. Regn ut den deriverte av funksjonene.
a) f(x)=2>+=x
b) f(z) =3z — 423
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()
d) fla)=e*
e) f(z)=e"cosx
) @) =
9) f(x)=zlnz
h) flx) = e

Oppgave 2. Regn ut alle partiellderiverte for funksjonene
a) f(z,y) =2 +y°
b) f(z,y) =z +sinx +1
c) flz,y) =2y +ay
Oppgave 3. Regn ut alle partiellderiverte for funksjonene
a) f(x,y) =zsiny + ysinx
b) flx,y)=e"
o) fley) =% y#0
Oppgave 4. Regn ut alle partiellderiverte for funksjonene
a) f(z,y,2z) =ay+yz+ zx
b) f(x1, 29, 3) = T12005 — 3x7T3
c) flwy,29,...,2,) =22 4+ 25+ -+ 22
Oppgave 5. Finn de dobbeltderiverte av funksjonene og regn ut H(z,y).
a) fla,y) =" +y°
b) flx,y) =y
¢) flz,y) = wsiny
Oppgave 6. Finn de dobbeltderiverte av funksjonene og regn ut H(x,y).
a) fr,y)=e

b) f(z,y) = sin (zy)
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Oppgave 7. Finn de kritiske punktene til funksjonene
a) fla,y) =a® = 2xy
b) f(x,y) = (y+1)e" —e¥
c) flz,y) =1-2a°

Oppgave 8. Finn de kritiske punktene til funksjonene
a) f(z,y) = 2® - 3ay?
b) flz,y) =a?y* — 2y
¢) f(x,y) =lnzy+z—y

Oppgave 9. Finn de kritiske punktene til funksjonene
a) f(z,y) =2 +y° — 3wy
b) f(x,y) = e**3(82% — 6y + 3y?)
¢) flx,y) = (2 +y)e )

Oppgave 10. Vis at blant alle rektangler med et gitt areal, sa har kvadratet
den minste omkretsen.

Oppgave 11. Gitt S > 0. Vis at blant alle tall x og y slik at v +y =S, sa
er summen x2 + y* minst ndr x = y.

Oppgave 12. Dersom et firma produserer x artikler av en bestemt vare vil
de kunne selge alle til en pris p =15 —0,0005x, 0 < z < 8000. Produksjons-
kostnaden ved a produsere x artikler er C(x) = 500 + x. Fortjenesten blir da
f(z) = (5—0,0005z)x — (500 + x).

a) Hvor stor fortjeneste kan firmaet ha med disse varene?

Anta na at to firmaer produserer samme vare til samme pris og konkurerer
om de samme kundene. Vi antar at de to firmaene produserer henholdsvis x
og y artikler. Fortjenesten til firma 1 er gitt ved

filz,y) = (5—0,0005(x + y))z — (500 + )
og for firma 2

fo(x,y) = (5—0,0005(z +y))y — (500 + y)
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b) Anta at begge firmaene maksimerer sin fortjeneste. Hvor stor er den
maksimale fortjeneste for hvert firma na?

c) Dersom firmaene opptrer som en enhet utad og bare deler fortjenesten,
hvor mye ville de da kunne tjene? Kommenter forskjellen pa svarene i

b) og c).

Oppgave 13. Et rektangel har hjorner (0,0), (0,y), (x,0) og (x,y). Vis at
forholdet mellom kvadratet av omkretsen og arealet tar sin storste verdi nar
x =vy. Hvor stor er denne verdien? Sammenlikn ogsa svarene med forholdet
mellom kvadratet av omkretsen og arealet av en sirkel.

Oppgave 14. Den generelle gassloven sier at
~ mRT
SV

der p er trykket i gassen, m og V' er gassens masse og volum, T" er temperaturen
og R er en konstant. Regn ut de partielt deriverte av P med hensy pa V og T.

p

Oppgave 15. [ denne oppgaven skal vi se pa funksjonen
fla,y) =a® —ay +y* — .
a) Finn de kritiske punktene til f.

b) Avgjor om de kritiske punktene er sadelpunkter, lokale minimumspunk-
ter, eller lokale maksimumspunkter.

Oppgave 16. Betrakt funksjonen
2 4,3
flz,y) = 2" + 22y — 62 — 3y
definert over hele R?.
a) Finn de kritiske punktene til f.

b) Avgjor om de kritiske punktene er sadelpunkter, lokale minimumspunk-
ter, eller lokale maksimumspunkter.

Oppgave 17. Vi antar at folkemengden N = N(t) i Norge vokser eksponen-
sielt, etter formelen
N(t) = Be™

der a og B er konstanter og t er tiden. I vart eksempel regner vi tiden i tiar og
at 1. januar 1900 er 0. Vi skal se pa logaritmen til denne funksjonen, gitt ved

In(N)=In(B)+at
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Antakelsen om at veksten er eksponensiell gir at In (N) vokser lineert med
tiden. Folgende tall for befolkningsmengden er observert:

t 19401 1950 | 1960 | 1970
N 2.96 | 3.25 | 3.57 | 3.68
y=In(N)| 1.09 | 1.18 | 1.27| 1.30

1980 1990 | 2000
408 | 4.23| 448
141 | 144 | 1.50

der befolkningstallene er i hele millioner. (Yt =49, >t =371, >y =9.19,
Sty = 66.21)

Bruk minste kvadraters metode til a finne en lineer sammenheng mellom
tallene i forste og tredje rad og bruk dette til a finne en formel for befolk-
ningsstorrelsen. Nar vil vi med denne modellen passere 5 millioner?

Oppgave 18. Et firma har de forste 9 arene etter oppstart hatt omsetning
slik det er beskrevet ¢ tabellen:

1 21 8 | 4 5 ] 71 8|9
0.811.0|1.4|1.9|2.0|26|35| 4.4|4.7

hvor omsetningen er i hele millioner.

Bruk minste kvadraters metode til a finne en lineer sammenheng mellom
omsetningen og antall ar etter oppstart. Hva sier modellen om omsetningen i
ar 107

Oppgave 19. Avgjor hvor funksjonen f(x) = 23+1 vokser og hvor den (even-
tuelt) avtar. Finn de kritiske punktene til funksjonen. Er de ekstremalpunkter
for funksjonen?

Oppgave 20. Betrakt funksjonen

definert pa det apne intervallet (0, 3). Vis at funksjonen er strengt voksende i
hele sitt definisjonsomrade.

Oppgave 21. Vis at funksjonen f(x) = i definert pa intervallet (0, 00) ikke
har noen ekstremalpunkter.

Oppgave 22. Finn de kritiske punktene til funksjonen f(x) = cos2x. Hvilke
av dem er lokale maksimumspunkter og hvilke er lokale minimums-punkter?
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Oppgave 23. Finn de kritiske punktene, bestem monotoni-egenskapene og
finn de lokale ekstremalpunktene for funksjonene f(x) = x? — 3z + 2, g(x) =
(z — 1)*(z +2) og h(z) =z + %, alle definert over hele R.

Oppgave 24. [ de folgende oppgavene, i) finn alle kritiske punkter til f(x),
i1) beskriv monotoni-egenskapene til funksjonene ved a se pa fortegnet til f'(z),
ii1) finn lokale ekstremalpunkter, iv) bestem de intervallene der funksjonene
krummer, henholdsvis opp og ned, v) finn funksjonenes vendepunkter, vi) finn
globale maks og min

a) f(x) =23 -4z, v € [-1,2]

b) flz) =529, v €0,2]
¢) f(x) =x —sinz, z € [0, 27]
d) f(z) =sin*z, x € [~ 7]
Oppgave 25. La funksjonen f veere definert for alle relle tall x ved
fla) = 72l
hvor a er en konstant.

a) Avgjor hvor f vokser og hvor den avtar. Finn eventuelle ekstremalpunk-

ter for f.

b) Finn eventuelle vendepunkter for f og undersok hvor grafen til f krum-
mer opp og hvor den krummer ned.

Oppgave 26. Funksjonen f(t) er gitt ved
f(t) =tlnt —t, 1<t<3

Awvgjor hvor funksjonen f vokser og hvor den avtar og finn ut hvor i defini-
sjonsomradet den antar sin storste/minste verdi.

Oppgave 27. Finn dimensjonene til rektangelet med storst areal nar omkret-
sen er gitt lik 100.

Oppgave 28. Du har 60 meter gjerde til radighet og skal bruke det til a
gjerde inn et rektangel langs med en rett fiellside (hvor du ikke trenger a sette
opp gjerde). Hva er det storste arealet du kan gjerde inn?
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Oppgave 29. Et budfirma har folgende begrensning pa hvilke rektangulaere
pakker de kan levere: Summen av lengden og omkretsen ma ikke overstige
108cm. Anta at du skal sende en pakke som er kvadratisk i den ene enden.
Hva er det maksimale volumet til en akseptabel (for budfirmaet) pakke?

Oppgave 30. Et firma produserer sma notisblokker med festlige motiv pa
forsiden. Dersom prisen for hver blokk er 10 kroner vil firmaet ikke fa solgt
noen, men for hver krone de reduserer prisen vil de kunne selge 500 blokker.
De faste kostnadene ved produksjonen (uavhengig av antall) er kr. 3000, og
produksjonsprisen pr. blokk er 2 kroner. Hva bor prisen vere for at firmaet
skal tjene mest mulig pa blokkene?

Oppgave 31. La f vere funksjonen gitt ved
flx)=avV8—22, —2V/2<z<2V2

a) Finn alle kritiske punkter for funksjonen f.

b) Bestem hvor funksjonen vokser og hvor den avtar, og finn maksimums-
og minimumspunktene til f.

Oppgave 32. Bruk L’Hopitals regel til a vise at disse grensene er riktige:

a) lim 23 = 3,
z—0

b) lim £— = 1.
) 20 ¢*° =1 2

: i R 1
c¢) lim £==2% = =,
) x—0 z? 2

. x

d) lim & = occ.
z—o0 T

e) lim 5L = —

1
ooy 20— 2
2

f) lim 222 — 1,

z—0 7
lim sinz—z __ _l
g) z—0 3 6

h) lim 2% In|z| = 0.
z—0

i) lim 2%~ = 0.
T—r00
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Oppgaver relatert til maskinlaering:

Oppgave 33. Regn ut den deriverte av disse kjente funksjonene hentet fra
maskinlering.

a) o(x) = H%

x

b) tanh(z) = S

¢) Softplus(x) = In (1 + €”)
&) Lice(x) = —(yha + (1 - y)In (1 - 2))

Oppgave 34. Betrakt den veldig kjente funksjonen i maskinlering, ReL U-
funksjonen:

r, x>0,
0, z<0.

ReLU(z) = {

a) Forklar hva denne funksjonen gjor. Finn deretter den deriverte, og
forklar hva som skjer 1 x = 0.

b) En glatt tilnerming til ReLU(x) er den sakalte softplus-funksjonen gitt
ved
s(z) =In(1+ ")
Finn den deriverte, og vis at den deriverte til s(x) er en annen veldig
kjent funksjon i maskinlering, nemlig sigmoid, gitt ved:

1
o(x) = Ty

¢) Vis videre at den andre deriverte til s(x), er gitt ved s"(z) = o'(x) =
o(z)(1 —o(x)).

d) Avgjor til slutt hvor s vokser og hvor den avtar. Undersgk ogsa hvor s
krummer opp og hvor den krummer ned.

Oppgave 35. For a trene nevrale nettverk bruker vi gradientbaserte metoder.
I denne oppgaven ser vi pa et minimalt eksempel med en lineer funksjon fulgt
av en ikke-linearitet:

z=wz+b, a=s(z), L= (a—1y)?

Her er z,y,w,b € R, s : R — R er deriverbar (med derivert s'(z)), og L er
et tall som maler "feil” (kvadratisk tap). Bruk kjerneregelen til a vise at
oL

e = 2a-y) ()
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Kapittel 3

Integrasjon

3.1 Bruk av integrasjon

Matematiske modeller som beskriver naturvitenskapelige fenomener er i mange
tilfeller ensbetydende med a gi en eller flere differensiallikninger. For a lgse
differensiallikninger er utfordringen veldig ofte a finne funksjoner med en gitt
derivert, dvs. det vi kaller anti-derivasjon. Et eksempel pa dette er hastighet
og akselerasjon. Akselerasjon er definert som endring av hastighet, og males
med den deriverte av hastighetsfunksjonen. Akselerasjonen til et legeme er
styrt av kraftlover som vi tenker oss at vi kjenner fullt ut, og oppgaven blir
a finne en hastighetsfunksjon med en derivert funksjon som passer med den
aktuelle kraftloven. Dette kalles a anti-derivere funksjonen eller ubestemt
integrasjon.

Samme type problemstilling dukker opp i forbindelse med sannsynlighet,
og spiller en stor rolle i bruk innen statistikk og data science. Da gnsker
man ofte a beregne forventningsverdien EX av en tilfeldig variabel X; dette
er en slags teoretisk gjennomsnittsverdi for X. [EX er definert som et integral
av en bestemt funksjon som beskriver sannsynlighetsfordelingen til X. Du
leerer mer om dette i kurs i statistikk/data science, og vil senere se at det
dukker opp i maskinleering.

I dette kapitlet skal vi studere ubestemte og bestemte integral. Ube-
stemte integral er det samme som anti-derivasjon, mens bestemte integral
beregnes ved a evaluere ubestemte integral over et intervall slik at svaret blir
et tall og ikke en funksjon. Dette tallet kan vi for en positiv funksjon tolke
som arealet mellom grafen og x-aksen, eller i mer generelle tilfeller som den
akkumulerte verdien for en funksjon over et tidsrom, strekning eller annet
valg av argumentet z (eller ¢).

Et sveert viktig resultatet er fundamentalteoremet (introdusert av Newton
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og Leibniz) som knytter sammen derivasjon og integrasjon.

Nar vi har gitt en funksjon, kan vi alltid regne ut dens deriverte, men det
er ikke ngdvendigvis mulig a finne et enkelt uttrykk for den anti-deriverte
til funksjonen. Vi skal se pa hvordan vi kan bruke numeriske beregninger
til a bestemme verdien av et bestemt integral nar vi ikke kan finne en anti-
derivert til den aktuelle funksjonen. Videre skal vi ta for oss noen ulike fysiske
tolkninger av det bestemte integral.

Det er ikke alltid at definisjonsomradet til en funksjon er et lukket intervall
og da ma vi gjgre noen modifikasjoner mht. definisjonen av det bestemte
integralet. Det kan ogsa hende at funksjonen vi skal integrere er ubegrenset,
men vi kan likevel regne ut et areal under grafen. Dette vil involvere bruk av
grenseverdier.

3.2 Ubestemt integrasjon

Vi starter med a gi en kort innfgring i regnereglene for anti-derivasjon. Dis-
se reglene framkommer i stor grad ved a se pa tilsvarende regneregler for
derivasjon, og bruke dem baklengs.

Definisjon 3.2.1. Dersom F(z)[] er en funksjon med derivert lik F'(x) =
f(x), sa sier vi at F(x) er en anti-derivert av f(x), og vi skriver

/f(x) dr = F(z) + C.

Familien F(x) + C for varierende konstanter C' kalles det ubestemte inte-
gralet av funksjonen f.

I formelen over inngar det et uttrykk dz. Dette kalles et differensial og har
en viktig betydning. For a gjore det enkelt kan vi tenke pa differensialet som
en angivelse av hvilken variabel vi anti-deriverer med hensyn pa. Bakgrunnen
for leddet C' pa hgyre side i formelen er som fglger: Det er enkelt a vise at
den deriverte av en konstant er 0, men det motsatte er ogsa tilfelle.

En nyttig egenskap er at hvis en funksjon f(z) oppfyller f'(x) = 0 for alle
x i et intervall, sa er funksjonen konstant, f(x) = C i intervallet.

Vi skal ikke vise dette, men det virker kanskje intuitivt: straks en funksjon
ikke er konstant, ma det veere et sted den vokser eller avtar. Fra dette
resultater far vi folgende:

!Man skriver ofte F(x) for funksjonen, men strengt tatt er F' funksjonen og F(x) en
funksjonsverdi.
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Teorem 3.2.2. Dersom Fi(x) og Fy(x) begge er anti-deriverte til samme
funksjon f pa et intervall I, sa er de like pa en konstant ner, dvs. Fy(z) —

Dette er grunnen til at vi alltid ma legge til en konstant nar vi anti-
deriverer. Vi kaller denne konstanten for en integrasjonskonstant.

Det finnes mange gode regneregler for ubestemt integrasjon, og vi skal
presentere de viktigste.

I likhet med derivasjon er anti-derivasjon en lineser operasjon. Det inne-
beerer at vi har de to formelene

Jt@ gy ds = [ f@yao+ [ gta)ds

/af(m) dz = a/f(m) dx

for funksjoner f(x) og g(x), og reelle tall a € R. Dermed kan vi alltid anti-
derivere ledd for ledd.

0g

Eksempel 3.2.1. Vi har

/(x2+2x)dx:/x2dx+2/xdx.

Videre har vi en del spesielle integrasjonsregler:

Eksempel 3.2.2. Det ubestemte integralet av potensfunksjonen er gitt ved
/x" dr = ——a"™ +C (n# —1).
Eksempel 3.2.3. For det spesielle tilfellet der n = —1 har vi
1
/ —dr=Inx+C
x

der Inx er den naturlige logaritmefunksjonen.

Den naturlige logaritmefunksjonen er den inverse funksjonen til eksponen-
sialfunksjonen e*, dvs. vi har

e =z Ine® =uz.

Eksempel 3.2.4. Det ubestemte integralet av eksponensialfunksjonen er gitt
ved

a

1
/e” dr = —e™ 4+ C.
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Eksempel 3.2.5. Det ubestemte integralet av de trigonometriske funksjonene
er gitt ved

/sinxdw = —cosz +C
og
/cosxd:z: =sinz + C.

I tillegg til de spesielle integrasjonsreglene har vi mer generelle integra-
sjonsregler. Den fgrste bygger pa formelen for derivasjon av et produkt av to
funksjoner og kalles delvis integrasjon. Produktregelen sier at

(f(2)g(x))" = ['(z)g(x) + f(2)g'(x).

Dersom vi flytter litt rundt pa leddene og integrerer begge sider av lik-
hetstegnet, far vi

/ f(@)g(x) dx = / (f(2)g(x))’ dx — / f(@)d (@) da
= f(2)g(z) - / f(2)g (z) de

siden derivasjon og integrasjon er omvendte operasjoner, dvs.

/f'(:v) de = f(z)+ C.

Dette viser seg a veere en nyttig regel, og vi skal se pa et eksempel pa
hvordan vi bruker den.

Eksempel 3.2.6. Vi skal regne ut det ubestemte integralet av funksjonen
xsinz. Vi lar f'(z) = sinx og g(x) = x i formelen over. Da far vi at
f(z) = —cosx (Vi trenger ikke a ta med integrasjonskonstanten C enna).
Setter vi dette inn i formelen far vi

/xsinxd:v = —rcosx — /(—cosm -1)dzx

g=x [ =sinx
g=1 f=—coszx

= —xcosx—l—/cosxdx

= —gcosx +sinx + C
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Ved siste integrasjon tar vi med en integrasjonskonstant.

Eksempel 3.2.7. Det ubestemte integralet av funksjonen f(x) =Inz er gitt
ved

/lnxdw:xlnx—x+0

siden den deriverte av xlnx — x + C' med hensyn pa x ved produktregelen er
lna:+:z:% —1l=Inz.

Men vi kan ogsa se dette ved a bruke delvis integrasjon. I sa fall setter vi
f'(x) =1 og g(x) =1Inz. (Dette er et lite triks, siden det pa ingen mate er
noe opplagt at man skal betrakte Inx som 1-1Inx.) Dette gir

/lnxdx:/l-lnxdx

g=Inz f' =1

g=1 f=u
1

:xlnx—/z—dx
T
=zhx—ax+C.

En annen generell regneregel er substitusjon. Substitusjon baserer seg
pa baklengs bruk av kjerneregelen. Kjerneregelen sier noe om den deriverte
til en sammensatt funksjon:

og regelen gir da at

/fmmwﬂmmz/umme
— fg(e) +C.

For a bruke denne regneregelen baklengs ma vi identifisere de to leddene
pa hgyre side av formelen med faktorer i den oppgitte integranden.

Eksempel 3.2.8. Vi skal integrere funksjonen f(x) = 2x(x® + 1)3. Hvis vi

setter y = g(x) = 2>+ 1 og h(z) = %x‘l, sa ser vi at

1

Mo(e)) = h(y) = 0* = (& +1)*
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Det gir at W' (y) = y> og dermed W (g(x)) = (z*+1)3. Videre har vi ¢'(x) = 2.
Dermed folger det at

/21:($2 +1)3dx = /h'(g(:v))g'(a:) dx
~ [ ng(a)y ts

= h(g(x)) +C

(x> + 1)+ C.

IS,

Vi skal komme tilbake til flere eksempler pa bruk av disse regnereglene.

3.3 Bestemt integrasjon

Vi starter med a definere det bestemte integralet av en positiv funksjon over
et intervall.

Definisjon 3.3.1. La y = f(z) vere en positiv funksjon definert pa et
intervall |a,b]. Da er

b
S = / f(z)dx
definert som arealet over intervallet [a,b] mellom x-aksen og grafen til f.

AY
- fx)

a b?f

Figur 3.1: Bestemt integral tolket som areal.

Man kan vise at fglgende generelle regler gjelder for bestemte integral:
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Linearitet (o, 8 € R):
| at@)+ syt
:a/ f(x)dx—i—ﬁ/ g(x)da.

Additivitet av definisjonsomrade:
(la, ] = [a,b] U [b, c])

/:f(x)d:c _ /abf(x)da:Jr /bcf(a;)dx.

Degenerert areal:
/ f(z)dx = 0.

De to siste er noksa opplagte ut i fra definisjonen, mens den forste folger
fra et tilsvarende resultat for ubestemte integral. I tillegg til disse tre definerer
vi et bestemt integral beregnet i motsatt retning,

/abf(:c)d:c __ /baf(x)dx.

For a beregne det bestemte integralet til en vilkarlig funksjon (ikke kun
positiv), deler vi opp intervallet i delintervaller slik at funksjonen enten er
positiv eller negativ pa delintervallene. For en negativ funksjon g(z) < 0

setter vi
[ stwte =~ [ otanas

hvor —g(x) na er en positiv funksjon.

3.4 Fundamentalteoremet

Det er flere mater a definere hva vi skal mene med en integrerbar funksjon.
Vi skal ikke ga naermere inn pa det her, men ngye oss med a fastsla at alle
kontinuerlige funksjoner er integrerbare.

Neste skritt er a finne metoder for a beregne bestemte integral. Det viktigs-
te hjelpemiddelet vil veere det sakalte fundamentalteoremet for differensial- og
integralregningen. Dette resultatet setter i system det vi har sagt sa langt om
derivasjon og anti-derivasjon og gir oss linken mellom ubestemt og bestemt
integrasjon.
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——3—F—F—%

Figur 3.2: Integralet er summen av arealene med positivt tegn over z-aksen
og negativt tegn under.

Teorem 3.4.1. La f(x) vere en kontinuerlig funksjon pa et intervall |a,b],
og la F(x) vere en anti-derivert til f(x). Da har vi

)= [ f0d= 1)
og

[ #aids = (F@l = FO) - Pl

faktisk den egenskapen som er grunnlaget for hele differensial- og integralreg-
ningen.

Merk: Dette er den mest fundamentale egenskapen ved integralet og
Merk at vi ogsa bruker notasjonen

I tillegg har vi her introdusert den ofte hensiktsmessige notasjonen

L g(x) = o ()
Begge deler vil bli brukt i det som falger.

Figuren illustrerer fundamentalteoremet. Vi lar A(x) veere arealet under
grafen fra z = 0 og ut til en vilkarlig x. Den relative tilveksten fra z til z + h
er gitt ved (se figur)
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y=f(x «

\
\ s

X X+h
-
h

Figur 3.3: Fundamentalteoremet for differensial- og integralregningen.

A

—~

r+h)—A(r)  flx)-h f(z)
h T h
hvor uttrykkene har samme grenseverdi nar h — 0. Den deriverte av det
bestemte integralet som arealfunksjon er altsa funksjonen selv.
En praktisk nytte av fundamentalteoremet er at vi kan beregne areal ved a
anti-derivere funksjoner. Ved a kombinere fundamentalteoremet med regnereg-
lene for ubestemte integral far vi folgende liste over spesielle integrasjonsregler

for bestemt integrasjon:

b 1
/ 2Fdr = (bk+1 _ ak+1),

b
/ ldx:hlb—lnazlné,

x a
b 1
/ekazdl,:_(ekb_eka),
“ k
b
/sinxd:c:—cosb—i-cos&,
a

b
/ coszdr = sinb — sin a.
a

Eksempel 3.4.1. Vi skal beregne det bestemte integralet

2
/ sin x dx.
0

Siden sinz er positiv pa intervallet [0, 7] og negativ pa intervallet [, 27|, sa
deler vi opp integralet i to deler

2 i 2T
/ sina:d:v:/ sinxdﬁ—l—/ sin z dzx.
0 0 T
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Vi vet at sinz = —sin (z — 7). Det betyr at for hver x mellom m og 2m sa
finnes en u = x —m mellom 0 og ™ hvor funksjonen sinz har akkurat samme
verdi, men med motsatt fortegn. Dermed vil arealet mellom grafen og x-aksen
for de to delene veere noyaktig likt, men med motsatt fortegn. Til sammen wvil
derfor integralet bli nullet ut og vi har

27
/ sinx dx = 0.
0

Nar vi beregner et bestemt integral trenger vi ikke a bry oss om integra-
sjonskonstanten. Grunnen er at dersom F'(x) er en anti-derivert til funksjonen
f, og vi velger en annen anti-derivert F'(x) + C, sa vil

sa svaret blir det samme.

Eksempel 3.4.2. Vi kan bruke dette til a beregne integralet av sinx over
intervallet 0 < x < 27 som vi har sett pa tidligere.

2w
/ sinz dr = [~ cos z]5"
0

= —cos (2m) + cos0
—14+1=0.

I tillegg til de spesielle integrasjonsreglene har vi de generelle integra-
sjonsteknikkene, substitusjon og delvis integrasjon. Disse er helt analoge med
tilsvarende teknikker for a regne ut ubestemte integral.

Substitusjon er aktuelt hvis integralet har fglgende form

b
/ F(9(2))g (@) dz

for funksjoner f og g. Her har vi altsa en sammensatt funksjon f(g(x))
multiplisert med ¢'(z). Vi kaller da funksjonen g(x) for kjernen og innferer
variabelen u = g(z); denne avhenger av z. Den deriverte av u med hensyn pa
T er

_
- dx’



il

Det siste uttrykket er en skrivemate for den deriverte via sakalte “differensialer’
(uendelig sma storrelser) du og dx; se ogsa slutten av seksjonen. Legg merke til
at skrivematen fanger opp definisjonen av derivert, som grenseverdi for brgken
Au/Az, der Au is endring i funksjonsverdi og Az er endring i argumentverdi.
Hvis vi faktisk tenker pa Z_Z som en brgk, sa far vi fra uttrykket over at

du = ¢'(z)dx.
Da har vi u = g(z), du = ¢'(z) dz, som gir
b g(b)
x))g (z)dx = u) du
| g = | s
= F(g(b)) — F(g(a)),

hvor F'(z) er en anti-derivert til f(z). Integrasjonsgrensene ma endres slik
fordi x = a svarer til u = g(a), og = b svarer til u = g(b). Denne bruken av
differensialer kan virke noe merkelig, men man kan vise matematisk at det
blir korrekt.

Nar det gjelder delvis integrasjon har vi

[ ra)g@de = (f@)go)l - [ r@gad.

Eksempel 3.4.3. Vi skal beregne det bestemte integralet

/ xcoszdx.
0
Vi bruker delvis integrasjon

s ™
/ xcosxdx:[u-v]g—/ u -vde
0 0

u=2x v =coszx
w=1 wv=sinz

= [zsinz|] —/ 1-sinzdx
0

T

= [zsinx + cos z]j

=msinm +cosm— 0 —cos0 = —2.

Eksempel 3.4.4. Vi skal beregne det bestemte integralet

2 2
/ ze® dx.
0
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Vi bruker substitusjon

2 2
2 2
/ ze® d:v:/ %e’” 2x dx
0 0

u=x? du = 2z dx

r=0qgiru=0 z=2qgru=4

= [3¢"]o = 3(e" = 1).

Vi kan bruke det bestemte integralet til a beregne arealet mellom to kurver
y = f(z) ogy=g(x),der f(z) > g(x) pa hele intervallet [a, b]:

/b(f(x) — g(x))dx = [Arealet mellom f og g pa [a,b]]

1.44
1.27

0.8
0.5 p=x?
0.4
0.2
u 0.2 04 06 0& { 12

Ed

Figur 3.4: Arealet mellom grafene til y = 22 og y = 23.

Eksempel 3.4.5.



Det er ikke tilfeldig at de to siste eksempene gir samme svar. Hvorfor?

I alle integral-uttrykk inngar et differensial dx eller dt eller tilsvarende.
Denne notasjonen ble innfgrt av Gottfried Leibniz og har flere ulike tolkninger.
Den fysiske tolkningen, slik Newton sa det, er som en grliten del av stgrrelsen
x eller t. Differensialet dx har ingen utstrekning, men er heller ikke 0. Man
kan tenke pa den som en liten stgrrelse som vi lar ga mot 0. Vi kommer
tilbake til denne tolkningen i avsnittet om Riemannsummer.

En annen tolkning kommer fra Leibniz selv. Han betraktet dx som et
formelt uttrykk, som ikke skal tillegges noen fysisk stgrrelse, differensialet
lever i en annen verden enn den fysiske stgrrelsen x. Operasjonen = +— dx
tilordner til en storrelse x et differensial dz. Den motsatte operasjonen kalte
Leibniz [. Den tilordner en storrelse til et differensial, Altsa [ dx = z, eller
Leibniz sin versjon av fundamentalteoremet.

3.5 Riemannsummer

Vi skal se pa en mate a beregne et areal under grafen til en funksjon og som
ogsa kan vaere med pa a illustrere fundamentalteoremet. Vi tenker oss at vi
deler opp intervallet [a, b] i delintervaller med delingspunkter (kalles ofte en
partisjon av intervallet)

a=aq<a <---<a,=>b

og at vi velger ut et punkt x; i hvert delintervall, altsa x} € [a;, a;41]. Da
vil summen (som vi kaller en Riemannsum, etter den tyske matematikeren

Bernhard Riemann),
n—1

@) (@ — )

=0

vaere en god approksimasjon til integralet f; f(z)dz,
og bedre jo flere delingspunkter vi velger. Vi sier at vi
approksimerer funksjonen ved hjelp av trappefunk-
sjoner. Trappefunksjoner er funksjoner som er stykkvis
konstante og derfor ser litt ut som trappetrinn. Forde-
len med a bruke trappefunksjoner er at det er enkelt
a regne ut arealet under grafen. Samtidig kan vi lage
dem pa en slik mate at nar vi gjor en finere og finere
Bernhard Riemann, oppdeling, dvs. at trinnene blir flere og flere og smalere
(1826-1866) og smalere, sa vil grenseverdien gi oss det arealet vi
egentlig vil beregne. Vi kan faktisk i mange tilfeller
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definere
b n—1
[ rtadds = tim Y pad e - )
@ i=0

Vi skal i alle eksempler holde oss til uniforme oppdelinger, dvs. der
a;11 — a; = Ax er den samme for alle 7.

f(x)

PR
(x0) X .
2 S A

N
NN

Figur 3.5: Trappefunksjon som approksimerer en funksjon, med x; som venstre
endepunkt i hvert delintervall. Merk at partisjonen her er skrevet a = zy <
111<"'<l'7:b.

I noen tilfeller kan vi bruke trappefunksjoner direkte til & beregne et
bestemt integral, men ofte vil dette involvere veldig mye regning. For en
datamaskin er ikke mye regning noe problem og gode numeriske tilnserminger
til et bestemt integral kan derfor lett gjennomferes med datamaskiner.

I det neste eksempelet skal vi beregne arealet av en trekant, med grunnlinje
g og hgyde h. For enkelthet skyld lar vi trekanten veere rettvinklet. En vilkarlig
trekant kan alltid deles opp i rettvinklede trekanter og ved a summere areal
kan vi lett generalisere formelen til a gjelde for alle trekanter.

Eksempel 3.5.1. Vi lar trekanten ligge med den rette vinkelen inn mot x-
0g y-aksen. Grunnlinjen vil da ligge langs x-aksen fra 0 til g, og hoyden opp
til hypotenusen fra et punkt x pa grunnlinjen vil vere gitt ved y = g(g —x).
Dette er akkurat likningen til en rett linje som gar gjennom punktene (g,0)
0g (0,h). Det betyr at vi ma beregne det bestemte integralet

/Ogg(g_mx
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Vi deler opp grunnlinjen i n like store deler, med Ax = £, som gir oss en
partisjon:
2 3 n—1 n
0<g<_g<_g<...<ﬁ<_g:g'
n o n n n n

Vi skal beregne

n

> fa)Ax

i=1

med x} som hoyre endepunkt i delintervallene, dvs. x} = %‘7 og med f(z*) =

h

E(g — z*). Dette gir oss arealet under trappefunksjonen gitt ved

h h n—1
L
g n’ n g n n
hyg g
= n-1g-da+2+- 1 (-1
(0= 1)g - (14244 (0 1)
1 1
:%(n—l——-an(n—l))
_gh,1 1
=G
:%—@%@ nar n — oo
2 2n 2

dvs. arealet er gitt ved %, som forventet.

I det neste eksemplet skal vi bruke den velkjente summeformelen

1)(2n + 1
I TR B Gy )6< ntl)

Eksempel 3.5.2. Vi skal beregne

1
/ 22dx
0

ved hjelp av Riemannsummer. Partisjon av enhetsintervallet, med Ax = %

1 2 3 n—1 n
I<—<—<—<--+ < <-—=1
n n n n n

Vi skal beregne
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med x; som hoyre endepunkt i delintervallene, dvs. xf = L og f(x)

Dette gir oss arealet under trappefunksjonen gitt ved

P P+ P b b (B

I
8

S|

1
25(124—22—0—324--“—1—(71)2)
1 (n+Dn(2n+1)

nar n — oo

dvs.

3.6 Trapesmetoden

Vi fortsetter med a se pa det bestemte integralet, spesielt pa hvordan vi kan
bruke numeriske beregninger til a bestemme verdien nar vi ikke ngdvendigvis
kan finne en anti-derivert.

Vi skal bare se pa én metode for a gjore slike numeriske tilnserminger av
et bestemt integral; det finnes ulike metoder som dekkes i andre emner pa
MI. Metoden kalles trapesmetoden (tilnserminger med trapeser eller lineser
approksimasjon). Vi deler intervallet I = [a, b] i n like store deler

a=aqy<a; <---<a,=0>b

Da har vi fglgende formel,

b
[ swre = 2 pan) + e+

+ flan—1) + f(;")

der Ep er et restledd som gir avviket i tilneermingen, dvs. det som mangler
for at summen pa hgyresiden skal veere lik integralet pa venstresiden.

Teorem 3.6.1. Anta at f"(x) eksisterer og er kontinuerlig pa intervallet
la,b] og at |f"(x)| har maksimumsverdi K pa intervallet. Da er feilen Er i
trapesmetoden med n like store delingsintervaller begrenset ved

K(b—a)?

Ep| <
|Br| < 12n2
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Det er et viktig poeng ved dette restleddet. Siden nevneren i uttrykket er
proporsjonalt med n?, sa vil en dobling av antall punkter i tilneermingen gi
en feil som er rundt en fjerdedel. Tredobling av antall punkter vil gi en feil
som er rundt en ni-del osv. Det betyr at jo finere oppdeling vi har, dvs. jo
flere delingspunkter, jo bedre blir approksimasjonen.

Trapesmetoder baserer seg pa at vi tilnsermer integranden med stykkvis
linesere funksjoner, og sa regner ut integralet av disse funksjonene i stedet for
den originale funksjonen. Dersom integranden er en linezer funksjon i utgangs-
punktet burde den selv veere sin egen beste approksimasjon, og trapesmetoden
burde gi oss et eksakt svar.

Eksempel 3.6.1. Vi skal bruke trapesmetoden pa integralet fol xdx medn
delingspunkter. Det gir

1
1 1 2 n—1 1 1
der~ (= -0+ — — —.1)=
/Oxx (2 +n+n+ * n +2 )n
1.1 1 1 1
= (Z(n=1n=+2)="=
g ) =3

som er det samme som vi ville fatt ved a finme en anti-derivert og sa sette
mn.

Eksempel 3.6.2. Vi skal estimere integralet f02 V1 + x4 dx ved trapesmetoden
med fire like store delintervaller. Vi har Ax = 0.5 og derfor xo =0, x1 = 0.5,
o =1, x3 =15 0og x4y = 2. Det gir

2
1
/ V1+atde ~ (5\/1 + 0%+ V1+0.5
0

1
+ VI T+ VI+ 150+ V1 +27) 05

1 1
= (5 + V1065 + V2 + V6.0625 + - V17) - 0.5
~ 3.73.

Setter vi f(z) = V1+a* far vi f'(x) = \/ﬁ% og f'(x) = £ Ved g

(1+24)2
derivere enda en gang er det relativt enkelt a se at den dobbelt-deriverte har

sitt maksimum for x =1 og at vi har | f"(x)| < 3. Det gir |Er| < § = 0.125.
Det betyr at

2
3.73—-0.125 < / V14 ztde < 3.73+0.125.
0
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T +1I2 dz ved trapesmetoden

og derfor xg =0, x1 = }1,

Eksempel 3.6.3. Vi skal estimere integralet fol
med fire like store delintervaller. Vi har Ax =

xQZ%, Q?gZ% og x4 = 1. Det gir

1
4

/1 1 J (1 1 N 1 N 1
="
o 1+ 22 2 1402 1+(3)? 1+(3)?
1

= 1+16+4+16+1 1~07828
“\2"17 "5 25 "4) 47" '

I dette tilfellet kan man vise at | f"(z)| < 1, og vi far |Er| < 55 < 0.0053. Vi

kan rope at den faktiske verdien av integralet er 5 ~ 0.7854, sd vi ser at vi
holder oss innenfor feilestimatet:

1
1

0.7828 — 0.0053 < / dr = = ~0.7854 < 0.7828 + 0.00533.
o 1+ a2 4
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3.7 Oppgaver

Oppgave 1. Regn ut det bestemte integralet av potensfunksjonen f(x) =z
over det lukkede intervallet [0, 1].

Oppgave 2. Regn ut de bestemte integralene.
a) f03 22 dx
b) ffg r?dx
c) f02 423 dx

d) f_22 43 dx

Oppgave 3. Regn ut de bestemte integralene.
a) f (t+1)dt
b) [°(x+ 1)
c) fol x5 d
d) [ (z+sinz)dx
Oppgave 4. Regn ut de bestemte integralene
a) f L(nz)dx
b) f s+ rde
c) fo% sint sin (wt) dt, w # +1
d) fol ze?” dr
e) fol re* dx

Oppgave 5. Finn arealet avgrenset av grafen til f, x-aksen og den rette linja

(x =a).
a) f(z) =5z ogx =1
b) f(x)=32> ogx =1

c) f(z) =sinx ogx =7
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Oppgave 6. Finn arealet avgrenset av grafen til f, x-aksen og de to rette
linjene.

a) flx)=vx ogx =1, =4

b) fl)=ax+Logx=10=2

¢) fla)=2% oga=1,2=3

Oppgave 7. Regn ut arealet mellom de grafene, avgrenset av de to rette
linjene.

Oppgave 8. Regn ut arealet mellom grafene til f og g, avgrenset av de to
rette linjene.

a) f(x)=9—22, g(x)=2*+1ogx=-2, =2
b) f(z)=vVi+z, gz) =21+ 3z ogx =0, z =12
¢) flx) =1z, g(z) =e¢ " ogz =0,z =In2

Oppgave 9. Regn ut arealet av omrddet mellom kurvene y = x>+ x + 1 og
y = —22% + 4x + 7 mellom skjeringspunktene for de to kurvene.

Oppgave 10. Estimer integralet ved a bruke trapesmetoden, med like store
delintervaller og det oppgitte antallet delintervaller.

a) foleﬁdx, ogn =4
b) fflﬁdas, ogn =6
c) f_llvl—x%lx, ogn =10

1
d) fflﬁdm‘, ogn =38

Oppgave 11. Finn en tilnermet verd: for integralet ff % dz ved Simpsons
metode, forst med n = 2, deretter n =4, og sa n = 8. Sammenlikn svaret med
In2. Hvordan endrer restleddet seq?
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Oppgave 12. Folgende data er kjent for en funksjon f(z).

z | 0] 1] 23] 4
F) 01041051 -01

Vi skal estimere f04f(x) dx
a) Ved trapesmetoden

b) Ved Simpsons metode

Oppgave 13.  a) Gi et estimat for integralet f04 xt — 923 +222% — 17w dx
ved a bruke trapesmetoden og Simpsons metode med Ax = 1.

b) Beregn integralet f04 xt — 923 + 2222 — 17w dx eksakt.

Oppgave 14. Finn en tilnermet verd:i for integralet fol xdx ved Simpsons
metode, forst med n = 2, deretter n = 8.

Oppgaver relatert til maskinlaering:

Oppgave 15. La p(z) = ce ™ for x € [0,1] (med X\ > 0) og p(x) = 0 ellers.
For at p skal vere en gyldig sannsynlighetstetthet ma

/Olp(x) dr = 1.

Finn ¢ for at p(x) skal vere en gyldig sannsynlighetstetthet.

Oppgave 16. En vanlig mate a evaluere en biner klassifikasjonsmodell pa
er AUROC (Area Under the ROC Curve). ROC-kurven viser sammenhengen
mellom TPR (true positive rate) og FPR (false positive rate) nar beslutnings-
grensen varierer. AUROC' er arealet under denne kurven.

Anta at ROC-kurven er gitt ved

TPR(u) =+vu  for FPR=u € [0,1].

Beregn
1 1
AUROC:/ TPR(u)du:/ Vudu.
0 0
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Kapittel 4

Vektorer, matriser og linezre
likninger

4.1 Vektorer

Et grunnleggende begrep i lineser algebra er vektorer. En vektor kan illustreres
geometrisk som en pil, med gitt retning og lengde. Retningen pa vektoren
folger retningen pa pila. To vektorer er like dersom de har samme lengde og
retning. Vektorenes plassering i planet (eller rommet) har ingen betydning. To
eksempler pa vektorer, hentet fra fysikk, er hastighet og kraft. Bade hastighet
og fart skjer i vektorens retning og lengden av vektoren illustrerer henholdsvis
farten og styrken i krafta.

1 st
(0, 0) 3

Figur 4.1: Vektor.
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En annen mate a framstille vektorer er som sakalte tall-tupler, f.eks. (3,4).
Den geometriske tolkningen av vektoren (3,4) er en pil som starter i origo
og ender i punktet (3,4). Dette gir oss en 1-1-sammenheng mellom punkter
i planet, vektorer og tallpar. Det fine med a bruke tall-tupler er at denne
notasjonen ikke begrenser seg til a knytte vektorer til geometri i planet eller
rommet. 5-tuplet (2,4, —1,3,0) har ikke noen klar geometrisk tolkning, men
kan likevel veere sveert nyttig for oss i mange sammenhenger.

Det er vanlig a bruke fet skrift for a betegne en vektor, som i v og w, eller
ved en pil over vektornavnet, som i V. For lengden av en vektor bruker vi
notasjonen ||v||. Siden lengden av en vektor v = (ay, as) i planet,

VI = ll(a1, a2)ll = 4/ ai + a3

er gitt ved a bruke Pythagoras formel, etteraper vi dette ogsa for mer generelle
vektorer, v = (ay,as, ..., a,) hvor n er et vilkarlig positivt heltall, og sier at
lengden av v er gitt ved

IVl = (s, a2, )l = \Jad + a3 + -+ a2,

Eksempel 4.1.1.

1(2,4,-1,3,0)[| = /22 + 42 + (—1)2 + 32 + 02 = V/30.

Vi kan legge sammen vektorer. Hvis de to vektorene er illustrert ved hver
sin pil, finner vi summen av dem ved a legge pilene etter hverandre. Summen
av vektorene er da gitt ved en pil som starter i startpunktet for den ene
vektoren og ender i endepunktet for den andre.

%)/ A+B B
A

Figur 4.2: Vektoraddisjon.

Hvis vi multipliserer en vektor med et tall, sa beholder vi retningen og
endrer lengden i henhold til stgrrelsen pa tallet. Vektoren 2v peker dermed i
samme retning som v, men er dobbelt sa lang. Multiplikasjon med negative
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Figur 4.3: Multiplikasjon.

tall gir oss vektorer i motsatt retning, sa vektoren —v er like lang som v, men
peker stikk motsatt vei. Spesielt har vi 1-v = v.
Vi har tilsvarende operasjoner for n-tupler. La

v = (ay,as,...,a,)
Da har vi
2v = (2ay,2as, ...,2a,), —v=(—a,—as,...,—a,)

Tallene som inngar i en vektor kalles koordinater og addisjon og skalarmul-
tiplikasjon skjer koordinatvis dvs. vi gjor regneoperasjonene for hver enkelt
koordinat for seg;

(ay,a9,...,a,) 4+ (b1,ba, ..., by) = (a1 + by, a9 + bo, ..., an + by)
k- (a1, as,...,a,) = (kay, kag, ..., kay,)

for to vektorer (ay,as, ..., a,) og (by,bs,...,b,) og et reelt tall k € R. Den
eneste begrensningen her er at stgrrelsen (dvs. antall koordinater) pa vekto-
rene ma vaere den samme.

Vi kaller multiplikasjon av en vektor med et tall for multiplikasjon med
skalar. Multiplikasjon med skalar tilfredsstiller de samme reglene som vanlig
multiplikasjon, dvs. r(sv) = (rs)v og (r + s)v = rv + sv for reelle tall  og s.
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Eksempel 4.1.2.

(2+3)(2,—1,3,0) = 2(2,—1,3,0) + 3(2,—1,3,0)
= (4,-2,6,0) + (6, —3,9,0)
= (10, —5,15,0),
5(2,—1,3,0) = (10, —5, 15, 0).

Vektoraddisjon er kommutativ
a+b=Db+a,
og assosiativ
a+(b+c)=(a+b)+c

dvs. at rekkefglgen pa vektorene og vektoraddisjonene ikke spiller noen rolle.
Subtraksjon av to vektorer definerer vi ved a kombinere multiplikasjon av en
vektor med et negativt tall med vektoraddisjon. Vi definerer null-vektoren O
som en vektor med bare 0-er

0=(0,0,...,0)

Den har lengde 0 og har derfor ikke noen spesiell retning. Videre har vi
0 - a = 0 for alle vektorer a. Vektoren med kun 1-ere skriver vi som

1=(1,1,...,1).

Vi kaller vektoren e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) med kun nuller bortsett fra en
l-er i i-te koordinat for den i-te standard enhetsvektor.

Det viser seg at det er hensiktsmessig a bruke to ulike mater a angi en
vektor. Vi kan skrive den som en radvektor;

[al as --- an]
eller som en kolonnevektor;
ai
5)
Qnp,
Vi skal ogsa identifisere en slik vektor med n-tuppelet (a1, as, ..., a,), men

vi vil unnga at ting kan misforstaes. Disse skrivematene angir essensielt den
samme vektoren, men vi skal bruke dem litt forskjellig. Bakgrunnen for denne
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forskjellen vil bli klarere nar vi kommer til matriser. Overgangen fra den ene
til den andre formen har ogsa et eget navn; vi kaller det a transponere, og
skriver

ai

a
[al ag -« an]T: 2

an

og omvendt. Vektorene er de transponerte til hverandre.

Det finnes ogsa et produkt mellom vektorer. Dette produktet gir oss
ikke en ny vektor, derimot et tall. Produktet kalles skalarprodukt eller
prikkprodukt av de to vektorene. For a regne ut skalarproduktet av to

vektorer ma vektorene ha samme stgrrelse, la oss kalle dem v = (v, va, ..., v,)
og W = (wy,Wa, ..., w,).
Definisjon 4.1.1. Skalarproduktet av to vektorer v = (vi,vq,...,0,) 0g
w = (wy,wy, ..., wy,) er gitt ved

v-w = (v1,02,...,0,) - (W, ws, ..., wy,)

= VW1 + VaWsg + -+ + Uy Wy,

Skalarproduktet har mange anvendelser som vi etterhvert kommer til, men
kanskje den viktigste er at skalarproduktet er neert knyttet til lengden av en
vektor:

(V1,09 -+, 0) + (V1,02 .., 0,) =0 + 05 + 0+ 02 = |[(V1, V2, ., v) ||
eller i kortform
|v[?=v-v.
Eksempel 4.1.3.
(2,1,3,-1)-(1,0,0,—-2) =2+ 0+ 0+2=4.
1(2,1,3,=1)|]* =22 + 1> + 3* + (—1)* = 15.

Vi skal na definere et sveert viktig begrep innen linezer algebra, nemlig
linezerkombinasjoner. Hvis vi har gitt vektorer vy, vs, ..., v, kan vi produsere
enda flere vektorer ved a danne lineserkombinasjoner av vektorene.
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Definisjon 4.1.2. En lineeerkombinasjon av vektorene vi, vy, ..., V,, er
en sum
W =a1vy +agve + -+ + a4y Vi

for reelle tall aq, ..., a, € R.

Dersom dette er den eneste maten vi kan skrive w som en lineserkombi-
nasjon av vi, Vs, ...,V,, pa sier vi at vi,vs,...,v,, er linezert uavhengig,
eller at mengden med disse vektorene er linesert uavhengig.

Dersom en liste av vektorer er linesert uavhengig, vil denne egenskapen
gjelde for alle valg av w, ogsa for nullvektoren 0. Den formelle definisjonen
av linezer uavhengighet ser derfor slik ut:

Definisjon 4.1.3. En mengde S = {vy,Va, ...,V } av vektorer sies a vaere
lineert uavhengig dersom

m
E a;V; = 0
i=1

medforer at alle a; =0, 1 =1,2,...,m. En mengde av vektorer som ikke er
lineert uavhengig sies a vere lineert avhengig.

Eksempel 4.1.4. Vektorene

1
2
3

|
—_

)

er lineert avhengige siden

N —
+
|
i)
— —
| I |
|
— =
I
o O

3 1 4 0
mens vektorene
1 0 1
2, -1 1, 1
3 1 0
er lineert uavhengige siden
1 0 1 0
ap | 2 | +ay| =1 | +as| 1 =10
3 1 0 0

kun er mulig dersom a; = as = az = 0.

Vi skal komme tilbake til dette i et senere kapittel.
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4.2 Matriser

Det neste begrepet vi skal se pa er matriser.

Definisjon 4.2.1. En reell m x n-matrise A er en tabell med m rader og
n kolonner.

air ... A1n
A= : : ;
Am1 .. Qmp
der elementene a;;, 1 =1,...,m, j =1,...,n, i matrisen er reelle tall. Vi
bruker ofte den kortfattede skrivematen
De to tallene m og n kan veere hvilke som helst positive heltall. Matrisen
1 -1
-3 0
1 2
er en 3 X 2-matrise, mens
1 -3 1
-1 0 2

er en 2 X 3-matrise.

Vi trenger ikke a begrense oss til reelle elementer i matrisen, vi kan gjerne
studere komplekse matriser, hvor elementene i matrisen er komplekse tall.
Men vi velger a holde oss til reelle tall dersom ikke annet er angitt.

Vi kan ogsa betrakte vektorer som matriser. En radvektor [a; as ... a,]
er en 1 X n-matrise, og en kolonnevektor

ai
a2

am

er en m X l-matrise. Det vil vise seg at dette er sveert hensiktsmessig.
Hvis vi har to matriser av samme stgrrelse, kan vi legge dem sammen,
omtrent som vi gjgr med vanlige tall.

Definisjon 4.2.2. La A og B vere to reelle m x n-matriser, A = [a;;] og
B = [b;j]. Da er summen av dem gitt ved A+ B = [a;; + b;;], som igjen er en
reell n x m-matrise. Vi kan ogsa gange en matrise med et reelt tall c. Det gjor
vi ved a gange alle elementene i matrisen med det samme tallet, c-[a;;] = [caqj].
Vi kaller denne operasjonen for multiplikasjon med skalar.
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Eksempel 4.2.1. La

1 2 0 ~10 1
A=|1 -1 2| ogB=| 11 -1
2 0 -1 2 1 0

Da har v

1-1 2+0 0+1 0 2 1
A+B=|1+1 -14+41 2-1|=1]2 0 1
2+2 0+1 —-1+40 4 1 -1

Eksempel 4.2.2. La A vere som i forrige eksempel. Da har vi

1 2 0 2 4 0
2A=211 -1 2| =2 -2 4
2 0 -1 4 0 =2

Vi kan ogsa multiplisere en matrise med det reelle tallet 0. Det gir oss
O-matrisen (f.eks. av stgrrelse 2 x 3).

000
0= { 000 ] ’
Eksempel 4.2.3. Vi har
1 -1 -1 1
- -3 = 3 0
1 2 -1 -2
0g
1 -1 -1 1 0 0
-3 0|+ 3 0=1]100
1 2 -1 =2 0 0

Vi kan gi en oppsummering av de formelle egenskapene for matriser vi har
studert:

Proposisjon 4.2.3. La A, B og C vere reelle m x n-matriser. Da har vi at:

i) Addisjon av matriser er assosiativ, dvs.

(A+B)+C=A+(B+0).

ii) Addisjon av matriser er kommutativ, dvs.

A+ B=B+ A.
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iti) Null-matrisen er et 0-element, det vil si A+ 0 = A.

iv) Enhver matrise har en additiv invers, det vil si en matrise —A = (—1)A
som oppfyller A+ (—A) = 0.

v) Skalar multiplikasjon er assosiativ, dvs.

c(dA) = (cd)A.

vi) Skalar multiplikasjon er distributiv over addisjon av matriser, dvs.
(c+d)A=cA+dA

09
c¢(A+ B) =cA+cB.

vii) 1-A = A.

Bevisene for alle disse pastandene er mer eller mindre trivielle og vi lar
det veere opp til leseren a skrive dem ut.

Under forutsetning av at stgrrelsene passer sammen kan matriser multipli-
seres med hverandre. Dette er litt komplisert, sa vi skal gjore beskrivelsen i
to skritt.

Vi starter med a se pa multiplikasjon av en matrise med en kolonnevektor.
La A veere en m x n matrise med kolonner vy, va,...,Vv,, sa vi kan skrive

AZ[Vl Vo - Vn}.
La x veere en n x 1 matrise, altsa en kolonnevektor, sa

X
T2

T
Her er fgrste definisjon:

Definisjon 4.2.4. La A vere en m X n matrise A og X en n X 1 matrise
(kolonnevektor) som over. Da er produktet Ax gitt ved lineerkombinasjonen

AX =21V + TaVy + -+ T, V.

Dette er dermed en m x 1 matrise (kolonnevektor).
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Legg merke til at dette er lineserkombinasjonen av vy, vy, ..., v, med
koeffisienter x1, xo, ..., z,. Altsa: produktet Ax av en m xn matrise A med en
nx1 matrise x (kolonnevektor) er en lineerkombinasjon av kolonnene i A, der
x inneholder koeffisientene; dette gir en kolonnevektor med m komponenter.
Merk: for at dette skal ha mening ma antall kolonner i A veere lik antall
komponenter i x.

Eksempel 4.2.4. La

0 2 1 1
A=12 0 1], x= 0
3 1 — -2
Da er
-2
Ax = 0
5

som er lineerkombinasjonen gitt ved én ganger forste kolonne i A minus to
ganger tredje kolonne i A.

Dette kan vi sa bruke til a definere matriseprodukt AB der B kan ha
flere kolonner. La A vare en m X n matrise som over og la B veere en n X p
matrise med kolonner wy, wo, ..., w,, sa

B:[Wl Wo - Wp].

Definisjon 4.2.5. Med notasjon som over definerer vi matriseproduktet AB

ved
AB:[Awl Awgy - Awp].

Sa produktet av en m X n matrise og en n X p matrise er en m X p matrise.

Dette betyr at hver kolonne i matrisen AB er en lineserkombinasjon av
kolonnene i A. Koeffisientene som brukes her er elementene 1 hver kolonne i
B.

Ved litt regning kan man se at hvis AB = [¢;;] sa er

p
Cij = g ik
k=1

som vi gjenkjenner som skalarproduktet av rad i i A og kolonne j i B.
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Eksempel 4.2.5. La

02 1 11
A=|20 1|, B=| 3 o0
31 -1 —1 -2

veere en 3 X 3-, henholdsvis 3 X 2-matrise. Da passer storrelsene slik at vi kan
definere produktet AB.

(3x3)-(3x2)=(3x2)

Det blir en ny 3 x 2-matrise

5 —2
AB=1| -3 0
1 5

hvor elementene framkommer slik;

5=0-(-1)+2-3+1-(-1)
—2=0-14+2-0+1-(-2)
-3=2-(-1)4+0-3+1-(-1)
0S.

Legg merke til at andre kolonne i AB er det vi regnet ut i forrige eksempel.
De formelle egenskapene ved matrise-multiplikasjon er som fglger:

Proposisjon 4.2.6. La A, B og C vere reelle matriser av rett storrelse for
de aktuelle formalene i denne proposisjonen. Da har vi at:

i) Matrise-multiplikasjon er assosiativ, dvs.
(AB)C = A(BC).
ii) Matrise-multiplikasjon er distributiv over addisjon, dvs.
(A+ B)C = AC + BC.

0g
A(B+C) = AB + AC.

Proposisjonen bevises ved a bruke definisjonene direkte og er utelatt.
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Eksempel 4.2.6. La matrisene A og B veere som i forrige eksempel og la

1 -1
c- { Ll } |
Da har v
5 —2 1 1 1 -5
(AB)C' = | -3 0 -[2 0}— -3 3
1 5 11 -1
Pa den annen side har vi
-1 1 1 1
BC = 3 0 { ; _(1) } = 3 -3
-1 =2 -5 1
og dermed
0 2 1 1 1 1 -5
ABC)=1|2 0 1 3 3| =1| -3 3
31 -1 -5 1 11 -1

som bekrefter punkt i) i proposisjonen.

Sa reglene over var stort sett slik vi kjenner det for tall. Men det er et
viktig unntak: for matriser gjelder ikke generelt noen kommutativ lov, sa AB
er ikke ngdvendigvis lik BA. Faktisk behgver ikke BA a veere definert en
gang, selv om AB er det. Prgv a finne 2 x 2 matriser A og B der AB # BA!

4.3 Kvadratiske matriser

Kvadratiske matriser er matriser med like mange rader som kolonner, dvs.
matriser av stgrrelse n x n for et positivt heltall n. Slike matriser har mange
fine egenskaper. Blant annet finnes det en identitetsmatrise, I (eller I,
dersom vi har behov for aangi stgrrelsen) gitt ved n X n-matrisen

10 ... 0
01 0
]n: . .
0O 0 ... 1

dvs. en diagonal matrise med l-ere pa hoveddiagonalen, og 0-ere ellers.
Denne matrisen har mange av de samme egenskapene som tallet 1 og kalles
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for identitetsmatrisen. F.eks. har vi for en kvadratisk n x n-matrise A at
A-I,=1,-A=A.

Hoveddiagonalen i en matrise A = [a;;] er plassene med samme rad- og
kolonne-nummer, dvs. elementene som vi angir som a;.

Det finnes en lang rekke kvadratiske matriser med egne navn. De har egne
navn fordi de spiller sentrale roller i ulike sammenhenger.

Definisjon 4.3.1. En kvadratisk matrise A sies a vere gvre trianguler
dersom alle elementene under hoveddiagonalen er 0. Matrisen er medre
trianguler dersom alle elementene over hoveddiagonalen er 0. En kvadratisk
matrise som er bade pvre og nedre trianguler (dvs. alle elementer bortsett fra
de pa diagonalen er 0) kalles en diagonalmatrise.

A=l 2]

er et eksempel pa en gvre trianguler matrise, mens

Eksempel 4.3.1. Matrisen

2 00
B=]1 -1 0
3 =21

er et eksempel pa en nedre trianguler matrise.
Et eksempel pa en diagonalmatrise er

10 O
D=|02 0
00 -1

Alle tall bortsett fra 0 har multiplikative inverser, dvs. det finnes et
annet reelt tall som multiplisert med tallet gir oss 1. For eksempel er % den
multiplikative inversen til 2 fordi 2 - % = 1. Pa samme mate kan kvadratiske
matriser ha inverser. I likhet med tallene har ikke 0-matrisen noen invers,
men ulikt tallene finnes det mange andre kvadratiske matriser som heller ikke
har noen invers. Vi skal komme tilbake til dette etter hvert.

Definisjon 4.3.2. La A vere en kvadratisk n X n-matrise. Anta at det finnes
en n X n-matrise B slik at AB = BA = 1I,,. Da sier vi at B er den inverse
matrisen til A, og vi skriver B = A~. Dersom det finnes en invers til A sier
vi at matrisen A er invertibel.

Man kan vise at dersom det finnes en B slik at AB = I, sa vil ogsa
BA = I, men vi gar ikke inn pa beviset her.

101



Eksempel 4.3.2. Matrisen

har invers

o]
w1220
AlAI{_i _?]{_1 _ﬂ:[é (1)1

De formelle egenskapene for inverse matriser er gitt i den neste proposi-
sjonen.

fordi

Vi har ogsa

Proposisjon 4.3.3. La A vere en invertibel n x n-matrise. Da har vi at
i) Den inverse matrisen er entydig bestemt av A.
i) (A7)~ = A.
i) (AB)™' = B71A™1,
i) A™Y er ogsd invertibel, og (A71)71 = A.

Bevis. For a bevise i) antar vi at det finnes to inverser B; og By til A.
Bruker vi den definerende egenskapen til den inverse matrisen, sammen med
assosiativitet av matrise-multiplikasjon, far vi

By = Bil, = B{(ABy) = (B1A)By = I,By = By

Med andre ord, de to matrisene vi startet med kan ikke veere forskjellige. De
to andre punktene folger na fra entydigheten i i) og ved definisjonen av den
inverse. F.eks. er A~! definert ved at

(At =T

Men vi har ogsa at (A™!1)A = I. Entydigheten av inversen til A~! gir da at
(A71)~t = A. Punkt (iv) felger direkte fra definisjonen. O
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Eksempel 4.3.3. Det er ikke alltid enkelt a regne ut inversen til en matrise.
Senere skal vi se pa noen forskjellige teknikker som vi kan benytte oss av.
Men i noen tilfeller er det relativt enkelt a beregne inverser. Spesielt gjelder
det for diagonalmatriser. I det tilfellet kan vi bare invertere elementene pa
diagonalen (under forutsetning av at disse er # 0). For eksempel:

Grunnen er at produktet av to diagonalmatriser er en diagonalmatrise
bestaende av samplasserte produkter pa diagonalen.

a1 0 0 b1 1 0 0 a1 b11 0 0
0 929 0 0 b22 0 = 0 a22b22 0
0 0 as3 0 0 633 0 0 a33b33

Vi har tidligere definert begrepet transponering av en vektor. Vi kan utvide
begrepet til a omfatte matriser generelt.

Definisjon 4.3.4. Den transponerte til en matrise A, skrevet AT, finner
vi ved a bytte om rader og kolonner, dvs.

a11 Q1n
A= :
am1 Amn
qir
a11 Am1
AT — .
Aip - Amn

Den transponerte til en m X n-matrise er en n X m-matrise.

Eksempel 4.3.4. La A vere 3 X 2-matrisen gitt ved

1 -1
A=| -3 0
1 2

Da har vi at AT er en 2 x 3-matrise gitt ved

r [ 1 =31
A _{—1 0 2]

Definisjon 4.3.5. En kvadratisk matrise A som er lik sin egen transponerte,
kalles en symmetrisk matrise. Vi skriver denne betingelsen som AT = A.
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Eksempel 4.3.5. Symmetriske matriser kan vi speile om hoveddiagonalen
uten at de endrer seq. Et eksempel pa en symmetrisk matrise er

1 2 =2
A= 2 0 -1
-2 -1 1

Den transponerte av en matrise har noen egenskaper som minner om
egenskapene til den inverse.

Lemma 4.3.6. La A vere en n X n-matrise. Da har vi at
i) (AT)T = A,
i) (AB)T = BTAT,

Beuvis. Fglger noksa direkte fra definisjonene av den transponerte og av
matriseprodukt. O

Siden invertering og transponering deler noen egenskaper kan vi finne
sammenhenger mellom dem.

Definisjon 4.3.7. En invertibel kvadratisk matrise A som oppfyller A=t = AT
kalles en ortogonal matrise.

Vi skal komme tilbake til hvorfor vi kaller slike matriser ortogonale.
Eksempel 4.3.6. Matrisen

0 —-08 06
A=1]08 —036 048
06 048 —-0.64

er ortogonal. Spesielt har vi

0 -08 —06 0 0.8 0.6
0.8 —0.36 048 —-08 =036 048 | =1
0.6 048 —0.64 —0.6 048 —-0.64

Proposisjon 4.3.8. Produktet av to ortogonale matriser er en ortogonal
matrise.

Bevis. La A og B veere to ortogonale matriser. Da har vi
(AB)™' = BT'A™' = BTA" = (AB)"
O

Grunnen til at slike matriser kalles ortogonale er at de har fglgende viktige
egenskap.
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Proposisjon 4.3.9. Prikkproduktet av to forskjellige kolonner i en ortogonal
matrise er 0, mens prikkproduktet av en sgyle med seq selv er 1.

Bevis. Siden den inverse er den transponerte, sa har vi ATA = I,,. Hvis vi
kaller kolonnene i A for a;, ay, ..., a,, sa sier denne betingelsen at a; -a; =0
fori # j, og a;-a; = 1. m

Sa en kvadratisk matrise kalles ortogonal fordi kolonnene i matrisen er
ortogonale, dvs. star normalt pa hverandre. I tillegg har de alle lengde 1.

Det finnes metoder og formler for a regne ut den inverse til en matrise. Vi
skal ikke ga inn pa det i noen stor generalitet, men vi kan skrive opp formelen
i 2 x 2-tilfellet.

Eksempel 4.3.7. For en 2 X 2-matrise

har vi den inverse matrisen

A1 — 1 [ 22 —alz}

11022 — A12G91 | —aA21 aiy

under forutsetning av at ajiass — aioas; # 0. Hvis aj1ass — ajpas, = 0 har
tkke matrisen noen invers.

Eksempel 4.3.8. Vi skal regne ut inversen til 2 X 2-matrisen

o[

Vi bruker formelen over og far

Cermaem e 1] male )

Vi kan kontrollere svaret ved a regne ut

12 1p1 =21 |10
-2 1 512 1 |0 1]
Matriseproduktet utgjor en slags generalisering av prikkproduktet. Det

innebaerer ogsa at vi kan se pa prikkproduktet som et matriseprodukt. La
v og w vaere to kolonnevektorer, dvs. n x l-matriser. Da vil v! vaere en
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radvektor (dvs. en 1 x n-matrise). Disse kan vi multiplisere sammen og fa en
1 x 1-matrise. En 1 x 1-matrise A bestar kun av ett tall

A = [alﬂ

og vi har derfor det vi kaller en en-til-en-korrespondanse mellom 1 x 1-matriser
og reelle tall. Det betyr at vi kan bruke de to begrepene litt om hverandre,
uten at det skal skape noen forvirring. Det vil alltid framga av sammenhengen
om det er et tall eller en 1 x 1-matrise, dvs. et skalarprodukt (et tall) eller et
matriseprodukt (en 1 x I-matrise).

wy

T W2

VW:[Ul Vg =+ Up} . =Wy + -+ VW
Wp

Det betyr at vi kan skrive prikkproduktet som et matriseprodukt;

vV-w=vw
Vi har tidligere sett at lengden til en vektor er gitt ved en Pythagoreisk formel.
Siden vektorer med flere koordinater enn 3 ikke har noen klar geometrisk
tolkning, erstatter vi det geometriske begrepet lengde med et mer ikke-
geometrisk begrep, norm, men som egentlig er akkurat det samme.

Definisjon 4.3.10. Vi definerer normen ||v|| til en vektor v = (vy,va, ..., v,)
ved

vl = o} + 0+ 02,

Vi kan bruke det vi har gjort over til a gi en alternativ definisjon av
normen til en vektor;

Definisjon 4.3.11. Vi definerer normen ||v|| til en vektor v = (vq,vs, ..., v,)
ved

T

VIl = vvTv.

Ved a bruke matriseformen for prikkprodukt kan vi definere en stor
klasse av ortogonale matriser, omtalt som Householder-transformasjoner.
Householder-transformasjoner er oppkalt etter Alston Scott Householder, som
introduserte denne konstruksjonen i 1958.

Definisjon 4.3.12. La v vere en ikke-triviell vektor (Ikke-triviell betyr at

den er forskjellig fra 0-vektoren). Vi kaller n X n matrisen

2
QVZI—TVVT
A"

for en Householder-transformasjon.
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Uttrykket i denne definisjonen kan se komplisert ut, men det er ikke sa
vanskelig a regne ut.

Eksempel 4.3.9. La

v= |1
-2
Da har v
viv=(22+1"+(-2)?%) =9
0g
1 00 9 2.2 2.1 2-(=2) 1 1 -4 8
Qv—010—§ 2 1 — :5 —4 7 4
0 01 —-2-2 =2-1 =2-(=2) 8 4 1

Proposisjon 4.3.13. Householder-transformasjonen Q) er en ortogonal ma-
trise.

Bevis. Vi har

T T
" vl o vl
Qv =1 - 2( T ) =1-2 Te. Qv
vIv vIv
Samtidig har vi
T T T
Vv Vv Vv
Qr=(—-2—7=)=1-4——+4(—==) =1
vTv vy vTv
siden vi har
(VVT)2 vwivwwl  viv vl w7
vlv vivwIv  vIv vIv  vIv’

]

Vi ser av beviset at Householder-transformasjonen ikke bare er ortogonal,
men den oppfyller i tillegg at Q% = I.

4.4 Likninger og determinanter

En nyttig anvendelse av matriser er ved lgsning av lineaere likningssystemer.

Vi betrakter folgende problemstilling: Finn to tall x og y som har sum
20 og differanse 4. Det er ikke sa vanskelig a se at 8 og 12 gir en lgsning pa
problemet. Men det er gnskelig a ha en mer generell metode for a lgse slike
problemer.
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Vi begynner med a stille opp to likninger
x+y =20
r—y =4

Na kan vi enten legge sammen likningene eller trekke dem fra hverandre. I
det fgrste tilfellet far vi

20 =24, dvs. z =12,

og i det andre tilfellet
2y =16, dvs.y =38,

som til sammen gir oss lgsningen.
Vi kan ga et skritt videre og se pa et mer generelt likningssystem;

a1 T + apy = by

a9 T + a2y = bz.

For a lgse dette kan vi f.eks. multiplisere den gverste likningen med as; og
den nederste med aq; og sa trekke den gverste fra den nederste. Da forsvinner
x-leddene og vi star igjen med likningen

(a11a22 - auam)y = a11by — ag1by

Dersom ajias9 — ajaaz; # 0 kan vi lgse denne likningen med hensyn pa y.
Hvis aq1a900 — a1oa0; = 0 ma vi i tillegg ha a11bs — as1b; = 0 for at det fortsatt
skal veere mulig a lgse likningen. La oss anta at aj1a90 — aj2a9; # 0. Da har vi

. airby — axnby . 1 by
Yy = = (—a21 an)

a11Q22 — A12021 a11G22 — A12G21 ba

og vi kan regne ut

B a1 — a1209 . 1 by
T = = (CL22 - Cl12)

a11Q22 — A12G21 a11G22 — A12G21 ba

som gir oss en generell Igsning av systemet.

Vi kan alternativt angripe likningssystemet pa en annen mate. Med var
kunnskap om matrisemultiplikasjon observerer vi at vi kan skrive likningssys-
temet som en matriselikning;

11 QA12 X _ by
21 Q22 Yy by



og lgsningen kan vi skrive som

z| 1 a2 —ai2 by
Yy 11029 — A12G21 | —A21 ain | |be

Uttrykket pa hgyre side kjenner vi igjen som en invers matrise, og lgsningen

kan skrives som .
X _ aix a2 by
Y a1 G2 ba|

aiyp a2 by x
A: b: =
o o] o[ e[l

Hvis vi setter

far vi en likning

med lgsning
x = A"'b.

Matrisen A kaller vi koeffisientmatrisen til likningssystemet.

Et springende punkt for a finne en lgsning av likningssystemet er be-
tingelsen ajias0 — ajpas; # 0. Dette uttrykket er en viktig sterrelse for
likningssystemet og har fatt et eget navn;

Definisjon 4.4.1. La
A— [ a1l a12 }

a1 Q22

vere en 2 X 2-matrise. Da er determinanten det A til A gitt ved
det (A) = 110929 — Q120497 .
Eksempel 4.4.1.

2 1

det{1 9

}:2-2—1&:3.

Med denne definisjonen kan vi skrive opp den inverse til en 2 x 2-matrise
A = [a;;] pa en alternativ form;

Proposisjon 4.4.2. La A vere en invertibel 2 X 2-matrise. Da har vi

A1 — 1 Q22 —Q12
det (A) | —aa1  an |
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Det er ikke bare 2 x 2-matriser som har determinanter, alle kvadratiske
matriser har determinanter. For n stgrre enn 2 er det ikke like enkelt a regne
ut determinanten til en matrise, men det finnes en grei rekursjonsformel. Fgrst
tar vi den formelle definisjonen (eller Laplaces formel, som den ogsa kalles).

Definisjon 4.4.3. La

aip ... Qipn
A=
Ap1  -.. Qpp

veere en n X n-matrise. Da er determinanten til A gitt ved

n

det (A) = Z(—l)jHau det (Ayy)

j=1

der Ay er (n — 1) x (n — 1)-matrisen som framkommer ved stryke forste rad
0g j-te kolonne i matrisen A.

o

Siden vi har en enkel formel for determinanten til en 2 x 2-matrise, kan vi
bruke denne formelen rekursivt til a beregne determinanten til stgrre matriser.
Merk at vi ogsa har en alternativ notasjon for determinanter. For

aip ... Qip

A=
Ap1 .. Qpp

bruker vi de to ekvivalente skriveformene

aiy ... Qin
det (A) =

Ap1 .. Qpp

Eksempel 4.4.2. Vi skal regne ut determinanten til 3 X 3-matrisen

2 13
A=11 10
2 -1 1

ved hjelp av rekursjonsformelen. Vi har

10 10 1 1
-1 1 21 2 -1

=2(1-0)—1(1—-0)+3(—1—-2) = -8.

det (A) = 2‘

1]y 1|+
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. 1 . . .
I determinanten 1 (1) ‘ har vi fjernet forste rad og forste kolonne i matrisen
410 o 11
A, i 9 1 har vi fjernet forste rad og andre kolonne og 1 9 _1 forste

rad og tredje kolonne.

En pussig egenskap ved determinanter er at de kan beregnes ved folgende

formel .

det (A) =Y (—1)"ay det (Ay;) (4.1)
j=1
som holder for hver i = 1,2,...,n. Matrisen A;; er (n — 1) X (n — 1) matrisen

vi far fra A ved a slette rad i og kolonne j. Definisjonen av det(A) over
svarer til ¢ = 1, og for generell 7 gar vi utover i rad ¢ og gjor beregninger pa
“tilsvarende mate”.

I praksis kan man regne ut determinanten pa en alternativ mate som er
mer effektiv, spesielt pa en datamaskin. Det skjer ved Gauss eliminasjon
eller elementaere radoperasjoner; mer om dette i neste seksjon. Faktisk
er Gauss eliminasjon en god teknikk for a lgse linezere likningssystemer, og
finne den inverse til en matrise (hvis vi gnsker det).

Det er noen nyttige regneregler knyttet til determinanter. Den kanskje
aller viktigste er produktformelen.

Teorem 4.4.4. La A og B vere to kvadratiske matriser av samme stgrrelse.

Da har v
det (AB) = det (A) - det (B)

Vi skal ikke vise det her, det involverer en god del begreper som vi ikke
vil ha bruk for til annet enn a bevise formelen. Men vi kan skrive ut formelen
i 2 x 2-tilfellet;

A:_an a12:|7 B:|:b11 b12:|

| @21 @22 ba1  bao

Det gir at
AB =

a11biy + ar2bar  ai1biz + aiabon
| Q2111 + agobor  ag1bia + agabao
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0g

det (AB) = (a11b11 + a12bo1)(a21b12 + abao) — (a11b12 + a12b22) (a21b11 + abor)
= a11b11a21b12 + a11b11a22b22 + A12b21a21012 + a12b21a22b22
— a11b12a21b11 — A12022a22091 — a11b12a22b21 — A12D92a21013
= a11G22011b22 — A11a22012091 — A12a21b22011 + A12021021b12
= (Cl11a22 - a12a21)(b11522 - 5121721)

= det (A) - det (B)

Proposisjon 4.4.5. Determinanten til en matrise med en rad eller kolonne
av 0-er er 0.

Bevis. Siden alle leddene som inngar i determinanten inneholder en faktor fra
hver rad og hver kolonne, vil i dette tilfelle alle leddene inneholde en faktor 0,
og determinanten er derfor 0. O

Proposisjon 4.4.6. Determinanten til en trianguler matrise er produktet
av elementene pa diagonalen.

Bevis. Dette folger fra definisjonen av det(A) ved induksjon; vi hopper over
detaljene. O

Det folger at determinanten til identitetsmatrisen er 1, og determinanten
til k- I er k™.

Eksempel 4.4.3.

21 -3
det { 0 3 -2 | =2-3-1=6.
00 1

Proposisjon 4.4.7. La A vere en n X n-matrise. Da har vi
det (k- A) = k" - det (A).

Bewvis. Vi kan skrive
k-A=(kI)-A.

Dermed fglger resultatet fra kommentaren etter proposisjonen over. O]

Proposisjon 4.4.8. Determinanten til en matrise og dens transponerte er

like.
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Bevis. Siden determinanten er satt sammen av alle produkter av ett element
fra hver rad og hver kolonne, kan vi bytte om rader og kolonner og fa de
samme leddene. Fortegnene vi introduserer er laget slik at de ikke endrer seg
om vi bytter om rader og kolonner. ]

Eksempel 4.4.4. Vi har

2 0 -1
det 1 1 0]=1,
-2 -1 1
og for den transponerte
2 1 =2
det 01 —-1]|=1
-1 0 1

Proposisjon 4.4.9. Bytter vi om to rader eller to kolonner i en matrise
skifter determinanten tegn.

Bewvis. Bytter vi om to rader (eller to kolonner) vil alle leddene i determi-
nanten bli de samme, men alle tegnene vil endre seg. Igjen bruker vi det at
fortegnene er satt slik at determinanten ved denne prosessen vil skifte tegn. [

Eksempel 4.4.5. Vi har

ailr aig — ana aioa
= Q11022 — A12G21,
ag1  A22
mens
Qo1 Q22 | o
= A21Q12 — Q11022 = —(a11a22 - a12a21)~
11 a2

Eksempel 4.4.6. Vi har
2 1
det { 1 2 } =3,

det[1 2}:—3.

mens

21

Proposisjon 4.4.10. Determinanten til den inverse matrisen er gitt ved

1
det (A)

det (A1) =
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Bewis. Siden vi har A- A~! = [ fglger det at
det (A) - det (A™') = det (1) = 1.

Eksempel 4.4.7. La
1 2
N

det (A) =5,
mens determinanten til den inverse matrisen er

i =2 12 2 2 1
det (A7) = det { 3 5 ] == ——(—2)=-.
: 1|75 7575 75

Proposisjon 4.4.11. Determinanten til en ortogonal matrise er +1.

Da har vi

Bevis. En ortogonal matrise er definert ved at A=! = AT, Vi har vist at
det (AT) = det (A) og siden vi samtidig har at det (A) - det (A7) = 1 folger
det at det (A)* = 1. O

Eksempel 4.4.8.

0 -08 06
0.8 —0.36 048
0.6 048 —-0.64

=—-08-048-06—-0.6-08-0.48—-0.8-0.8-0.64—-0.6-0.36-0.6
= —0.2304 — 0.2304 — 0.4096 — 0.1296 = —1.

4.5 Linezere likningssystemer

Vi har allerede mgtt noen linezere likningssystemer og sett pa hvordan vi kan
lgse dem. I dette kapitlet skal vi gjore en litt mer grundig gjennomgang av
det vi kommer til a trenge.

Definisjon 4.5.1. Et system av lineere likninger

1121 + A2 + - + ATy = b1

a91T1 + a99%9 + - - - + Aonly — bg

Am1T1 + Qa2 + -+ + ATy = bm
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kalles et lineert likningssystem i n variable. Dersom alle b; = 0 sier vi
at likningssystemet er homogent. I motsatt fall er det inhomogent.

Vi kan skrive et linesert likningssystem pa matriseform;

a;y ... Q1np I b1

Ami - Gmn T, b

I hvilken grad vi kan finne Igsninger til et linesert likningssystem avhenger
av forholdet mellom antall ukjente og antall likninger. Vi tar utgagnspunkt i
at lgsningene x = (x1, 23, ..., x,) har n variable som vi kan velge fritt. Dette
omtales ofte som at vi har n frihetsgrader eller n ukjente. Hver likning
gir oss en begrensning pa hvilke x vi kan velge, og reduserer dermed (som
oftest!) antall frihetsgrader med 1. Det betyr at med m likninger, sa star vi
igjen med n — m frihetsgrader, under forutsetning av at dette tallet er stgrre
enn eller lik 0. Et system som har flere likninger enn frihetsgrader sies a veere
overbestemt. Det systemet vil normalt ikke ha noen lgsninger. Det motsatte
tilfellet kalles et underbestemt system. Da har vi flere frihetsgrader enn
likninger, og vi vil normalt ha mange lgsninger. Men et underbestemt system
trenger ikke a ha noen lgsninger. F.eks. vil ikke systemet

rt+yt+z=2
r+y+z=3
ha noen lgsninger, selv om vi har 3 ukjente og kun 2 likninger. Pa den annen

side kan et tilsynelatende overbestemt system likevel ha Igsninger hvis flere av
likningene er like eller eventuelt summer av hverandre. F.eks. er ikke systemet

T+y=2
r—y=0
r+y=+4

overbestemt, pa tross av at vi har flere likninger enn ukjente. Den siste
likningen 3z 4+ y = 4 kan skrives som 2 ganger den fgrste likningen pluss den
andre. Det betyr at den siste likningen ikke gir oss noe mer informasjon om
lgsningen enn vi allerede har fra de to fgrste likningene, og derfor heller ikke
noen flere begrensniger pa hvilke lgsninger som er mulig. Likningssystemet er
derfor ekvivalent med et system med 2 ukjente og 2 likninger.
Likningssystemer med like mange frihetsgrader som likninger kaller vi
for kvadratiske likningssystemer. Kvadratiske likningssystemer kan vaere
underbestemt, entydig bestemt eller overbestemt, avhengig av hvordan
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likningene ser ut. Entydig bestemt betyr at likningssystemet har en entydig
lgsning.
Vi skriver systemet pa matriseform;

air ... Qip T b1

Ani  --. Qpn Tn b,

hvor koeffisientmatrisen
A=

er en kvadratisk matrise. Det fgrste spgrsmalet er om A er invertibel.

Proposisjon 4.5.2. La
Ax=Db
veere et likningsystem med n likninger og n ukjente, dvs. at A er en kvadratisk

matrise. Dersom A er invertibel, sa har likningssystemet en entydig losning
gitt ved

x = A" 'b.
Ved a bruke produktformelen for determinanter folger det at en invertibel
matrise ma ha determinant ulik 0.

det (A) - det (A™') = det (1) = 1.

Nar produktet av to tall er 1, eller mer generelt ulik 0, er det ikke mulig at
noen av tallene er lik 0. I sa fall ville jo produktet av dem veere 0. Faktisk
er det motsatte ogsa sant; dersom determinanten til en kvadratisk matrise
er ulik 0, sa er matrisen inverterbar. Vi skal ikke ga inn pa beviset for dette
resultatet her.

Proposisjon 4.5.3. En kvadratisk matrise A er invertibel hvis og bare hvis
determinanten det (A) # 0.

Det finnes mange ulike mater a lgse linesere likningssystemer. Hovedme-
toden baserer seg pa sakalte elementeere (rad)operasjoner, slik vi na ser
pa. Disse operasjonene er

(R1) Multiplisere en likning med en konstant ulik 0.
(R2) Bytte rekkefolge pa to likninger.
(R3) Addere et multippel av en likning til en annen likning.

Disse operasjonene har den viktige egenskapen at de ikke endrer lgsningsmengden
til systemet.
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Eksempel 4.5.1. Vi skal lgse det lineere likningssystemet

Ty —X9 +x3 = 3
31’2 +x3 = 2
2.731 —T2 —X3 = 0.

Vi adderer na (—2) ganger forste likning til tredje likning og far

ry —X2 +xr3 = 3
31‘2 +I3 = 2
i) —3ZL‘3 = —6.

Sa bytter vi rekkefolge pa andre og tredje likning:

r1 —I9 +xr3 = 3
r9 —3x3 = —6
31’2 +x3 = 2.

Vi adderer na (—3) ganger andre likning til tredje likning og far

r1 —X2 +x3 = 3
T9 —3x3 = —6
10z3 = 20

og sa ganger vi tredje likning med % som gir

r1 —I9 +x3 = 3
r9 —3x3 = —6
T3 = 2.

Na har vi et sakalt triangulert system, og kan finne lgsningen ved a starte
med siste likning: vi far x3 = 2, og ved a sette dett inn i andre likning, far
vi zo = 0. Til slutt, fra forste likning, far vi x;y = 1. Lgsningen er altsa
x = (1,0,2).

Vi kunne valgt andre elementere radoperasjoner, f.eks. kunne vi droppet a
bytte de to likningene. Men vi vil uansett fa samme lgsning.

Metoden over kalles Gauss-eliminasjon (eller a lgse ved elementaere
radoperasjoner). Vi jobber altsa mot a fa et triangulsert system, og finner sa
lpsningen ved a starte med siste likning, og sette inn.

Gauss-eliminasjon egner seg fint for a programmere pa datamaskin, og
dette er gjort i matematiske programsystemer, som f.eks. Matlab. Der finner
man lgsning(ene) ved en enkel kommando. At vi kaller dette radoperasjoner
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er fordi man kan gjgre beregningen pa radene i en matrise. Likningssystemet
over vil vi da skrive som

1 -1 1 3
0 3 1 2
2 -1 -1 0

ved at vi bare holder styr pa tallene uten a skrive x; etc. Den fgrste operasjonen
vi gjorde svarer da til a legge (—2) ganger forste rad til tredje rad. Avslutningen
er a lese ut lgsning ved a ga tilbake til det tilhgrende likningssystemet. Vi
dropper detaljene i dette her.

Gauss-eliminasjon er viktig, og gir ogsa en effektiv mate for a beregne
determinanten til en kvadratisk matrise. Operasjon R1 endrer determinanten
med nettopp den konstanten man multipliserer med, og operasjon R2 endrer
fortegnet. Operasjon R3 gir ingen endring. Ved a holde styr pa disse endringene
finner man determinanten nar man har kommet fram til det trianguleere
systemet.

Vi avslutter dette kapitlet med en liten historisk kommentar. Kanskje
litt overraskende, men determinanter ble altsa oppfunnet lenge fgr matrisene.
En form av determinanter, som et tall som avgjgr om et likningssett har
en entydig lgsning, dukket opp i Kina allerede i det 3. arhundre for var tid.
Gauss introduserte ordet determinant i 1801, og i 1812 formulerte, uavhengig
av hverandre, Binet og Cauchy produktformelen for determinanter. Matriser
ble fgrst introdusert av Sylvester i 1850.

4.6 Spektralteori

Forst gir vi en kommentar om notasjon: I teksten er det hensiktsmessig a
skrive en vektor som et n-tuppel, ikke som en kolonnevektor. For eksempel
skriver vi v = (1,2) og mener da vektoren

[l

Til en kvadratisk matrise finnes det alltid noen vektorer som har den
nyttige egenskapen at nar vi ganger dem med matrisen sa endrer det ikke pa
forholdet mellom koordinatene til vektoren. Slike vektorer kalles egenvek-
torer for matrisen og det finnes en sveert omfattende teori som tar for seg
disse. Vi skal se pa den grunnleggende teorien for disse vektorene, en teori
som ofte omtales med det klingende navnet spektralteori.

La A veere en kvadratisk n x n matrise. En vektor v # 0 kalles en
egenvektor for A dersom

Av = v
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for et reelt tall A. Tallet \ kalles for den tilhgrende egenverdienﬂ Merk at
vi krever at v ikke er nullvektoren i denne definisjonen. Neste eksempel viser
at det er noksa enkelt a sjekke om en gitt vektor er en egenvektor (eller ikke).

-[31)

Da er A\ =2 en egenverdi for A med tilhorende egenvektor v = (1,0). Dette
kan vi sjekke ved utregning

S tH RO

Erw = (1,1) en egenvektor for A, for en eller annen egenverdi? Dette sjekkes

ved regnin
o AW:{23}{1}:{51#)\{1}
0 1 1 1 1

for enhver \. Sa w = (1,1) er ikke en egenvektor for A.

Eksempel 4.6.1. La

For en egenvektor v vil ogsa alle vektorer pa formen av for et reelt tall a
der a # 0 vaere en egenvektor med samme egenverdi A:

A(av) = aAv = a\v = \(av)

En viktig grunn til at man er interessert i egenverdier og egenvektorer er
bruken innenfor bl.a. sannsynlighetsregning og statistikkﬂ Lgst sagt handler
dette om at tilstanden til et system beskrives ved en vektor v og denne
tilstanden endres for hvert tidsskritt ved a multiplisere med matrisen A,
sa tilstanden etter ett tidsskritt er Av. Tilstanden etter to tidsskritt er
A(Av) = A?v osv. Men legg merke til hva som skjer hvis tilstandsvektoren v
er en egenvektor for en egenverdi A, da er

Alv = A(Av) = AQwW) = MAv = X - dv = Ny,

A3v = \3v osv.

Dette betyr at for slike startvektorer er utviklingen til systemet over tid sveert
enkelt a beregne og analysere! Videre kan man fra dette finne utvikling fra
enhver startvektor (med noe ekstra regning).

Regningen vi nettopp gjorde gir ogsa folgende resultat.

!Omvendt sier vi at A er en egenverdi med tilhgrende egenvektor v.
2Statistikk ... alias Data Science ... nesten alias Maskinleering!
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Proposisjon 4.6.1. La A vere en nxn matrise med egenverdi \ og tilhgrende
egenvektor v. La k > 1 vere et heltall. Da er v ogsd egenvektor for A med
tilhorende egenverdi \*.

Mengden av egenvektorer med samme egenverdi A, sammen med nullvek-
toren, kalles egenrommet til egenverdien A\. Merk at nullvektoren ikke er en
egenvektor, men det likevel hensiktsmessig a inkludere 0 i egenrommet (fordi
man da far et underrom).

Eksempel 4.6.2. Enhver vektor er en egenvektor for identitetsmatrisen I,
med egenverdi 1 siden
I,v=v=1v

Det betyr at egenrommet til I, for egenverdien 1 er hele R".
Anta at v er en egenvektor for en n xn matrise A, med tilhgrende egenverdi

A. Da har vi
Av = \v.

Dette er ekvivalent med
Av—Av=(A-X)v=0

Egenvektorer er alltid antatt a veere forskjellige fra nullvektoren. Det betyr
at likningssystemet (A — AI)x = 0 skal ha en ikke-triviell lgsning, og derfor
er matrisen A — A\ singular (altsa, ikke invertibel). Dette er ekvivalent med
at determinanten til A — Al er lik 0. Det omvendte holder ogsa, sa hvis
det(A — A1) =0, sa er A en egenverdi for A.

Fra dette fglger at det a finne en egenverdi A for A er ekvivalent med finne
en lgsning av likningen

det(A — ) =0.

Dersom vi skriver dette ut far vi en polynomlikning i A, som vi kaller den
karakteristiske likningen til A. Polynomet

Xa(A) = det(A — AI)

kalles det karakteristiske polynomet til A. Sa egenverdiene er rgtter
(lpsninger) til den karakteristiske likningen.

Eksempel 4.6.3. Betrakt igjen matrisen
2 3
=0 ]
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der vi sa at X\ = 2 var en egenverdi. Da er

2—-X 3
A= 200 2

sa det karakteristiske polynomet er
Xa(A) =det(A—= X)) =(2—=X)(1—N).

Vi trenger ikke regne ut polynomet fordi vi ser at xa(\) = 0 har lgsninger
A =2 (som vivisste) og A = 1. Sa A har egenverdier 1 og 2. Det karakteristiske
polynomet er xa(A) = A2 — 3\ + 2.

Eksempel 4.6.4. Det karakteristiske polynomet til matrisen

1 2
(]
er gitt ved
Xa(A) =det(A— )
1—Xx 2
:det{ 9 1_)\}
=(1-XN1-X—-2-2
=2 -2\ -3.

For a finne rottene bruker vi abe-formelen;

24+ /22 —4(—
A= 5 ( 3):1j:2.

Egenverdiene blir derfor \y =3 og Ay = —1.

Det karakteristiske polynomet til en n X n-matrise vil veere et polynom
av grad n i A\. Matrisen kan derfor ha inntil n egenverdier, de n rgttene til
det karakteristiske polynomet.

For stgrre matriser kreves (ofte mye) mer regning a finne egenverdiene,
men det finnes numeriske programsystemer (f.eks, Matlab) som beregner
egenverdiene og egenvektorene effektivt.

Vi kan bruke det karakteristiske polynomet til a studere egenskaper ved
ulike matriser.

Proposisjon 4.6.2. La A vere en invertibel n X n-matrise, og v en egenvektor
for A med tilhorende egenverdi \. Da er A # 0 og v er ogsa egenvektor for
A~ med egenverdi 5.
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Bevis. Fgrst observerer vi at A # 0, for hvis A var 0, ville Av = Av = 0. Det
betyr at v er ikke-null lgsning av det homogene likningsystemet Ax = 0 som
strider mot at A er invertibel.

Vi har Av = \v. Siden A er invertibel kan vi multiplisere med A~! pa
begge sider av likhetstegnet, og vi far v = A~'\v. Deler vi begge sider med
A (som er ulik 0) far vi

Alv = —v.

Vi har ogsa fglgende resultat.

Proposisjon 4.6.3. En kvadratisk matrise og dens transponerte har samme
karakteristiske polynom og derfor de samme egenverdiene.

Merk at de to matrisene har samme egenverdier, vi sier ikke noe om
egenvektorene.

4.7 Linesere rom

Vi begynner med a se pa begrepet vektorrom.

Definisjon 4.7.1. Et reelt vektorrom V (ogsa kalt et lineert rom) er en
mengde med to operasjoner, addisjon, dvs. at for x,y € V, sa er summen
X +y eV, o9 skalar multiplikasjon, dvs. hvis x € V og a € R er et reelt
tall, sa er ax € V. De to operasjonene ma oppfylle betingelsene:

i) Addisjon er assosiativ, dvs. (x+y)+z = x+(y+2z) for allex,y,z € V.
ii) Addisjon er kommutativ, dvs. x +y =y + x for alle x,y € V.

iii) Det finnes et ngytralt additivt element eller 0, slik at x +0 = x
forallex e V.

iv) Til alle elementer x € V' sa finnes det et element —x slik at x+(—x) = 0.
Vi kaller elementet den additive inversen til x.

v) Skalar multiplikasjon er assosiativ, dvs. for alle reelle tall a,b € R og
x €V, sa er a(bx) = (ab)x.

vi) Viharl-x=x for allex e V.

vii) De to operasjonene er distributive over hverandre, dvs. (a+ b)x =
ax + bx og a(x+y) = ax + ay for alle a,b € R og x,y € V.
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Elementene i et vektorrom kalles ofte for vektorer (selv om de ikke ser ut
som det vi vanliguis forbinder med vektorer), og de reelle tallene vi ganger
med kalles skalarer.

De vanligste vektorrommene vi kommer bort i kan vi dele i 3 hovedtyper.
Den fgrste er en geometrisk tolkning av vektorrom.

Eksempel 4.7.1. Mengden av vektorer i planet R? (eller rommet, R?), skrevet
som (a,b) € R? danner et vektorrom. Den generelle definisjonen har hentet
sitt navn fra dette eksempelet. Addisjon og skalar multiplikasjon av vektorer i
planet gjores komponentvis, dvs.

(al, b1) + (CLQ, bg) = (a1 + asg, bl + bg)
c(a,b) = (ca, cb)

som svarer til a legge sammen piler, med startpunktet for neste vektor i spissen
av den forrige.

=]

B / A+B

Figur 4.4: Vektoraddisjon

Skalar multiplikasjon beholder retningen pa en wvektor, men forandrer
lengden, eventuelt snur pila dersom skalaren er et negativt tall.

I det neste eksemplet fjerner vi oss fra den geometriske tolkingen av
vektorer, men holder oss til en tilsvarende skriveform.

Eksempel 4.7.2. For et vilkarlig helt tall n lar vi R™ betegne mengde av alle
n-tupler a = (ay,as, . .., a,) med komponentvis addisjon og skalar multipli-
kasjon,

(a17a27"'7an)+(b17b27"‘7bn>:(a1+b17a2+b2)"'7an+bn)

clay,ag, ..., a,) = (cay,cas, ..., cay,)

0-elementet er gitt ved n-tuplet med kun 0-er, dvs. 0 = (0,...,0) og det inverse
elementet til a = (aq,...,a,) er gitt ved —a = (—ay,...,—a,). Mengden av
reelle n-tupler R™ danner dermed et vektorrom.
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Eksempel 4.7.3. [ det tredje eksempelet lar vi vektorrommet V = F(I) besta
av funksjoner definert pa et intervall I C R. Addisjon og skalar multiplikasjon
er gitt som ordiner addisjon og multiplikasjon av funksjoner;

(f +9)z) = f(z) +g(x)
(cf)(x) = cf(z)

for alle f,g € F(I) og c € R og 0-elementet er konstantfunksjonen f(x) = 0.

Det er ikke alltid hensiktsmessig a se pa alle mulige funksjoner pa et
intervall. Vi kan gjerne begrense oss til kontinuerlige funksjoner, eller betrakte
en enda mer restriktert mengde.

Eksempel 4.7.4. Mengden {ae® + be " | a,b € R} danner et vektorrom
under addisjon og skalar multiplikasjon.

Eksempel 4.7.5. La P, = {ap + a1z + - - - + a,z"} der a; € R for alle i og
n er et ikke-negativt heltall. P,, betegner mengden av alle polynomer i x, med
reelle koeffisienter. Mengden P,, danner et vektorrom under vanlig addisjon
og skalar multiplikasjon.

Siden vi kan legge sammen og skalarmultiplisere elementer i et vektorrom,
kan det vecre interessant a ga den andre veien. Med det mener vi at vi kan
fundere pa om det finnes noen elementer i vektorrommet som alt springer
ut i fra. Kan vi finne en (relativt) liten mengde av elementer som er slik
at gjentatt addisjon og skalarmultiplikasjon kan gi oss hele vektorrommet?
Et forste skritt pa veien til a lgse dette problemet er a definere begrepene
linezerkombinasjon og lineser uavhengighet.

Definisjon 4.7.2. En linecerkombinasjon av elementer v, vy, ..., v, €V
er en sum
a1vVy + aavg + -+ - + a,V,

for reelle tall ay,as, ..., a,.

Enhver lineser kombinasjon av vektorer i et vektorrom er selv et element i
vektorrommet.

Definisjon 4.7.3. En mengde S = {vy,va,...,v,} i el vektorrom V sies a
vere lineert uwavhengig dersom

a1vi+agvo+ - 4+a,v, =0

medforer at alle ay = as = -+ = a, = 0. I motsatt fall sier vi at S er lineeert
avhengig. Dersom vi har at a1vy + asva + - - -+ a, v, = 0 uten at alle a; = 0,
kaller vi ofte r-tuppelet (ay,as,...,a,), eller lineerkombinasjonen selv, for
en lineer avhengighet for disse vektorene.
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[ situasjonen over der S er linesert uavhengig (evt. avhengig) sier vi ogsa
at vektorene vy, v, ..., v, er linesert uavhengig (evt. avhengig).

Eksempel 4.7.6. Betrakt vektorene

o=l
][I

og de tre vektorene er lineert avhengig. Lineerkombinasjonen 2vy — 2vy — v3
gir 0ss en lineer avhengighet for vi,va, V3.

Da har v

Eksempel 4.7.7. La T = {sint,cost}. Hvis vi har
asint +bcost =0

som funksjoner, sa betyr det at likningen ogsa ma stemme for alle mulige
verdier av t. Setter vi innt =0 far vi

asin0+bcos0=b=0

og setter vi inn t = % far vi
T T
asin—+bcos=—=a=0
2 2

Det betyr at for at likheten skal veere oppfyllt som en relasjon mellom funksjo-
ner, sa. ma vi ha a =b =0 og de to funksjonene er derfor lineert uavhengig.

Vi er spesielt interessert i mengder som genererer vektorrommet.

Definisjon 4.7.4. En mengde S = {vy,Vva,...,V,} av vektorer i V kalles en
(ordnet) basis for V dersom disse er lineert uavhengig og utspenner hele
V', dvs. at for alle v € V, sa kan vi finne reelle tall aq, as, . ..a, € R slik at

V =a1Vy +agvy + -+ + a,V,.
Det er ogsa mulig at en slik basis kan besta av uendelig mange elementer.

Grunnen til at vi vil at en basis skal veere linesert uavhengig er at vi vil
at rommet skal veere generert av sa fa elementer som mulig. En basis er en
minimal mengde i den forstand at hvis vi fjerner en vektor fra basisen, sa
vil vektorrommet som basisen utspenner bli ekte redusert. Derimot, hvis de
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gitte vektorene er linezert avhengige, er det mulig a fjerne et element uten at
mengden som utspennes endres.
I eksemplet over vil vektorene

nRGRE

utspenne hele R?. For et vilkarlig element

[g} e R?

ol =[] remm ]

. . . 2 . .
Fjerner vi den siste vektoren {2} fra mengden har vi fortsatt nok vektorer til

kan vi f.eks. skrive

a spenne ut hele R?. De to elementene

2 1
11710
er linesert uavhengige og siden de samtidig utspenner hele R? utgjsr de en

basis for R2.

Eksempel 4.7.8. Betrakt vektorene

1] [o] o
ol, 1], [o
ol lo] |1

i R3. Disse er lineert uavhengig siden

1 0 0 a 0
al|l0] +b (1] +c 0] = |b| = |0
0 0 1 c 0

kun er mulig dersom a = b= c = 0. Vi ser ogsa at vektorene utspenner hele
R3 siden et vilkdrlig element

a 1 0 0
bl =a |0 +b|1| +¢ |0
c 0 0 1



Eksempel 4.7.9. La

1 —1 2
1, 1], -1
1 0 1

veere tre vektorer i R3. For d avgjore om disse er lineert uavhengiq setter vi

1 —1 2 a—b+2c 0
al 1l |+0b 1| +c| -1 | = a+b—c | =10
1 0 1 a-+c 0

Det gir oss likningssystemet

a—b+2c=0
at+b—c=0
a+c=0

som har som eneste lgsning a = b = ¢ = 0 og mengden er derfor lineert
uavhengig. Vi ser ogsd at vektorene utspenner hele R® siden et vilkdrlig element
kan skrives som en lineerkombinasjon av de tre vektorene;

x 1 —1 2
z 1 0 1

hvor

U =xr+y—=z
Uy = —2x — Yy + 32
us = —r —y + 2z.

Betrakt et vektorrom V' som har en basis B med endelig mange elementer.
Vi skal se at alle andre basiser for V' har like mange elementer som B.

Lemma 4.7.5. La B = {vy,Vs,...,V,.} vere en basis for et vektorrom V.
Enhver mengde med minst r + 1 vektorer + V' vil da vere lineert avhengig.

[ en litt annen versjon kalles dette lemmaet vanligvis for Steinitz* erstatnings-
resultat.

Bevis. Anta at mengden W er linesert uavhengig. Siden B er en basis kan
vi skrive wy = byvy + --- + b, v, hvor ikke alle b; = 0. Ved a bytte om pa
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indeksene, kan vi anta at vi har ordnet basiselementene slik at b; # 0. Da har
vi

1 bo b,
Vl—awl—aw—“'——vr
Det betyr at vi kan erstatte vi med w i basisen B og det vil fortsatt vaere en
basis. Vi gjentar denne prosedyren til vi har byttet ut alle v; med w;. (Dette
er mulig siden begge mengdene er linezert uavhengige). Vi ender opp med at
{w1,...,w,} danner en basis for V. Men det betyr at w,,; kan skrives som
en lineser kombinasjon av wy, ..., w,, som strider mot antakelsen om at W

er linesert uavhengig. Altsa var antakelsen gal. O

Det folgende resultatet er en direkte konsekvens av Steinitz’ erstatnings-
resultat:

Teorem 4.7.6. La V wvere et vektorrom. Anta at By = {vi,va,...,v,.} 0g
By = {w1,Ws,..., W} er to forskjellige basiser for V.. Da har de to basisene
like mange elementer, dvs. r = s.

Definisjon 4.7.7. La V vere et vektorrom, og anta at B = {vq,va,...,v,} er
en basis for V.. Vi definerer dimensjonen til vektorrommet V til a vere antall
elementer r i basisen B. Siden alle basiser i henhold til Steinitz‘ erstatnings-
resultat ma ha like mange elementer, er dimensjonen til V' uavhengig av valg
av basis B.

Eksempel 4.7.10. Dimensjonen til R™ er n. Dette kan vi se siden alle
elementer i R™ er pa formen (ai,...,a,) og

n
(a1, as,...,a,) = Z a;e;
i=1

dere; = (0,0,...,0,1,0,...,0) er et n-tuppel med en 1-er pa plass i og resten
0-er. Vi kaller S : eq,...,e, for standardbasisen for R". At mengden er
lineeert uavhengig folger av at dersom
(al,ag,. .. ,an) = Zaiei =0
i=1
sa ma alle a; = 0.

Det siste eksemplet viser at dimensjonsbegrepet passer med var intuitive
oppfatning av dimensjon, planet R? har dimensjon 2 og rommet R? har
dimensjon 3.

Et vektorrom trenger ikke a ha endelig dimensjon. Vi kan likevel skrive
opp en basis, selv om denne mengden ikke er endelig.
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Eksempel 4.7.11. La P vere vektorrommet av polynomer med reelle koef-
fistenter. Anta at dette rommet har endelig dimensjon, og at vi kan skrive
opp en endelig basis for vektorrommet. La n vere den hgyeste graden av
polynomene som inngar i basisen. Vi vet at et polynom av hoyere grad enn n
ikke kan skrives som en lineerkombinasjon av polynomer av grad mindre enn
eller lik n, noe som wville bety at basisen ikke spenner ut hele rommet. Det er
imidlertid et krav til en basis, og en endelig mengde av polynomer kan derfor
tkke utgjore en basis for P.

Proposisjon 4.7.8. Mengden
B={l,z,2%2% . ..}
danner en basis for P.

Bevis. Elementene i P er pa formen
ao + a1 + asz? + - - + apz"

for et ikke-negativt tall n og a; € R. Det betyr at B spenner ut hele P. Vi
ma ogsa vise at B er linezert uavhengig. Anta det motsatte, det vil si at det
finnes reelle tall ag, ay, ..., a, slik at

ap + a1 + axr* + -+ + a,z" =0

Ingen ikke-trivielle polynomer av grad n kan ha mer enn n rgtter. La x veere
et reelt tall som ikke er blant disse rgttene. Det betyr at

ao+ a1 + asx? + -+ apx” #0

og var antagelse matte i utgangspunktet ha veert feil. Dermed har vi vist at
B er en basis for P. O

En delmengde av et vektorrom som selv er et vektorrom kalles et un-
derrom. For a vise at en delmengde er et underrom holder det a vise at
mengden er lukket under addisjon og skalarmultiplikasjon, dvs. at dersom
x,y € V og a,b € R er reelle tall, sa er ogsa ax + by € V. Merk at dette ene
kravet inneholder bade lukkethet under addisjon (sett a = b = 1) og skalar
multiplikasjon (sett b = 0).

Definisjon 4.7.9. La V wvere et vektorrom, og la V = {v1,va,...} vere en
endelig eller uendelig delmengde av V. La W vere det minste vektorrommet
som inneholder V. Vi sier at mengden V genererer W, og vi skriver

W = (v, va,...).
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I dette tilfellet vil W utgjore et underrom av V.
Eksempel 4.7.12. La

1 1
B={lo|,|1]}.
0 0

Da vil B utspenne et underrom W av R3 gitt ved

a
W={|b| : a,beR}.
0

Et monom er et polynom med kun ett ledd, mono=en, poly=mange.

Eksempel 4.7.13. Mengden av polynomer av grad mindre enn eller lik n,
som vi skriver P, utgjor et underrom av vektorrommet av alle polynomer.
Rommet er generert av monomene av grad mindre enn eller lik n;

P, = (1,2,2% 2%, ... 2"

Gitt en matrise A. Mengden av kolonnevektorer i A utspenner et vektorrom
som vi kaller kolonnerommet til A.

Definisjon 4.7.10. La A vere en matrise. Dimensjonen til kolonnerommet
til A kalles rangen til matrisen, vi skriver dette tallet som rank(A).

Eksempel 4.7.14. Betrakt matrisen

1 —1 2
1, 1], -1
1 0 1

som vi tidligere har sett er lineert uavhengig. Rangen til matrisen er derfor
3.

Siden det er n kolonner i en n X n-matrise vil dimensjonen til kolonne-
rommet alltid veere mindre enn eller lik n. Dersom kolonnene utgjor en
linesert uavhengig mengde vil matrisen ha maksimal rang, det vil si n for
en n X n-matrise. Maksimal rang betyr at kolonnene utspenner hele R™.
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Proposisjon 4.7.11. En n x n-matrise A har maksimal rang hvis og bare
hvis matrisen er invertibel.

Bevis. Observer forst at dersom en vektor w ligger i spennet av kolonnevek-
torene til A, sa er det ekvivalent med at det finnes en annen vektor v slik at
Av =w.

Anta at A er invertibel og w en vektor i R™. Sett v = A~'w. Da har vi

Av = AA'w=w

og w ligger i kolonnerommet. Anta sa at matrisen har maksimal rang. Det
betyr at for en hver vektor w i kolonnerommet til A, sa finnes det en vektor
v slik at Av = w. Siden A har maksimal rang, vil standardvektorene e; ligge
i kolonnerommet til A. La v; oppfylle Av; = e;, og la B veere n x n-matrisen
med v; som sine kolonner. Da vil

AB=1

som viser at B = A~! og A er invertibel. O

4.8 Linesere avbildninger

Vektorrom er karakterisert ved at de er lukket under addisjon og skalar
multiplikasjon, og at de derfor inneholder 0-elementet og additive inverser.
Nar vi skal definere hva en avbildning mellom to vektorrom bgr veere, er det
da naturlig a se pa avbildninger som respekterer akkurat disse strukturene.

Definisjon 4.8.1. La V' og W wvere to vektorrom. En avbildning T -V — W
kalles en lineer avbildning dersom

T(ax+ by) = aT(x) + T (y)

for alle x;,y € V og a,b € R. Dersom W =V, sa kaller vi avbildningen
T:V =V en lineer operator.

Proposisjon 4.8.2. La V og W wvere to vektorrom og T : V' — W en lineer
avbildning. Da har vi at T(0) =0 og T(—v) = —=T(v).

Bewvis. Vi har
T0)=T0O-v)=0-T(v)=0

0g
T(—v)+T(v)=T(—v+v)=T(0)=0
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Siden —T'(v) + T'(v) = 0 og inverser er entydige, sa folger resultatet i propo-
sisjonen. O

Eksempel 4.8.1. En lineer avbildning T : R — R ma vere pa formen
T(x) = ax for et vilkarlig reelt tall a € R.

Eksempel 4.8.2. Avbildningen gitt ved
T(x1,29) = (01 + T2, T2 — 2771)
er en lineer operator pd R?.

Eksempel 4.8.3. Vi lar V vere vektorrommet av alle deriverbare funksjoner
pa hele R. Derivasjon er en lineer operator pa dette rommet, dvs. hvis vi

setter D(f(x)) = f'(x) sa har vi

d

D(af(z) +bg(z)) = ——(af(z) + bg(x))
af'(z) +bg'(z)
— aD(f(x)) + bD(g(x)).
Eksempel 4.8.4. La T = (cost,sint). Da virker derivasjonsoperatoren D
som en lineer operator pa T fordi vi har

D(cost) = —sint

D(sint) = cost.

Vi betrakter linezeravbildningen T : R? — R? gitt ved T'(x1, z2) = (21 +

Ty, Ty — 211). La S veere standardbasisen for R?;

S = {el,eg}.
Da har vi at

T(e,) = T(1,0) = (1, ~2)
T(es) = T(0,1) = (1,1).

Dette kan vi sette opp i en matrise

[T]s—{_; 1}

Lineaeravbildningen blir na gitt ved matrisemultiplikasjon;

ms 12 ={ o 1 [ = et
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Vi kommer til & bruke notasjonen [T] om en matrise som representerer en
lineseravbildning T'. Vi sier at [T]s er matriseformen til 7' relativt til
basisen S.

La A veere en n X n-matrise og definer avbildningen 7" : R® — R" ved

T(v) = Av
for en vektor v = (vq,...,v,). Da har vi

T(av + bw) = A(av + bw)
= aAv + bAw
=aT(v)+ b1 (w)

som viser at multiplikasjon med en matrise gir oss en lineaeravbildning.

Eksempel 4.8.5. La D vere derivasjonsoperatoren slik vi har definert den
tidligere. Vi skal se pa D som en lineer operator

D:T—=T
hvor T = (cost,sint), med basis {cost,sint}. Siden

D(cost) =0-cost —1-sint
D(sint) =1-cost+0-sint

kan vi skrive

[D]TZ[_? (1)1

i []=[ 3 5[] = 124

D(acost+ bsint) = bcost — asint.

hvor

refiekterer at

Definisjon 4.8.3. La A veere en n X n-matrise og definer en lineeravbildning
T:R" — R" ved
T(v)=Av

Rangen rank(T) er definert som rangen til matrisen A.

Eksempel 4.8.6. Rangen til derivasjons-operatoren i forrige eksempel er 2,
siden matrisen er invertibel og derfor har maksimal rang.
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Eksempel 4.8.7. Vi betrakter en lineeravbildning T : R® — R? gitt ved
T(;Ul, X, 273) = (Il + X2 + 23,1 — T2 + 2373, 2371 + 3.173)

Vi er interessert i a finne tripler (x1,xq,x3) slik at T(x1,xq,x3) = (0,0,0).
Det betyr at vi ma lgse likningssystemet

l’1+$2+1’3:0
x1—$2+2x3:0
2[L‘1+3!L‘3:0

Her observerer vi at den tredje likningen faktisk er summen av de to forste,
og derfor er overflodig. Pa den annen side gir den tredje likningen at

2
T3 = —5.1’1
og setter vi det inn i den forste likningen, far vi
N 2 1
To=—T] —x3=—T1+ -1 = ——1T.
2 1 3 1+ 37 371
Samler vi disse opplysningene ser vi at
1 2
T(x1, —§I1, —§$1) =(0,0,0).
Alle vektorer pa formen
1 2
(1, —gﬂUl, —§$1)7 r1 €R

utgjor et vektorrom, det sakalte nullrommet til avbildningen T'.

Definisjon 4.8.4. La T : V — W wvere en lineer-avbildning. Mengden
N(T)={veV:T(v)=0}

kalles nullrommet cller kjernen til T'.

Proposisjon 4.8.5. Nullrommet N (T) til T er et underrom av V.
Bevis. Lav,w € N(T), og a,b € R. Da har vi

T(av+bw)=al'(v)+bT(w)=a-0+0-0=0

som viser at nullrommet er et vektorrom. O
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Eksempel 4.8.8. La T : R? — R? vere gitt ved
T(v)=Av

=[]

SR ERigY

0g ﬂ ligger derfor i nullrommet til T'. Faktisk vil denne vektoren alene danne

der A er matrisen

Vi har

en basis for nullrommet til T'.

Eksempel 4.8.9. La T : R3 — R? veere gitt ved

T(v)=Av
der A er matrisen
1 — 2
A=1|1 1 —1
1 1
Dersom en vektor
U1
Vg
U3

ligger © nullrommet til T, betyr det at

1 -1
vy | 1 | +vs 1| +v3] -1 | =0.
1 0 1

Men vi har i et tidligere eksempel sett at sgylevektorene til A er lineert
uavhengig, som betyr at

U1

Vy| = 0

U3

og nullrommet bestar kun av nullvektoren.

Proposisjon 4.8.6. La T : V — V wvere en lineer avbildning gitt ved en

kvadratisk matrise A;
T(v)=Av

Da har vi at N(T) = {0} hvis og bare hvis A er invertibel.
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Bevis. Anta A er invertibel og la T'(v) = Av = 0. Det betyr at v = A710 = 0.

Anta sa at N(T) = 0. La v = (v1,...,v,) veere en lineger avhengighet
mellom kolonnene i A. Da har vi at Av = 0. Siden nullrommet er trivielt
betyr det at v = 0 som igjen betyr at A har maksimal rang, som igjen betyr
at A er invertibel. O

Det er en neer sammenheng mellom rangen til en lineser avbildning og
dimensjonen til nullrommet. Vi har sett at vi kan uttrykke lineszere sammen-
henger mellom kolonnene i en matrise ved n-tupler, slik som i et tidligere

eksempel: Vektorene
20 (1 |2
11710]71(2
er linesert avhengig og vi har

212 -] ]

Setter vi de tre vektorene sammen i en 2 x 3-matrise

21 2
1 0 2
sa vil den linezere avhengigheten gi oss et en vektor i nullrommet;
2 1 2 2 0
1o 2| 2|7
-1 0

Dette gir oss en korrespondanse mellom nullvektorer og linezere avhengigheter
mellom sgylene i matrisen. Vi kan formulere dette i et generelt resultat:

Teorem 4.8.7. En lineeravbildning T : R™ — R™ er gitt ved T'(v) = Av for
en m X n-matrise A. Da har vi

rank(7T") + dim(N(T)) = n.

Bewvis. La By = {vy,...,v,} vaere en basis for nullrommet til A. Vi kan utvide
denne basisen til en basis for hele R, B = {vy,...,v,,W,11,...,wW,}. Viskal
vise at rank(7") = n—r. Lau = T(v). Siden B er en basis for R" kan vi skrive

V=a1Vy+ -+ 0V + Qg Wepr + 00+ AWy
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0g
u = T(V) = alT(Vl) et aT‘T(V'f‘) + ar-‘rlT(WT-‘rl) +eoet anT(Wn)
= a1 T(Wop1) + -+ @, T(wy,)

Det betyr at T'(W,11), . .., T'(w,,) spenner ut 7'(R™). Samtidig har vi at dersom

A1 T (Wey1) + -+ + anT(wy)
=T(ap W1+ +a,wy,) =0

sa ligger a,,1W,41 + -+ + a,w, i nullrommet til A, dvs.
A 1Wpg1 + -+ AWy, = 1V + - + 4,V
Dermed kan vi skrive
vy + -+ Ve — Qi Wiy — 0 — AWy = 0

og siden B ={vy,...,V,,W,11,...,W,} er en basis for R” og derfor danner
en linezert uavhengig mengde, sa ma vi ha a,,1 = - -- = a, = 0 og mengden
{T(Wy41),...,T(wy,)} er linesert uavhengig. Det folger at dimensjonen til
T(R™) som er det samme som rangen til 7', er n — r. O

Vi har en litt mer generell formulering av dette resultatet. I stedet for a
se pa T : R" — R™ kan vi betrakte lineseravbildninger 7" : V' — W hvor V'
er et endelig-dimensjonalt vektorrom. Da ser resultatet ut som fglger

rank(7) + dim(N (7)) = dim(V).
Eksempel 4.8.10. La T : R* — R? vere gitt ved
T(v) = Av

=[]

Kolonnerommet til A er generert av

der A er matrisen

og nullrommet av

Dermed har vi
rank(7T) + dim(N(T)) =1+ 1= 2.
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Eksempel 4.8.11. La P,, vere vektorrommet av polynomer av grad mindre
enn eller lik n. La D : P, — P, vere derivasjonsoperatoren D(f(x)) = f'(x).
Vi vet at de eneste polynomene som deriveres pa 0 er konstantpolynomene. Det
betyr at nullrommet til D har dimensjon 1, generert av f(x) = C. Dimensjonen
til P, ern+1 og det folger at rankT = n.

Vi definerte tidligere egenvektorer og egenverdier for en matrise. Vi skal
se at egenvektorer som svarer til forskjellige egenverdier danner linesert uav-
hengige mengder.

Proposisjon 4.8.8. La T : R* — R" vere en lineeravbildning gitt ved

T(v) = Av for en n x n-matrise A. La videre vy, Vs, ..., Vv, vere egenvektorer
for A svarende til ulike egenverdier A1, Ao, ..., .. Da er mengden
{V17V27 s )Vr}

lineeert uavhengig.

Bevis. La forst r = 2, og anta at a;vy + asve = 0. Anta at det finnes en
linezer avhengighet mellom de to vektorene, anta f.eks at a; # 0. Da kan vi
skrive
a2
Vi = ——V3y
ai

og siden v; og vy begge er egenvektorer far vi

T(Vl) = )\1V1 = —%)\1V2
aq

og samtidig

a9 a9 a9

T =T(—— =——T =——A
(v1) ( a1V2) ar (v2) . 2V2

Det folger at

_O2y 2y

aq aq

og siden A\; # Ay sa ma as = 0. Siden vy # 0 folger det at ogsa a; = 0, som
gir oss en motsetning.
Anta sa at r = 3 og at vi har en lineser avhengighet

a1V1 + oV + a3Vy = 0

Vi kan uten videre anta at a; # 0 og ved a dele likningen pa a; kan vi like
godt sette a; til a veere 1. Det gir

Vi = —a2Vy — a3Vsy
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Bruker vi na T pa dette uttrykket far vi
/\1V1 = —CL2>\2V2 — CL3/\3V3

Vi multipliserer uttrykket over med \; og trekker de to likningene fra hver-
andre. Det gir
0= —(Zg()\g — )\1)V2 — a3<)\3 — )\1)V3

Dermed er vi tilbake i situasjonen med to egenvektorer og siden Ay — Ay, A3 —
A1 # 0 folger det at koeffisientene as = a3 = 0, og vektorene er linezert
uavhengige. For r > 3 fglger vi na ngyaktig samme prosedyre. O]

Vi har sett at en n X n-matrise kan ha maksimalt n egenverdier. Anta na
at A har ngyaktig n egenverdier. Det betyr at vi kan finne n egenvektorer
som utgjer en linesert uavhengig mengde. Siden vektorrommet vi opererer
pa i dette tilfellet er av dimensjon n betyr det at vi kan finne en basis av
egenvektorer. Vi formulerer dette i en proposisjon.

Proposisjon 4.8.9. La V vere et n-dimensjonalt vektorrom. LaT :V — V
veere en lineeravbildning gitt ved T(v) = Av for en n X n-matrise A. Anta
at A har n forskjellige egenverdier. Da finnes en basis for V av egenvektorer

for A.

Eksempel 4.8.12. La A vere 2 X 2-matrisen

32

Det karakteristiske polynomet til A er gitt ved

xa(A) =A% =3\ +2

som gir egenverdier \y = 1, Ao = 2, med tilhgrende egenvektorer

Vi ser at mengden
{V17 V2}
er lineert uavhengig og danner en basis for R2.
Vi har tidligere sett at vektorrom kan besta av funksjoner. I slike tilfeller

er det naturlig a bruke betegnelsen egenfunksjoner i stedet for egenvektorer,
men definisjonen er den samme.
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Definisjon 4.8.10. La V = F(I) vere et vektorrom av funksjoner, og T :
V' — V en lineer operator pa dette rommet. En ikke-triviell funksjon f som
oppfyller T(f) = \f for et reelt tall X kalles en egenfunksjon for operatoren.

Eksempel 4.8.13. La V = {ae* +be ™ | a,b € R} ogla D : V — V vere
derivasjonsoperatoren. Da er fi(x) = e* en egenfunksjon for D med egenverdi
A =1 o0g fo(x) = e en egenfunksjon med egenverdi Ay = —1.

Eksempel 4.8.14. La T = {sint,cost} og A = D* : T — T wvere den 1-
dimensjonale Laplaceoperatoren. Da er alle lineere kombinasjoner a sin x +
bcosx egenfunksjoner for A med egenverdi A = —1;

D?*(asinz + bcosx) = D(acosx — bsinz)

= —qgsinz — bcoszx

En spesiell type matriser dukker opp i forbindelse med sannsynlighet. En
stokastisk matrise er en n x n matrise der hvert element er et ikkenegativt
tall, og summen av elementene i hver rad er 1. F.eks. er folgende en stokastisk

matrise
0.2 0.6 0.2

P = 0 1 0
0.5 04 0.1
Her gir hver rad en sannsynlighetsfordeling pa tre elementer.

For stokastiske matriser kan vi si noe generelt om egenvektorene. La P
vaere en stokastisk matrise, med egenverdier \y =1 > Ay > .-+ > )\, og
tilhgrende egenvektorer v; for i =1,2,....

Definer o(v) = vy + - - - + v, til & veere komponentsummen til vektoren v.

Proposisjon 4.8.11. Alle egenvektorene til en stokastisk matrise, bortsett
fra de med egenverdi 1, har komponentsum lik 0, dvs.

o(vi)=0 i=23,...,n

Bevis. Vi har at P(v;) = A\;v; og siden P er stokastisk, s er »,p;; = 1 for

alle ©. La v; = (vy,v9,...,0y). Da har vi
a(P(vi)) =D ppve = vp = o(vy)
j=1 k=1 j=1

og samtidig
o(P(v;)) = a(Av;) = Ao (v;)

Det gir at
O'(VZ') = )\O'(Vi)
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og derfor o(v;) = 0 siden X # 1. O

En storrelse som er neert knyttet til komponentsummen er den sakalte
Manhattan-lengden (eller ¢;-lengden) til en vektor. Manhattan-lengden
regnes ut som komponentsummen til vektoren vi far ved a ta absoluttverdien
av alle komponentene,

Definisjon 4.8.12. La v = (vy, vy, ..., v,) vere en vektor i R™. Vi definerer
Manhattan-lengden |v|; til v ved

n
Vii=) lol.
k=1

Anta na at vi har et lukket dynamisk system, gitt ved en stokastisk matrise
P. For en tilstand for systemet, dvs. for en vektor w, lar vi E(w) = |vi|;
uttrykke energien i tilstanden, mens S(w) = |va|;, uttrykker entropien.
Begrepene er hentet fra termodynamikk, ikke uten grunn. I analogien med
termodynamikk er det naturlig a knytte den nest storste egenverdien A, til
tilstandens temperatur gjennom formelen

1

Tilstanden w kan skrives som en lineserkombinasjon av egenvektorer, som vi
skriver om og far

W=V]i+Vo+--+Vy

- E(W)—|V1]1 + S(w) valh

V2 +.+Vm

Multiplikasjon med den stokastiske matrisen P gir

Pw = Pvy+ Pvy+---+ Pv,,

= B(W) 1 4 DuS(W) 2+ 4 AV

Vil1 [val1

og dermed
S(Pw) = A S(w)
eller S(w)

W
T(P) =log S(Pw)
som gir

S(Pw) — o T(P)




eller
S(Pw) — S(w) _ —T(P)

S(w)

Dette kan vi tolke som at jo lavere temperatur, dvs. T'(p) — 0, sa vil entropi-
endringen ogsa naerme seg 0. Det betyr at det ikke skjer noen endring i
systemet. For hgye temperaturer vil vi observere en stor endring i entropien,
med andre ord systemet vil rask ga mot likevektstilstanden, hvor vi har den
laveste entropien (dvs. stgrst mulig uorden).

— 1.

Eksempel 4.8.15. Vi har gitt en stokastisk 2 X 2-matrise

_ p q
P_{l—p 1—q.}

Vi kan regne ut egenverdiene ved a finne nullpunktene til det karakteristiske
polynomet

det(P—A) =X —(p+1—q)A+(p—q) =0
som gir Ay =1 og Ao = p — q. De tilhgrende egenvektorene er (normert til
taxi-lengde 1)

1

1
- (q,1-— = —(1,-1).
p+1_q(Q7 p)? Vo 2(7 )

Vi

For en tilstandsvektor har vi

w = m = (z+y)vi + JU=—pr—ay

l+qg—p
som gir at
Ew)=x+y
S( )_ (1—p)x—qy
I+qg—0p
og temperatur
1
T(P) =log .
(%) p—q

4.9 Oppgaver

Oppgave 1. Betrakt vektorene a = (1,0), b = (0,2), og ¢ = (1, 3)
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a) Tegn vektorene i et vanlig koordinatsystem; tegn alle med startpunkt i
071go.

b) Tegn deretter de samme vektorene, men med startpunkt i (2,2).

c) Regn ut normen (lengden) av hver av vektorene, altsa ||al|, ||b|| og ||c||-
Oppgave 2. La a, b og ¢ vere som i forrige oppgave.

a) Regn ut x =a+b ogy =b +c.

b) Tegn x og'y i samme koordinatsystem som foran.

¢) Bruk forrige punkt til a sjekke den geometriske tolkningen av vektorad-
disjon.

Oppgave 3. La a, b og c vere som i forrige oppgave.
a) Regn ut 2a, —b og 3c.
b) Tegn igjen vektorene fra a) og sjekk geometrisk tolkning.

Oppgave 4. Finn tre vektorer x, y og z i planet, alle ulik nullvektoren, slik

at
x+y+z=0.

Oppgave 5. Lav = (1,1,1) og w = (2,0, 3).
a) Beregn v +w, og 3v.
b) Beregn normen (lengden) til de to vektorene, dvs. ||v|| og ||w]||.

¢) Beregn skalarproduktet v - w.

d) Bestem den transponerte til v, altsa v7.

Oppgave 6. La igjen v = (1,1,1) and w = (2,0, 3).
a) Finn en vektor x som lgser likningen
v+2w+x=0.
b) Kan du finne alle vektorer x som loser likningen over?
Oppgave 7. Lav =(2,1,1) ogw = (—1,1,0).
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a) Finn normen (lengden) til v, altsa ||v||.

b) Betrakt funksjonen f: R — R gitt ved f(s) = ||v + sw||?.

c) Regn ut f(s) for et par verdier av s. Prov a finne minimum av f.
Oppgave 8. La vy = (2,1,1) og vo = (—1,1,0).

a) Beregn lineerkombinasjonene vy + 2vy, 3vy + 2vy, 1.5v — 2v,.

b) Betrakt lineerkombinasjonen avy + bvy. Skriv opp likningen

avy +bvy =0
pa komponentform.

c) Bruk forrige punkt til a vise at vy og Vo er lineert uavhengige. (Hint:
vis at eneste losning er a =b=0.)

c) Siden vi her hadde to vektorer kunne vi ogsa ha argumentert slik: vi og
vy er ikke parallelle, sa derfor er de lineert uavhengige.

Oppgave 9. La vi = (1,0), vo = (0,1)) og v3 = (3,2).
a) Kan du finne en lineerkombinasjon z av vy og vy slik at z = v3?
b) Er vy, va, v3 lineert uavhengige?

Oppgave 10. La v; = (1,1,1,1), vo = (0,1,1,1), v3 = (0,0,1,1), v4 =
(0,0,0,1).

a) Vis at vy, v, v3, vy er lineert uavhengige

Oppgave 11. La vi = (a,1,1,1), vo = (0,b,1,1), v3 = (0,0,¢,1), v4 =
(0,0,0,d) der a,b,c,d er reelle tall.

a) Vis at vy, Vo, V3, vy er lineert uavhengige hvis alle tallene a,b,c,d er
ulik 0.

b) Hwva skjer hvis minst ett av tallene a,b,c,d er lik 07

Oppgave 12. La vi og vy vere to vektorer ©+ R™, begge ulik nullvektoren.
Anta at vy, vy er lineert uavhengige.

a) Finn en vektor w # 0 slik at v, v, W er lineert avhengige.
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b) Kan du finne alle slike vektorer w med egenskapene i a)?

Oppgave 13. La

1
A=1|2 -
0

N — O

0 0 2 1
4|, B=|103
1 1 11
a) Beregn 2A, 0B, —B, A+ B, A— B, 2A+ B.

b) Beregn AT og BT. Hva er (A+ B)T?

¢) Beregn A+ B+ AT.

Oppgave 14. La

a) Beregn x* og (x7)T.
b) Forklar hvorfor x +xT ikke har mening.

Oppgave 15. La

L 1
A=12 4|, x= { 5 ] .
3 —1
a) Hvorfor har produktet Ax mening? (sjekk dimensjon)

b) Beregn Ax.

c) Ax er en lineerkombinasjon av hvilke vektorer (ut fra A)?

Oppgave 16. La

1 0
A=12 4 ,B_{é_}}
3 —1

La x og 'y vere hhv. forste og andre kolonne i B.
a) Beregn Ax og Ay.
b) Beregn AB.
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¢) Hva er sammenhengen mellom det du beregnet i a) og b)?

Oppgave 17. La

o O =
o = O

0
P=10
1

a) La I vere 3 x 3 identitetsmatrisen. Hva er I%, I3, etc
b) Beregn P? og P3. Hva med P* og videre?
c) Hva er Px der x € R3?

Oppgave 18. La

a) Hvorfor er A invertibel?

b) Finn den inverse B = A" til A. Sjekk at AB = BA = I,.

Oppgave 19. La
P=

O = O

1
0
0

— o O

a) Se oppgave over der du beregnet potenser av P. Hva er P3?
b) Vis at P er invertibel og finn P~

Oppgave 20. La

1 0
A=12 4 ,32[5_1}
3 —1
La x o9y vere hhv. forste og andre kolonne i B.
a) Beregn skalarproduktet (prikkproduktet) x -y .

b) Beregn matriseproduktet xTy.

¢) Hva blir xy ?
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Oppgave 21. La

a) Vis at A er invertibel og finn A7

b) Samme sporsmal, na for diagonalmatrisen med diagonal a,b, c.

Oppgave 22. La
Ao V3/2 —1/2
- i)

a) Vis at kolonnene til A er ortogonale (regn ut skalarprodukt), og har

norm 1.
b) Vis at A er invertibel og at A1 = AT, dvs. at A er en ortogonal matrise.
Oppgave 23. La 0 vere et tall; tenker pa det som vinkel © radianer.

| cosf —sinf
| sinf  cosf |-

a) Vis at kolonnene til A er ortogonale (beregn skalarprodukt), og har norm
1.

b) Vis at A er invertibel og at A=t = AT, dvs. at A er en ortogonal matrise.

(1))

a) Los likningssystemet Ax = b ved a skreve det pa komponentform (og
bruke eliminasjon).

Oppgave 24. La

b) Beregn A™! og sjekk at A='b gir losningen i a).

Oppgave 25. La

-1 ) e [2]

a) Beregn determinanten til A og til B.

b) Hva er det(AB)?
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Oppgave 26. La A vere en invertibel n X n matrise.
a) Hvis det(A) = 1/4, hva er da det(A™!)?
Oppgave 27. Betrakt det lineere likningssystemet

r1 —T2 = 3
21’1 —XTy = 0.

a) Erx = (1,1) en losning av systemet?
b) Los likningssystemet.
c) Skrive likningssystemet pa matriseform Ax = b.
d) Finn A7', og beregn A~'b.
Oppgave 28. Betrakt likningssystemet
201 + a9 = 1.
Altsa: én likning med to ukjente.
a) Finn to ulike lgsninger av systemet.
b) Finn alle losninger av systemet.
Oppgave 29. Betrakt det lineere likningssystemet

T —21'2 +2£C3 = 10
31‘2 —T3 0
21‘3 = 6.

a) Erx = (1,1) en losning av systemet?

b) Los likningssystemet.

c) Skrive likningssystemet pa matriseform Ax = b. Er A invertibel?
Oppgave 30. Se pa systemet i forrige oppgave.

a) Skriv systemet pa matriseform Ax = b.

b) Los likningssystemet ved radoperasjoner pa den utvidede matrisen

(A b].

148



Oppgave 31. Betrakt det lineere likningssystemet

T —2232 +2$3 = 2
31’2 —xr3 =
2$1 +x3 = 5.

|
DO

a) Los likningssystemet.

Oppgave 32. La A vere en m X n matrise og b € R™.

a) La x1 0g Xo begge veere losninger av Ax = 0. Vis at da er x; + X3 0gsd
en lgsning av samme likning.

b) Samme sporsmal som i a), bortsett fra at du skal vise at t1X; + taXs
ogsa en lgsning av Ax = 0, for alle t1,t5 € R.

c) Anta at x1 09 Xo begge er lgsninger av Ax = b. Regn ut A(t1x; + t2xs).
For hvilke t1,ty vil t1xq1 + taXo 0gsa vere en lgsning av AX = b.

Oppgave 33. Betrakt mengden H = {ae® + bx? : a,b € R}.

a) Vis at H er et vektorrom under addisjon og skalar multiplikasjon.

a) Huvilket “naturlig” storre vektorrom V inneholder H ?

Oppgave 34. La V vere et vektorrom, og la S = {vi,Vy, V3, v4} veere en
mengde med lineert uavhengige vektorer v V.

a) Vis at delmengden {v1,va,v3} ogsa er lineert uavhengig.

b) Prov a vise det mer generelle resultatet: Enhver delmengde av en lineert
uavhengig mengde er lineert uavhengig.

Oppgave 35. La S = {1,23} som er en delmengde i vektorrommet av alle
funksjoner fra R til R.

a) Vis at er lineert uavhengig.

b) La W vere underrommet utspent av S. Er funksjonen 4 — 3x? i W ?
Hva med funksjonen 2 + x?

Oppgave 36. La

0] [t
S={11|,|1]}.
0] [1
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a) Bestem underrommet W av R® som S utspenner.

b) Finn en vektor som ligger i W og en som ikke gjor det.

Oppgave 37. La T vere lineeravbildningen T : R? — R? gitt ved

T(v) = Av
der A er matrisen
1 -1 4
A=11 -1 4
3 =3 12

a) Vis at andre og tredje kolonne i A begge er et multippel av forste kolonne.
b) Hva er rank(A)?
¢) Hva er dimensjonen til nullrommet til A.

d) Finn en vektor, ulik nullvektoren, som ligger i nullrommet til A.

Oppgaver relatert til maskinlaering:

Oppgave 38. Betrakt den lineere funksjonen:

D
flxy,z0,...,2p) = de:vd—i-b.
d=1

a) Skriv om funksjonen med vektornotasjon.

Hint: Definer forst w = [wy,...,wp]" o9 x = [x1,...,2p]", og

vis at Zle WyTy = W' X.
b) Forklar at mengden { x € RP | f(x) = b} stdr ortogonalt pd w.

Oppgave 39. I maskinlering/Al er vi ofte interessert i hvor like vektorer
er. Dette kan for eksempel veere for a sammenligne tekst og bilder.

Gitt to vektorer vy og vy kan vi for eksempel se pa ||vy — valla. En mer
brukt metode (i hvert fall innenfor tekstdomenet) er sakalt cosinuslikhet, som
gir cosinus til vinkelen mellom vektorene, og er gitt ved:

VIVZ

os(vi:ve) = [ vl

150



a) Vis at

.
COS(V V): ML :( Vi >T< V2 )
1, ¥2 v [[V][2 vill2 [vall2 ) -

Altsa at vi bade kan regne ut indreproduktet forst og deretter normalisere,
men ogsa normalisere vektorene forst og deretter beregne indreproduktet.

b) Betrakt nd vektorene wy = [1,0,3]" og wy = [2, —1,1]". Finn cosinus-
likhet ved a normalisere vektorene forst.

Vi skal na se pa hvordan vi effektivt kan finne cosinuslikhet mellom mange
vektorer. Tenk deg at du har 100 tekster; du har brukt en maskinleringsmodell
for d gjore om alle disse til vektorer av lengde 64. Altsd har vi at v; € R5* er
kolonnevektorer for:=1,...,100.

c) Forklar at vi kan systematisere denne informasjonen i en (100 x 64)-
matrise V, der rad i er v,

i

d) Vi gjor nd matrisemultiplikasjonen VV' . Forklar at oppforingen pd
posisjon (i,7) er
(VVT)Z']‘ = VZ-TVj.

Lav; =v;/|Vill2 0g la V vere V der rad i er v, . Vis at

(VV )iy = v = cos(vi,v,),

slik at VV'T inneholder alle cosinuslikheter.
e) Regn ut 3120V T,

f) Anta at du har n tekster. Hvor mange indreprodukter ma du beregne
for a fylle hele cosinuslikhetsmatrisen? Hvordan skalerer dette seq nar
n gker?
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Kapittel 5

Matriser og konveksitet

5.1 Kvadratiske funksjoner og kvadratiske for-
mer

De enkleste funksjonene, men ogsa mest brukte, er de lineere. Et eksempel
pa en linezer funksjon f : R? — R er

f(x) =2z, +5x9 der x = (z1,72) € R2
Generelt er en lineaer funksjon fra R” til R pa formen
x = ¢'x =121 + cawy + -+ Gy

der ¢, o, ..., ¢, er gitte reelle tall. En affin funksjon er en lineser funksjon +
en konstant (som kan vaere 0!). Sa disse funksjonene har bare forstegradsledd.

Ofte mgter vi mer kompliserte funksjoner med kvadratiske ledd og produkt
av par av variable. En kvadratisk funksjon fra R” til R er pa formen

H(x) = Z a;;T;T; + Z cix; +d
i i

der a;;, ¢; og d er gitte reelle tall (for hver ¢ og j). Det forste leddet her,
Zi’ ; Qi L%, er den ulineaere delen og kalles en kvadratisk form. Et eksempel
pa en kvadratisk funksjon er

H(Il,xg) = 31’% — Ig + 2129 + 71’1 — T + 8,

og den tilhgrende kvadratiske formen er Q(z;,x2) = 323 — 23 + x175.
Vi skal na studere kvadratiske former. Disse dukker opp i geometri nar
man analyserer kjeglesnitt (i planet, nar n = 2: ellipse, parabel, hyperbel).
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Kvadratiske former er ogsa sveert viktige i optimering for a avgjere om et
stasjongert punkt er minimum (minimumspunkt), maksimum, eller ingen av
delene. Vi minner om at et stasjonaert punkt for en funksjon f er et punkt
x der alle partielle deriverte er 0, sa

0f(x)/0z; =0 for hver 7.

Dette er det samme som kritisk punkt (siden funksjonen er deriverbar) I
dette tilfellet vil en bestemt kvadratisk form som involverer annen ordens
partiellderiverte, og fortegnet av denne, veere avgjgrende for om vi har f.eks.
minimum.

En kvadratisk form (pa R") er en funksjon @ : R® — R som er en
lineserkombinasjon av ledd av typen z? eller a;x; (der i # j). Her er noen
eksempler nar n = 2.

Eksempel 5.1.1.

Q1(x)
Qs3(x)

Vi kommer til a veere opptatt av fortegnet til kvadratiske former, altsa
fortegnet til funksjonsverdien for ulike x. I eksempelet over ser vi at Q1(x) > 0
for alle x € R? fordi Q; er sum av to kvadrater. Derimot kan @, bli bade
positiv og negativ, avhengig av x, f.eks. er Q2(1,0) =5 og Q2(0,1) = —3. For
Q3 er det ikke helt opplagt hva som kan veere tilfelle, men det finner vi ut av
senere.

En generell kvadratisk form for n = 2 er

3+ 12, Qo(z) =527 — 323, og

x? — 8119 + 373

Q(x) = axi + bryxs + 13

der x = (x1,x2) og a, b og c er gitte konstanter.
Vi skal na knytte kvadratiske former til matriser, og snart se at enhver
kvadratisk form pa R™ kan skrives pa formen

x?Ax, der A er en symmetrisk n x n matrise. (5.1)

Dette leder til at man kan forenkle kvadratiske former slik vi omtaler senere.
La oss se hvordan vi kan skrive de tre kvadratiske formene i Eksempel

[.1.1] via matriser. Vi har

Qu(x) =22 + a3 = [ o m[g ‘fH]



For a se dette kan det veere lurt a huske pa folgende generelle resultat (som
man far ved a regne ut)

ai1 Qaig Ty . 2 2
[ 1 X9 } = anry + Q1971 T2 + A21T2X1 + A22T5
21 Q22 T2

_ 2 2
= aj1x] + (a2 + a21)T1T9 + a9075.

Fra dette ser vi ogsa at

Qg(X):LC%—8$1‘T2+3£C§:[ZL'1 mg}[_i ;l:||:§;:|

Legg merke til at vi valgte a bruke en symmetrisk matrise her. Det er fullt

mulig a skrive den kvadratiske formen med usymmetriske matriser, men det

er ikke sa gunstig. Grunnen er at man kan analysere kvadratiske former ved

a studere tilhgrende symmetriske matriser, og for slike matriser har vi den
viktige spektralteorien a stotte oss til.

Neste eksempel viser hvordan vi handterer kvadratiske former nar n = 3.

Eksempel 5.1.2. La x = (71,79, 73) € R? 0g
Q(x) = axt +bxyxy + cas + dwgrs + ex; + f 1173,

Da er
a b/2 f/2 el
Qx) = [ T, To T3 ] b/2 c dj2 To
f/2 dj2 e T3

Ut fra disse eksemplene skulle det vaere klart hvordan man gjgr samme
omskrivning for kvadratiske former pa R"™. Vi ser da at vi like gjerne kan
definere en kvadratisk form pa R™ som en funksjon @) : R” — R pa formen
, dvs. Q(x) = xT Ax for en symmetrisk n x n matrise A.

Legg merke til at kvadratiske former for diagonalmatriser er “enkle”, f.eks.

4 0 0
x' [0 1 0 |x=4z}+ 23+ 323
00 3

Med “enkel” menes at det ikke finnes noen kryssledd av typen z;x; der i # j.
Generelt har vi at hvis D= diag(d, ds, .. .,d,) og Q(x) = xT Dx der x € R",
sa er
Q(x) = d12? + dyxs + - - + dp2>.
En viktig fordel med slike kvadratiske former ) uten kryssledd er at vi
enkelt kan avklare om @ alltid er > 0 (eller alltid < 0, eller kan anta bade
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positive og negative verdier). Dette spgrsmalet er viktig i optimering, og vi
vender tilbake til dette.

Det viser seg at alle kvadratiske former kan forenkles slik at man ikke
har kryssledd! Dette kan gjgres ved a foreta et variabelskifte. La oss se pa et
eksempel.

Eksempel 5.1.3. Betrakt den kvadratiske formen
Q(l’l, $2) = 9.’17% + 3.1'% — 6$1.Z'2

der vi altsa har kryssledd. Det neste vi gjor kan virke litt magisk! La oss
innfore nye variable y; og yo ved at disse er definert som

Y1 =Ty + T2, Yo = 2T — Ty, (5.2)

og betrakt en ny kvadratisk form Q'(y1,y2) = y7 + 2y3. Sd, Q' er en kvadratisk
form i variablene y1,y2, og den er uten kryssledd. Vi setter inn uttrykkene

foryi og ys fra og far

Q'(y1,y2) = yi + 25
= (21 + 12)* 4+ 2(221 — x2)°
= 2% + 20179 + 75 + 2(42% — dx1T9 + 73)
= 92% + 322 — 6179
= Q(z1, x2).
Dette betyr at

Q(x1,79) = Q'(y1,y2) nar (z1,z2) og (y1,y2) er relatert ved (5.2).

Sa med nye variable har vi skrevet om den kvadratiske formen til en ny
kvadratisk form uten kryssledd.

Som nevnt i eksempelet kunne det virke nsermest magisk a komme opp

med nettopp dette variabelskiftet, og den bestemte nye kvadratiske formen.
Neste resultat er viktig, for det sier at en slik forenkling alltid er mulig.

Hvordan man gjor det, omtaler vi kort under (og detaljer er i stjernemerket
seksjon).

Proposisjon 5.1.1. La Q(x) vere en kvadratisk form i variable x = (x1, xa, . ..

Da finnes det et “lineert skifte” over i nye variable y = (y1, Y2, ..., Yn) gitl
ved
y =Vx

og en kvadratisk form iy, Q'(y), slik at Q' ikke har kryssledd og der
Q(x) = Q/(y) nary = Vx.
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Dette resultatet sier altsa at kvadratiske former alltid kan forenkles. Bevi-
set for resultatet stotter seg til spektralteoremt for symmetriske matriser, og
det gir ogsa en metode for a finne variabelskiftet over. Dette er beskrevet i
detalj i (stjernemerket) Seksjon Kort fortalt er metoden a finne egenvek-
torer og egenvektorer for matrisen A (der Q(x) = x* Ax) og bruke disse til
variabelskiftet; man far en ny basis og y gir koordinatene i denne nye basisen.
Egenverdiene A, g, . .., A, til A dukker opp som koeffisienter foran y?-ene sa
den nye kvadratiske formen er

Q'(y) = Myi + Aoy + - + Ay (5.3)

5.2 Klassifikasjon av matriser og kvadratiske
former

La Q(x) = xT Ax vaere en symmetrisk kvadratisk form pa R2, sa vi har

n n

Qx) = Z aiix? + Z(aij +aj)riv; = Z au-x? + Z 2a;;x,7;

i=1 i<j i=1 i<j

Da kan vi bestemme de partielle deriverte. For ¢ < n far vi

8@(}()/6@ = 2@221’1 + Z 2a¢j$j = Q(AX)Z
J#

Det betyr at gradienten til () er
VQ(x) = 2Ax.

Dermed ser vi at origo 0 er et stasjongert punkt for @, idet VQ(0) = 0. Et
naturlig spgrsmal er derfor: hva slags stasjonsert punkt er 07

For & svare pa dette trenger vi a definere noen viktige begreper. En
kvadratisk form @ pa R"™ kalles

e positiv definit dersom Q(x) > 0 for alle x # 0. Da er 0 entydig
minimumspunkt for Q).

e positiv semidefinit dersom Q(x) > 0 for alle x. Da er 0 minimums-
punkt for Q).

e negativ definit dersom Q(x) < 0 for alle x # 0. Da er 0 entydig
maksimumspunkt for Q).
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e negativ semidefinit dersom Q(x) < 0 for alle x. Da er 0 maksimums-
punkt for Q).

e indefinit dersom Q(x) antar bade positive og negative verdier. Da vil
0 veere et sadelpunkt for Q.

For en symmetrisk n x n matrise A, bruker vi akkurat de samme beteg-
nelsene slik at

e A er positiv definit dersom x7Ax > 0 for alle x # 0.

e A er positiv semidefinit dersom x” Ax > 0 for alle x.
e A er negativ definit dersom x? Ax < 0 for alle x # 0.
e A er negativ semidefinit dersom x7 Ax < 0 for alle x.

A er indefinit dersom x” A x antar bade positive og negative verdier.

Dette betyr at den kvadratiske formen Q(x) = xT Ax og A er av samme
type, f.eks. er begge positiv semidefinit. Typisk vil man mgte disse begrepene
for matriser oftere enn for kvadratiske former. Men problemene man ser pa
kommer gjerne fra kvadratiske funksjoner i flere variable (som er kvadratiske
former).

La oss se pa disse begrepene for den enkleste typen matriser, nemlig
diagonalmatriser.

Eksempel 5.2.1.
|l di 0
=[5 5]
der di,ds € R. For a avgjore om f.eks. A er positiv semidefinit, ser vi pa den
tilhorende kvadratiske formen der x = (xq,x3):

Q(x) = x"Ax = dy22 + dya3.

Vi ser at fortegnene pa dy og dy er avgjorende. Hvis di,ds > 0, vil Q(x) >0
for alle x fordi x3 og x3 begge er > 0; sa da er A positiv semidefinit.

Tilsvarende, hvis di,ds < 0, vil Q(z) < 0 for alle x; sa da er A negative
semidefinit. Huvis dy og do har motsatt fortegn, en er positiv og den andre er
negativ, da vil A veere indefinit. Dette ser vi ved a sette inn hhv. (1,0) og
(0,1).

Endelig, pa samme mate ser vi at A er positiv definit hvis di,ds > 0, og
A er negativ definit hvis dy, ds < 0.
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Neste teorem sier oss hvordan egenverdiene til A bestemmer hvilken type
kvadratisk form vi har. Vi finner svar pa dette ved a tilbakefgre spgrsmalet til
situasjonen vi nettopp behandlet, altsa en diagonalmatrise, og bruke resultatet
vi nevnte i forrige seksjon, se ([5.3)).

Theorem 5.2.1. La A vere en n x n symmetrisk matrise. Den kvadratiske
formen Q(x) = xT Ax pd R™, og matrisen A, er

e positiv definit < alle egenverdiene til A er positive,
e negativ definit < alle egenverdiene til A er negative,

e indefinit < A har bade positive og negative egenverdier.

Merk: tilsvarende gjelder det at @) er
e positiv semidefinit < alle egenverdiene til A er ikkenegative,
e negativ semidefinit < alle egenverdiene til A ikkepositive,

Skisse til bevis: Ved a benytte Proposition [5.1.1| kan vi istedet betrakte

Q'(y) = dyy? + doy 4 - -+ dpy?

der dy,ds, ..., d, er egenverdiene til A (med multiplisitet).
Ved a studere fortegnet til dette uttrykket slik som i Eksempel far
vi etter litt drgfting resultat i teoremet. O]

Eksempel 5.2.2. La Q(z) =512 — 4179 + 522

5
—2
er @ positiv definit. Dermed er (0,0) et entydig minimumspunkt for Q.

Siden A = {

-2 . - .
5 } har egenverdiene 3 og 7, som begge er positive, sa

5.3 Konveksitet

Vi skal na se pa noen begreper som er grunnleggende for optimering, nemlig
konvekse mengder og konvekse funksjoner. Dyp laering i maskinleering er en
spesiell type optimering, sa det er viktig a kjenne noe til dette feltet. Noen
referanser om konveksitet er Il 5].

La oss starte med (punkt)mengder i planet, sa la A C R%. En enkel mengde
er et rektangel, f.eks. A = {(u,v) € R? : 0 < u <3, 1 < v < 3}. Velg to
punkter i A, x og y, og se pa linjesegmentet Ly, mellom x og y. Legg merke
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til at hele Ly ligger i mengden A. Uansett hvilke to punkter x og y vi velger
i A, sa vil det samme veere tilfelle. Dette er en viktig egenskap, og vi sier at
mengden A er konveks. Vi kan tenke pa en konveks mengde som en mengde
uten noen “hull” og som “buler ut overalt”.

Eksempel 5.3.1. En konveks mengde C i planet er vist i Fig. [5.3. Linjeseg-
mentet Lyy er inneholdt © C. Derimot har vi en ikke-konveks mengde A i
Fig. og linjesegmentet Ly inneholder punkter utenfor A.

Figur 5.1: En konveks mengde i planet.

Figur 5.2: Tkke konveks mengde.

Generelt, for en mengde C' C R”, sier vi at C' er konveks dersom for alle
x,y € C sa er
Ly, CC

der linjesegmentet Ly, mellom x og y er definert ved
Ly ={(1=XNx+Ay:0< A< 1}

Legg merke til at
(1=XNx+ Ay =x+ Ay —x)

som nar A varierer mellom 0 og 1 gir alle punkter pa linjesegmentet (slik
vi kjenner fra skolen). Punktet (vektoren) (1 — A\)x + Ay kalles en konveks
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kombinasjon av x og y. Mer generelt kan vi lage konveks kombinasjoner av
flere vektorer
z = M x + Aox® 4 -4 N x®)

der xM x@ . x® € R og \; >0 (i < k) og 3.F | A\, = 1. Vi kan tenke
pa dette som en “blanding” av vektorene, f.eks. for k = 3, kan vi ha 30% av
x| 50% av x@, 20% av x®), som svarer til

z = 0.3x® +0.5x® 1+ 0.2x.

Dette betyr at vi har samme kombinasjon for hver komponent i, sa z;, =
O.sz(»l) + 0.5x§2) + 0.29553) fori=1,2,...,n.

Man kan vise at en mengde C' C R" er konveks hvis og bare hvis den
inneholder enhver konveks kombinasjon av (to eller flere) punkter i C. I

Fig. er z er en konveks kombinasjon av X;, X3 0g X3.

X3

X1 X2

Figur 5.3: En konveks kombinasjon.

La oss se pa viktige eksempler pa konvekse mengder. Et lineaert system
er et system av lineaere likninger og/eller linesere ulikheter i endelig mange
variable. Lgsningsmengden til et linesert system kalles et polyeder. For
eksempel er

ZL’1—|—I2:3, x120, IQZO

et linezert system i variablene 1, x9. Lgsningsmengden er punktene (1,3 —1z1)
der 0 < z; < 3.
Dette betyr at ethvert polyeder P i R" har formen

P={xeR": Ax <b} (5.4)

der A = [a;;] er en m X n matrise og b € R™, og der < betyr komponentvis
ulikhet, altsa at (Ax); < b; for hver i < m. Pa komponentform er Ax < b
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folgende lineaere system

a1 + 122 + .. + A1nTy < b1
anry + anry + -+ agr, < by
Am1T1 + Am2T2 + - + AmnTn < bm

Vi kunne her ha skrevet et polyheder pa formen
{xeR": Ax < b, Cx =d}

for a fremheve at vi kan ha linezere likninger, ikke bare ulikheter. Men enhver
lineger likning kan skrives som to linesere ulikheter (en ulikhet hver veil), sa
derfor er en generell form.

Et viktig eksempel i R™ er polyedret

Sn:{($1,$2,...,xn) ER”Il ZO(ZSH), Za}z: 1}

i=1

S, kalles standardsimpleksen i R", se Fig. for tilfellet n = 3.

Et annet eksempel er linesere underrom; ethvert linesert underrom L er en
konveks mengde. Dette skyldes at L kan skrives som lgsningsmengden til et
(homogent) linegert likningssystem.

Figur 5.4: Standardsimpleks i R3.

Polyedre er sveert viktige i optimering fordi mengden vi optimerer over, de
tillatte punktene, ofte er et polyeder. Dessuten, i mer kompliserte situasjoner,
vil man gjerne bruke polyedre til a approksimere mengden av tillatte lgsninger.
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Eksempel 5.3.2. Fig. viser et polyeder i R3, og dette kalles dodekaedret
D. Det er 20 hjorner, hvert angitt ved et gult punkt. Et hjorne er et punkt
pa randen som tkke kan skrives som konveks kombinasjon av andre punkter
i mengden (“spissene”). D har 12 sideflater som er pentagoner (regulere
femkanter) angitt i rodt. Videre har D 30 kanter som er linjesegment i
blatt, som hver forbinder to “nabohjorner”. Dodekaedret er et sakalt requlaert
polyeder, sa sideflatene og kantene er like og regelmessige. Det er ett av de
fem requlere tre-dimensjonale polyedrene, og disse kalles Platonske legemer.

Figur 5.5: Et dodekaeder. (Kilde: Wikimedia)

Vi definerer en kule i R” med sentrum i a og radius r ved
B(a;r) ={x e R": ||x —a| <r}.

For eksempel, hvis n = 2, a = (0,0) og = 1, er B(a;r) enhetssirkelen med
sentrum i origo og radius 1 samt alle punkter inne i sirkelen. Dette er det
samme som alle punkter med avstand hgyst 1 fra origo. Se Fig. [5.6] for tilfellet
n = 3.

Figur 5.6: Kule. (Kilde: Wikimedia)
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Proposisjon 5.3.1. (i) Hvert polyeder er en konveks mengde.
(17) Enhver kule B(a;r) er en konveks mengde.

Bevis. La polyedret P veere de punkter x som oppfyller Ax < b, foren m xn
matrise A og b € R™. Anta x and y ligger i P, sa Ax < b, og Ay < b. Da er

AQx+ (1= A)y) = Mx + (1 = \)Ay < Ab+ (1 — A)b = b.

Dette viser at AAx + (1 — \) Ay ogsa ligger i P, sa P er konveks.
Betrakt kulen B(a;r). Vi minner om trekantulikheten som sier at

|lu+v| < [ul| +||v] nar u,v € R™
Lax,y € B(a;r) og\ € [0,1]. Da er

(1 = A)x + Ay) — &

(1= A)(x—a)+ Ay —a
(1= x—a)| + My —a)l
(1 =A)lx—al +Ally —al
(I=Nr+Ar=r.

IN

IN

Sa derfor er B(a;r) konveks. O

Vi nevner ogsa et fundamentalt resultat om polyedre, uten a ta detaljer.
Et ekstrempunkt i et polyeder P er et punkt x € P som ikke kan skrives
som konveks kombinasjon av andre punkter i P. I polyedret (dodekaedret) i
Fig. er ekstrempunktene nettopp hjornene, de gule punktene. Betrakt en av
sideflatene (rgdt) F' som da inneholder 5 ekstempunkter. Da vil ethvert punkt
i F' kunne skrives som en konveks kombinasjon av disse 5 ekstrempunktene.
Tilsvarende for en kant: hvert punkt pa en kant er en konveks kombinasjon
av de to ekstrempunktene. Og faktisk kan ethvert punkt i P skrives som en
konveks kombinasjon av alle ekstrempunktene til P. Dette er eksempler pa
et generelt resultat om polyedre og ekstrempunkter, men som vi ikke gar
neermere inn pa her.

5.4 Konvekse funksjoner

I forrige seksjon sa vi pa konvekse mengder, og i denne seksjonen gar vi videre
med konvekse funksjoner. Disse funksjonene er viktige for optimering fordi
(lpst sagt):

o Vi kan lgse minimeringsproblemer for konvekse funksjoner over konvekse
mengder pa en effektiv mate!
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e Videre kan vi si at optimeringsproblemer som “mangler konveksitet” er
typisk vanskelige a lgse.

Vi starter med a se pa funksjoner fra R til R. Da kan vi tegne grafen,
og hvis grafen “krummer oppover” er funksjonen konveks, se Fig. [5.4l Som
definisjon er ikke dette presist nok, sa her kommer definisjonen, og den kan
brukes ogsa for funksjoner definert pa en konveks mengde i R".

Y

Figur 5.7: En konveks funksjon.

La f: C — R der C C R" er en konveks mengde. Vi sier at f er konveks
(f er en konveks funksjon) dersom

S =Ax+Ay) <A =-Nf(x)+Af(y) (x,yel,0<A<1). (5.5

Dette kan tolkes geometrisk, se Fig. [5.4} betrakt to punkter pa grafen
til f, P, = (x, f(x)) og P> = (x, f(y)); da ligger grafen til f, restriktert til
linjesegmentet Ly, under det rette linjesegmentet mellom disse to punktene
P1 0og PQ.

Vi sier at en funksjon f er konkav dersom — f er konveks.

Eksempel 5.4.1. Funksjonen f : R — R gitt ved f(x) = 2> +3x — 1 er
konveks (prov d tegne grafen!). Mer generelt, funksjonen f(x) = ax?® + bx + ¢
der a > 0 er konveks. Huvis a < 0, er funksjonen konkav.

Legg merke til at vi krever at definisjonsmengden C' for f skal veere
konveks. Dette er for a sikre at konveks kombinasjonen (1 — A\)x + Ay ogsa
ligger i C' (ellers kunne f veere udefinert i dette punktet).

Enhver linezer funksjon, og enhver affine funksjon, er konveks. Her er
linezer funksjon en funksjon pa formen x — c¢’x der ¢ € R", mens en affin
funksjon ogsa kan ha et konstantledd, sa x — c’x 4 d der d € R.

Noen flere eksempler pa konvekse funksjoner fra R™ til R er:
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Py

Py

Figur 5.8: Tolkning av konveksitet.

(i) f(x) = x| (Euklidsk norm).
(ii) f(x) = eXi=1% der x = (2,29, ..., Ty).
(iii) f(x) = "™ der h : R™ — R er en konveks funksjon.
(iv) f(x) = max; ¢g;(x) der g; : R" — R er en affin funksjon (i < m). Dette

er punktvis maksimum av affine funksjoner, og slike funksjoner vil typisk
ha enkelte punkter der de ikke er deriverbare. Samme resultat gjeler for
punktvis maksimum av konvekse funksjoner. Dette er et nyttig resultat
for anvendelser.

Neste resultat kalles Jensen’s ulikheﬂ og handler om konvekse funksjo-
ner og konveks kombinasjoner. Det kan vises ved induksjon.

Theorem 5.4.1 (Jensen’s ulikhet). La f: C' — R vere en konveks funksjon
definert pa en konveks mengde C C R™. Hvis xM,x® ... x% e C og
A, Az, oo, A > 0 oppfyller Z?Zl A =1, saer

FO® o x®) <A (WD) o N f(xB). (5.6)
Eksempel 5.4.2. Et eksempel pa Jensen’s ulikhet nar k = 3 er
£(0.4xW 4+ 0.5x@ 4+ 0.1x®) < 0.4f(xM) +0.5F(x?) + 0.1f(xP).
Videre, hvis alle vektene er like, altsa A\ = Ay = A3 = 1/3, far vi

FA/3)ED +xP +x)) < (1/3)(FxY) + f(x@) + f(x))

1Ulikheten har navn etter den danske matematikeren Johan Jensen (1859-1925)
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som betyr at funksjonsverdien i gjennomsnittet av punktene er mindre enn
eller lik gjennomsnittet av funksjonsverdiene. Det samme gjelder for generell
k (flere punkter).

Merk at nar k = 2 faller Jensen’s ulikhet sammen med ulikheten i defi-
nisjonen av en konveks funksjon. Denne ulikheten kan vi sammenlikne
med tilfellet der f er en lineser (eller affin) funksjon: da holder ulikheten med
likhet, og vi kan “flytte f inn” pa hver x9). Men for konvekse funksjoner far
vi altsa ulikhet nar vi gjor dette. Dessuten gjelder dette bare for konveks
kombinasjoner (ikke lineser kombinasjoner, som er mer generelt).

Laigjen f : C — R veere en funksjon der C' C R" er en konveks mengde.
For optimering, eller minimering, gnsker vi a finne et (globalt) minimumspunkt
x* som altsa betyr at

f(x*) < f(y) foralley € C.
En interessant type mengde er subniva-mengden definert ved
Si(a) = {x € C: f(x) < a}

der a € R. Dette er altsa alle mulige x € C' der funksjonsverdien er hgyst a. Et
eksempel er vist i Fig. der subnivamengden er linjesegmentet markert med
tykk skrift. Spesielt, hvis ¢* = min{f(x) : x € C} = f(x*) (sa vi antar at f
har globalt minimumspunkt x*) er S¢(a*) lik mengden av optimale lgsninger.

Figur 5.9: Subniva mengde.

Optimeringsalgoritmer bestar gjerne i a finne en sekvens av punkter i C'



med stadig lavere funksjonsverdier, sa
F) > Fx0) > f) > o

(noen ganger er det >). Dette betyr at de tilhgrende subniva-mengdene
Si(a), der o = f(x®), blir stadig mindre mengder, inntil vi forhapentligvis
er neer Sy(a*), og problemet er lgst.

For konvekse funksjoner er disse subniva mengdene spesielt attraktive,
som neste resultat sier.

Proposisjon 5.4.2. La C' C R" vere en konveks mengde og betrakt en
konveks funksjon f : C'— R. La a € R. Da er subniva-mengden S¢(a) en
konveks mengde.

Dette innebeerer at hvis vi for eksempel har to optimale lgsninger z* og
y*, sa vil ogsa enhver konveks kombinasjon

z=(1-x"+\y"

ogsa veere en optimal lgsning!

Det er et flott resultat som knytter sammen konvekse mengder og konvekse
funksjoner. Vi gir dette uten bevis. For en funksjon f: R"™ — R definerer vi
epigrafen til f som fglgende mengde i R™™ (eller i R" x R, hvis vi vil veere
pirkete)

epi(f) = {(x,9) eR"" 1y > f(x)}.

Sa derfor er epi(f) all punktene som ligger pa eller over grafen til f.

Theorem 5.4.3. Betrakt en funksjon f : R™ — R. Da er f konveks hvis og
bare hvis epi(f) er en konveks mengde.

Dette gir altsa en sveert naer sammenheng mellom konvekse funksjoner
og konvekse mengder. Det betyr i stor grad at resultater kan “oversettes”
fra mengder til funksjoner og omvendt. Vi skal ikke gjgre mer ut av dette
samspillet her.

Konvekse funksjoner har en rekke fine egenskaper. For eksempel er de
deriverbare nesten overalt (som har en presis betydning). Hva med kontinuitet?

Theorem 5.4.4. La f : C — R vare en konveks funksjon definert pa en
apen konveks mengde C C R™. Da er f kontinuerlig pa C.

Dette er et viktig resultat, men veer oppmerksom pa at en konveks funksjon
kan veere diskontinuerlig pa randen av definisjonsomradet. For eksempel,
funksjonen f : [0,1] — R gitt ved f(0) = 1 and f(x) = 0 for z € (0,1] er
konveks, men er diskontinuerlig i x = 0.

Et nyttig resultat for a avgjere om en gitt funksjon er konveks er folgende.
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Theorem 5.4.5. La f : C' — R wvere en konveks funksjon definert pa en
apen konveks mengde C' C R™. Anta at f har kontinuerlige annen-ordens

partielle deriverte pa C.
Da er f konveks hvis og bare hvis Hesse matrisen V2 f(x) = [0f(x)/0x;x;]
er positiv semidefinit for hver x € C.

Sa her fikk vi en forbindelse tilbake til seksjonen om positiv semidefinite
matriser.

Eksempel 5.4.3. Vi ser igjen pa funksjonen f : R — R gitt ved f(x) =
ax® + bx + ¢ der a > 0. Hesse matrisen ndar n = 1 er rett og slett den
andre-deriverte, f"(x). Vi har

f(z) =2ax+0b, f"(x)=2a>0,

sa f er konveks.
La na n = 2 og betrakt

f(x) =527 —dxyxe + 525 =" Az

5 =2
A= { o ] |
I forrige seksjon sa vi at dette var en kvadratisk form der tilhgrende matrise A

hadde egenverdiene 3 0og 7, sa A er positiv definit og dermed positiv semidefinit.
Da folger det av Teorem at f er en konveks funksjon.

der

En viktig klasse av konvekse funksjoner er bestemte kvadratiske funksjoner.
La A veere en symmetrisk n X n matrise som er positiv semidefinit og betrakt
den kvadratiske funksjonen f:R" — R

Fx) = (1/2)x"Ax = b"x = (1/2) ) _ ayziz; — i b;;.

(Hvis A er nullmatrisen, er funksjonen lineser, sa la oss se bort fra dette
tilfellet.) Litt regning viser at Hesse matrisen til A i punktet x er A, sa denne
er uavhengig av punktet x. Det fglger da av Teorem at f er en konveks
funksjon.

Tilbake til optimering av en (generell) funksjon f, og anta at en optime-
ringsalgoritme har kommet til et punkt x som potensielt kan veere et lokalt
minimumspunkt for f. Hvordan kan vi sjekke om det er tilfelle? Dette kan
gjores ved a beregne Hesse matrisen Hf(x) og sjekke om den er positiv definit.
Hvis det er tilfellet, vil = veere et lokalt minimumspunkt og algoritmen stopper.
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Ellers vil man gjerne finne en sgkeretning fra x der lavere funksjonsverdier
kan finnes. Dette kan komme ut fra nevnte sjekk av om H(x) er positiv
definit.

En viktig klasse av positiv semidefinite matriser dukker ofte opp i an-
vendelser, nemlig diagonaldominante matriser. Vi sier at en n X n matrise
A = [a;j] er diagonaldominant dersom

il > " lagl (i <n).
J#i
For eksempel er matrisen A i Eksempel diagonal dominant og derfor
positiv semidefinit. (Den er faktisk strengt diagonaldominant, som innebzerer
ekte ulikhet i definisjonen over. Dette medfgrer at matrisen er positiv definit.)
Til slutt tar vi med et teorem som gir en sveert viktig egenskap ved
konvekse funksjoner.

Theorem 5.4.6. La [ : C — R wvere en deriverbar funksjon definert pa en
apen konveks mengde C' C R™. Da er folgende betingelser ekvivalente:

(i) f er konveks,
(i)  f(x) = f(x0) + Vf(x0)"(x —%0)  (x,%0 € O).
Egenskap (ii) sier at forste-ordens Taylor approksimasjon til f i x¢ (som

er hgyre side av ulikheten) alltid underestimerer f, se Fig. 5.4l
Her er en viktig konsekvens av dette for optimering.

Corollary 5.4.7. Under antakelsene i Teorem [p.4.6] har vi at x* € C' er mini-
mumspunkt for f hvis og bare hvis x* er et stasjonert punkt, dvs. V f(x*) = 0.

Bewvis. La x* € C. Vi vet fra tidligere at hvis x* er minimumspunkt, sa ma
Vf(x*) = 0. Omvendt, anta V f(x*) = 0. Ved Teorem [5.4.6] (med x, = x*)
far vi da at

Fx) > f(x) + V) (x—x") = f(x) (x€0),

sa x* er minimumspunkt. ]

Dette betyr altsa at

e for en konveks funksjon definert pa en apen konveks mengde, vil et lokalt
minimum ogsd vere et globalt minimum.

Dette resultatet er sveert viktig, og blir brukt gang pa gang innen opti-
mering. For funksjoner som ikke er konvekse, risikerer man at lokalt minimum
ikke er globalt minimum. Et godt eksempel her er dyp leering, der funksjonen
man minimerer ikke er konveks, sa nar algoritmen terminerer, har man ikke
ngdvendigvis funnet globalt minimum, selv om man gjerne har et lokalt
minimum. Dette er én av utfordringene i maskinleering!
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Figur 5.10: Taylor approksimasjon, konveks funksjon.

5.5 x Variabelskifte 1 kvadratiske former

Et variabelskifte svarer til et bytte av koordinatsystem, f.eks. a dreie begge
aksene 45° mot urviseren. Dette kan gi enklere formler for a beskrive samme
punktmengde i planet.

For en funksjon i to variable, si f : R?> — R er nivAmengder punktmeng-
der der f har samme verdi. Definer

Ni(a) = {x € B f(x) = a},

der x = (21, z3), som nivamengden til f med niva a. Nivémengdexﬂ er vikti-
ge i praktiske sammenhenger, f.eks. for vanlige kart der nivamengdene kan
vise punkter med samme hgyde over havet. Nivamengder for en kvadratisk
form (i to variable) er enkle & beskrive nar man velger passende koordi-
natsystem og nivamengdene man da far er kjente kurver som ellipser eller
hyperbler. I Fig. vises noen nivamengder for the kvadratiske formen
Q(x) = br?—4x x5 + 5x3 som vi ser pa i eksemplet under. Legg merke til at
disse nivamengdene er ellipser, og disse avtar i stgrrelse inn mot minimums-
punktet x = (0,0).

Vi skal ogsa se at kvadratiske former (og symmetriske matriser) kan
klassifiseres i noen hovedtyper. Disse typene er viktige f.eks. nar man studerer
stasjoneere punkter til reelle funksjoner pa R" (ved a se pa Hesse-matrisene).

5 —2
-2 5

Qx) = [ = xz}{_g _EHE}:[“ m[_zifi?ii]

20fte brukes betegnelsen nivakurver nar mengdene faktisk er kurver.

Eksempel 5.5.1. La A = { } 09 Q(x) =xT'Ax. Da er
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Figur 5.11: Nivamengder.

= 21 (521—2%9) + mo(—221 + 5xy) = ST —4x 79 + 53

Vi skal na se at vi kan alltid gjgre om en kvadratisk form til en “enkel”
kvadratisk form uten kryssledd ved et passende variabelskifte.

Et variabelskifte svarer til at vi skifter basis (og dermed koordinatsystem):
hvis

er en n X n invertibel matrise og vi foretar variabelskiftet
y = P7'x, altsd x = Py

sa er y koordinatvektoren til x mhp. (den ordnede) basisen B = {u;, uy,...u,}
(fordi P~! er koordinatskiftematrisen fra standard basisen til B).
Betrakt en kvadratisk form (pa R")

Q(x) =x"Ax der A er en symmetrisk n x n matrise.

Siden A er symmetrisk vet vi at A er ortogonalt diagonaliserbar: det
finnes da en ortogonal n X n matrise P og en n X n diagonalmatrise D =
diag(dy, ds, . .., d,) slik at

A=PDP ' =pDpPT

Dette er fordi P~! = PT, og da er PTAP = D.

Kolonnene i P er da en ortonormal basis B for R bestaende av egenvek-
torer for A tilhgrende egenverdiene dy,ds, ..., d,.

La oss foreta variableskiftet y = P~!x, dvs. x = Py. Dette gir

Qx) = x' Ax = (Py)TA(Py) = yTPTAPy = yTDy.
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Na er .
Q'y):=y"Dy =) dy;
i=1
en kvadratisk form uten kryssledd!
Vi har dermed vist fglgende resultat.

Theorem 5.5.1. [ koordinatsystemet for R™ med akser bestemt av en ortonor-
mal egenvektorbasis B for den symmetriske matrisen A, sa blir den kvadratiske
formen Q(x) = xT Ax gjort om til en kvadratisk form uten kryssledd.

Aksene i koordinatsystemet ovenfor kalles ofte hovedaksene (eller prinsi-
palaksene).

Eksempel 5.5.2. (Fortsettelse av Eksempel|5.5.1)) La igjen

5 =2
e
09 Q(x) = xTAx. Ved litt regning finner vi at egenverdiene til A er 3 og 7,

med tilhorende enhetsegenvektorer uy = \% [ 1 1 , U = \/Lﬁ [ _i } .

=1

Sett P = 2 V2 ] o9 D = diag(3,7). Variabelskiftet x = Py gir da at

V2
x) =x"Ax = y" Dy = 3y7 + Ty = Q'(y)-

S sk

Vi vender tilbake til den generelle teorien, og ser na naermere pa tilfellet
n = 2. Betrakt en kvadratisk form pa R?,

Q(x) = axi+bxyzs + cas.

Hvordan ser nivamengdene til () ut? Vi minner om at nivamengden til ()
svarende til en verdi d € R bestar av alle x = (z1,22) i R? som er slik at
Q(x) = d, dvs. som tilfredsstiller likningen

ari+brize+cas=d
Vi kan da skifte variabel og ga over til koordinatsystemet angitt i Teorem
Likningen ovenfor forenkles da til likningen
iy} + doys = d

der d; og ds er egenverdiene til den symmetriske matrisen A tilordnet Q).
Kurvene bestemt av denne likningen, og dermed niva kurvene til @), lar seg
lett beskrive.

Anta f.eks. at dy,dy og d alle er forskjellig fra 0. Da har vi at
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e hvis dy,ds (og d) alle har samme fortegn sa blir kurven en ellipse

e hvis dy, dy har motsatt fortegn sa blir kurven en hyperbel.

Eksempel 5.5.3. Betrakt likningen 5 2% — 4 x125 + 5 23 = 48, mao.
5 =2
-2 5
I koordinatsystemet bestemt av egenvektorbasisen for A wvi fant da, blir
likningen omgjort til 3y3 + Ty3 = 48, altsd til

Q(x) =48 der Q(x) = xTAx med A =

Ui vs
£ (\/48/7)?

som er likningen for en ellipse.

Eksempel 5.5.4. Eksempel. Betrakt likningen 3 2% +10 1209 + 323 = 2, mao.

5 3

Ved regning finner vi at egenverdiene til A er 8 og —2, med tilhgrende

Q(x) =2 der Q(x) =xTAx med A = [3 5},

1 —1
_ 1 _ 1

enhetsegenvektorer u; = % [ 1 } , Uy = 5 [ 1 ] )

1 =1

Sett P = | V2 Y2 |. Variabelskiftet x = Py gjor da likningen Q(x) = 2

V2 V2

om til likningen
y?
8y —2y2 =2, duvs. ! Yl =1

(1/2)2 ™

Dette er likningen for en hyperbel.

5.6 Oppgaver

1. Betrakt den kvadratiske formen Q(x) = 2% — 2x129 + 223, der z =
(21, x2).

(a) Beregn Q(1,2).
Losning: Q(1,2) =1—-2-1-2+2-22 =5, o

(b) Definer funksjonen (i én variable) f(y) = Q(1,y). Finn funksjonsut-
trykket for f og finn minimum av f over alle y € R.
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Losning: f(y) = 1 — 2y + 2y*. Derivert: f'(y) = —2 + 4y, og f'(y) =0
gir y = 1/2, som ma veere minimumspunkt fordi f”(1/2) = 4 > 0. Dette
gir min f = f(1/2) = 1/2. o

(c) Bruk kvadratsetningen (x; — x9)? = 1?2 — 2x129 + 23 til & vise at
Q(z) > 0 for alle z, dvs. @ er posititiv semidefinit.

Losning: Q(x) = 1?2 — 2m129 + 223 = (23 — 22109 + 23) + 25 = (17 —
19)% 4+ 23 > 0. o
. Betrakt igjen den kvadratiske formen Q(x) = 2% — 2zxy + 223, der
x = (x1,22).

(a) Beregn gradienten VQ(z).

Losning: 0Q 0z, = 2x1 — 25 0og 0Q/0xe = —2x1 + 4a9. S&

VQ(z) = (221 — 229, —271 + 423)

(a) Anta at du er i punktet = = (2,1). Hvilken retning vil du ga i for a
fa en lavere verdi pa ), nar du bare far fa en “lite” skritt (f.eks. lengde
0.01)?

Lgsning: Den storste reduksjonen av () “lokalt” far vi ved a ga i retningen
negativ gradient, altsa —VQ(2,1) = —(2,0).

O

. Betrakt den kvadratiske formen Q(x) = 3z%, der x = (1, z). (Merk:
Det er en kvadratisk for i to variable selv om xa-ledd ikke “synes”.)

(a) Beregn gradienten VQ(x). Nar er VQ(x) = 07
Losning: 0Q )0z, = 6x1 og 0Q/0xy = 0. Sa

VQ(X) = (6371,0)
Gradienten er null hvis og bare hvis x; =, x5 vilkarlig.

(b) Bestem en symmetrisk matrise A slik at Q(x) = x* Ax.

e

Losning:
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4. Betrakt den kvadratiske formen Q(x) = x’ Ax der

]2 )

(a) Finn et uttrykk for Q(x) (dvs. regn ut matriseproduktet).

2rx1 — 319

Losning: Ax = [ B

} . Sa xTAx = 223 — 6xy29 + 73 o

5. Betrakt den kvadratiske formen
Q(x) = x] + 225 — 73 + 1179 + dT173

i variable x = (x1, 9, x3)). Finn en symmetrisk 3 x 3 matrise A slik at
Q(x) = xT Ax for alle x. der

Losning:
1 1/2 2
A= 1/2 2 0
2 0 —1

6. Betrakt den kvadratiske funksjonen
H(x) :95%+233§ —$§+$1$2+4x1x3+3x1 4+ 29+ 5

i variable x = (21, 9, x3)). Husk at en kvadratisk funksjon er summen
av en kvadratisk form og en linezer funksjon og en konstant.

(a) Skriv H(x) pa formen H(x) = xTAx +cIx +d der Aeren 3 x s
matrise, ¢ € R? og d er en konstant. (Bruk forrige oppgave for & finne

A)
Losning: A er som i forrige oppgave, ¢ = (3,1) og d = 5.
(b) Beregn VH (x).

Lgsning:
0H/0xy = 2x1 + xo + 423 + 3,

3H/8x2 = 4.2132 + 2+ 1,

sa VH(x) = (2z1 + zo + 4x3 + 3,429 + 21 + 1, =223 + 4x1).
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10.

(c) Finn alle stasjonzere punkt H, dvs x slik at VH(x) = 0. (Dette gir
et linesert likningssystem! Beklager, litt stygge tall!)

Losning: Lgser det linesere likningssystemet ved eliminasjon. (Tips: siste
likning gir uttrykk for x; som vi setter inn i de to forste, etc.) Dette gir
xy = —11/39, 29 = —7/39, 3 = —22/39, som er entydig lgsning.  ©

Hvilke av fglgende 2 x 2 diagonalmatriser er positiv semidefinit (PSD)?

2 0 ~1 0 0 0
0o x| 2= o7 Md=10 1]

Lgsning: A; og As er PSD fordi diagonalelementene er > 0. A, er ikke

Alz

PSD fordi et diagonalelement er negativt. o
Betrakt matrisen
1 0
o0 -1 "
Finn en x slik at x7 Ax < 0.
Losning: Kan f.eks. bruke x = (0, 1) for da er 27 Az = —1. o

La A og B veere to n X n matriser som begger er positiv semidefinit.
Vis at da er A+ B ogsa positiv semidefinit.

Losning: La x € R™. Da er x7 (A + B)x = x' Ax? + x'Bx > 0 fordi
hvert ledd er ikkenegativt. o

Betrakt folgende matriser
A 1.64 0.48 0.8 0.6 D 2 0
1 048 1.36 |’ V= 06 —-08 1|7 |0 1]
(a) Er A symmetrisk?
Losning: Ja, fordi ajo = ag; (sa AT = A), o

(b) Regn ut DVT.
Losning:

DV =

2 0 0.8 0.6 16 1.2
0 1 06 —08 | |06 —08
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11.

(c) Vis at A=VDVT ogat V er ortogonal (dvs. VIV =1).
0.8 0.6 1.6 1.2 1.64 0.48 A
0.6 —0.8 06 —0.8 | | 048 136 |

0.8 0.6 0.8 0.6 10
0.6 —0.8 06 —08 | [0 1]

(d) Finn egenverdiene og tilhgrende egenvektorer for A.

Lgsning:

VDV =

Videre

Vv =

Losning: La V ha kolonner v; og va, sa (som tupler) er v; = (0.8,0.6)
og vy = (0.6, —0.8). Over fant vi spektraldekomposisjonen til A og fra
A=VDVT far vi Av, = 2v; og Avy = v,. Sa da har A egenverdier 2
og 1 med tilhgrende egenvektorer v; og vy, henholdsvis. o

Betrakt samme matriser som i forrige oppgave.
(a) Forklar hvorfor A er positiv definit.

Lgsning: A har egenverdier 2 og 1, begge positive, sa da er A positiv
definit. o

(b) Forklar hvorfor den kvadratiske formen Q(x) = x” Ax, ved variable-
skifte, kan skrives som

Q(x) =2yt + v3.

Lgsning: Vi gjr variabelskiftet x = Vy, sa de nye variablene er y =
(y1,y2) som gir koordinatene til x i basisen bestaende av egenvektorene
v1 0g vy. Da er

Qx) =x"Ax = (Vy)TA(Vy) =y (VT AV)y = y" Dy = 2y + 3.
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12.

13.

14.

15.

16.

La f veere en funksjon fra R? til R, og la a,b € R der a # b. Hva
kan du ha si om snittet av de to nivamengdene N¢(a) og N(b), altsa
Ny(a) N Ny(a)?

Lgsning: Snittet ma veere tomt! Fordi f(z) kan ikke veer lik bade a og b
nar disse tallene er forskjellige. o
La A og B vere to konvekse mengder i planet.

(a) Vis at snittet av mengdene, AN B ogsa er en konveks mengde. (Tegn
et eksempel, og studer dette som hjelp.)

Losning: Let x og y veere to punkter i A N B og se pa en konveks
kombinasjon z = (1 — A)x + Ay der 0 < A < 1. Klart at x og y ligger i
A, sa siden A er konveks, vil z € A. Tilsvarende er x,y € B, sa siden
B er konveks ligger z € B. Men daerz € AN B. o

La funksjonen f : R — R veere gitt ved f(x) = z®. Vis at f ikke er
konveks. (Hint: tegn grafen, da kan du gjette pa to punkter a se pa.)

Losning: Se f.eks. pax =1ogy=—-30g 2z = (1/2)z+ (1/2)y = —1.
Da er
fl@) =1, fly) = (=3)° = =27, f(z) = -1,

sa f(z) = =1 > =13 = (1/2)f(z) + (1/2) f(y) og derfor er f ikke
konveks. o
Vis at eksponentialfunsjonen f(z) = e (fra R til R) er konveks.
Losning: Her er det lurt a bruke at hvis f”(z) > 0 for alle z, sa er f
konveks. Men det er lett: f'(x) = e” og f"(z) = €* > 0. o

La funksjonen f : R — R veere gitt ved f(x) = 2. Vis at f er konveks
ut fra definisjonen (selv om det er klart ut fra at f” > 0). Du kan gjore
det ved fglgende skritt:

(a) La x,y € Rogla0 <\ < 1. Regn ut LHS=((1 — \)x + A\y)? og la
RHS=(1 — A\)z? + \y?. Regn ut RHS-LHS.

Losning: Ved kvadratsetning er

LHS = ((1 = Nz + A\y)? = (1 — X)2%2? +2(1 — \)day + A\%?

(b) Forenkle RHS-LHS ved a sette A\(1 — \) utenfor som felles faktor,
og vis at RHS-LHS> 0. Forklar hvorfor dette viser at f er konveks.
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17.

18.

19.

20.

Lgsning: Ved litt regning
RHS-LHS = A\(1 — A)(2® — 22y + ¥°) = A(1 = A)(z —y)* > 0

fordi 0 < A <1 (og kvadrat et er > 0). LHS<RHS er akkurat ulikheten
som viser konveksitet. o

La f: C — R veere gitt ved f(x) = 2. Her er n et positivt heltall og
C={reR:z>0}.

(a) Lan = 3. Vis at f er konveks ved a vise at f”(z) > 0 for alle x € C.
Losning: f'(z) = 3z% og f"(z) = 6z > 0 fordi z > 0.

(b) Samme oppgave som (a), men for generell n

Losning: f'(z) = nz" ' og f"(z) =n(n —1)62"2 >0 fordiz > 0. o

La f:C — R veere gitt ved f(z) = 1/z. Herer C = {z € R: z > 0}.
Vis at f er konveks.

Losning: f(x) =1/x =z, f'(x) = —272 og f"(z) = 2273 > 0 fordi
x> 0. o

La f : C — R veere gitt ved f(z) = xzlnz der In er den naturlige
logaritmefunksjonen og C' = {x € R: 2 > 0}. Vis at f er konveks.

Lgsning: Bruker regel for derivasjon av produkt og far
flle)=1-lnz+z-(1/z)=lnz+1, f'()=1/z>0
sa f er konveks. o

La f : R — R vaere gitt ved f(z) = |z|. (Husk: |z| = x nar x >
0, og |z| = —x nar = < 0.) Vis at f er konveks. OBS: f er ikke
deriverbar overalt (den er ikke deriverbar i 0), sa du kan ikke bruke
derivasjonsmetoden.

Losning: Vi kan bruke definisjonen, eller f.eks. at epi(f) er en konveks
mengde (det er et polyeder i R? gitt ved y > x, y > —x). Enda et bevis
er a se at f er punktvis maksim av to linesere funksjoner: g(x) = z og
h(z) — x. o
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21.

22.

(Progveeksamen UiO V2012) Anta at f, g er konvekse, positive og
voksende funksjoner fra R til R. Vi antar at begge funksjonene er to
ganger deriverbare. Vis at h : R — R gitt ved h(z) = f(x)g(x) er
konveks. Hint: Se pa den andrederiverte til h.

Losning: Har: W (z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x), og h'(z) = f"(x)g(x) +
f(z)g"(z) + 2f'(x)g'(x). Siden f og g er konvekse har vi f"(z) > 0
og ¢"(x) > 0. Siden funksjonene er voksende har vi f'(z) > 0 and
g'(x) > 0. Dessuten, siden funsksjonene ogsa er positive, ser vi at alle
de tre leddene i summen over er > 0, sa h”(z) > 0. Da folger det at h
ogsa er konveks. o

La f : [a,b] — R vaere en konveks funksjon. Vis at

max{ f(z): x € [a,b]} = max{f(a), f(b)},

altsa at en konveks funksjon pa et lukket intervall oppnar sitt maksimum
i et av endepunktene.

Losning: La x € [a,b]. La M = max{f(a), f(b)}. Da finnes 0 < A <1
slik st x = (1 — A)a + Ab, og ved konveksitet er

Fl@) = F(L=Na+ M) < (1= N)f(a) £Af(b) < (1—\M+ MM = M.

O
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Kapittel 6
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