Lgsningsforslag til kontinuasjonseksamen i
MAT1080, H25

Oppgave 1. a) Vi bruker L’Hépitals regel:

1
lim 2R22) pH_ 0 C 2 2.
z—0 x x—0 1

b) Vi bruker L’Hépitals regel to ganger:

e —1-3x .. 3 -3 pg.. 93 9
hm _— = hm _— = hm = —.
2—0 72 2—0 2r z—0 2 2

Oppgave 2. a) Vi bruker delvis integrasjon med v = z, v' = cos(2z). Da
er v’ =1 of v = sin(2z), og vi far:

™ 1 71' ™ 1
/ x cos(2z) dr = [:1: C= sin(2x)} - / 1. =sin(2z) dx
0 2 o Jo 2
—|:0—0:|+[31008(2$):| :0—1—1—1:0.

0 4 4

b) Vi bruker substitusjon og setter u = sinx (det fungerer nesten like greit
a sette u = cosx) og far du = cosx dz. De nye grensene er u(0) = sin0 = 0

_ V2

og u(%) =sin § = %5, og dermed far vi

I ) v2/2 u? V2/2 1 1
/ cosxsmxdx:/ uduy = | — =——0=-.
0 0 2 |, 4 4

Oppgave 3. a) Vi bruker produktregelen og far

0

= e (304 e = (34 B0 )

0

8':]; = 3y26x+y 4 (3]] + y3)ea:+y — (33/2 + 32+ y3)ex+y.

b) For a finne de stasjonaere punktene ma vi lgse ligningssettet

0

0= e (34 3z + y3)e™ Y
0= g‘; = (3y* + 3z + )" TV,

Siden e**¥ aldri er null, kan vi forenkle dette til
3+3x+1y3=0

32 + 3z 4+ =0.



Fra den forste ligningen far vi 3z = —y3 — 3, og setter vi dette inn i den
nederste, far vi

3y —3=0
som er ekvivalent med y? = 1. Dette gir y = 1. Setter vi y = 1 inn i
ligningeHQS +3r+y3 =0, far viz = —%. Setter vi isteden inn y = —1, far
V1T = -3

Dette betyr at vi har to stasjonsere punkter, (—%, 1) og (—%, —1).
¢) Bruker vi produktregelen til a derivere de forsteordens partiellderiverte
ia), far vi

82
8—£ = 3"V 4 (34 32 + y?’)exﬂ/ =(6+3x+ y3)ex+y
X
0? 0?
0xéfy B 3y3fx = 3y°" + (34 3z + y?)e"
= (3> + 3+ 3z +¢°)e"™ = (3 + 3y% + 3z + 3)e” Y
82
81/]20 = (6y +3y*)e” ™ + (3y* + 3z + )"V

= (y° + 6y* + 6y + 32)e” V.

For & undersgke hva slags stasjonsere punkter vi har, bruker vi annen-
deriverttesten. Vi tar ett punkt om gangen og begynner med (—%, 1) der vi

har
0*f [ 4 4
A= ——,1) = B 13 ) e=4/3+1 _ g,-1/3
ax2< 3’ ) (6+3 < 3>+ )6 3e
2
B o7 <—4,1) = (13+3-12 +3 (—i) +3> e 4/3+1 — 3e-1/3

0*f [ 4 4
——2(_Z21) = 13 . 12 1 = —4/34+1 _ 71/3‘
C 8y2( 3 > < +6 +6 +3< 3>>e 9e

Hesse-determinanten er dermed

2
D=AC — B*=3¢71/3.9¢71/3 _ (36‘1/3> = 18¢72/% > 0.

Siden D er positiv, er (—%, 1) enten et lokalt maksimum eller et lokalt min-
imum, og siden A > 0, er det et lokalt minimum.
Vi ser na pa punktet (—%, —1) der vi har

_ 62]" 2 _ 2 3 —-2/3-1 _ —5/3

_Pf 2 _ 3 2 2 ~2/3-1 _ o.-5/3
B= g <—3,—1) - ((—1) +3-(-1)243 (—3> +3> e ~ 3

2




C= ZZ <_§ _1> = ((—1)3 +6- (1> +6-(=1) +3 <—§>> R

Hesse-determinanten er dermed
2
D=AC — B2 =3¢75/3. (—36*5/3> — (36*5/3) — _18¢710/3 5,

som viser at (—%, —1) er et sadelpunkt.

Oppgave 4. a) Vi ma finne tall z,y slik at

Dette gir ligningene
2¢ — 2y =10
rz+y=1.

Ganger vi den nederste ligningen med 2 og legger resultatet til den gverste,
far vi 4 = 12, som gir x = 3. Innsatt i den andre ligningen gir dette y = —2.

Vi har altsa
10 2 -2
BRI

b) Vi ma lgse den karakteristiske ligningen

0.9—-2A 0.4

O—det(M—/\I)—‘ 01 09

‘ = (A —0.9)% - 0.04.

Dette betyr at (A — 0.9)2 = 0.04, og fglgelig er (A — 0.9) = £0.2, som gir
egenverdiene A\ = 1.1 og Ay = 0.7.
c¢) Vi finner egenvektorer v; og v til henholdsvis A; og Ao:

Egenvektor til A1: Vi ma finne en ikke-null vektor vi = [ ?a; } slik at

O:(M—)\ll)vlz[_oz 0.4][m]:[—0.2w+0.4y]

0.1 —02 ||y 0.1z — 0.2y

Denne ligningen er oppfylt nar x = 2y, og velger vi y = 1, far vi vy = [ ? } .

Egenvektor til Ay: Vi ma finne en ikke-null vektor vy = [ :; } slik at

B 102 04 z | | 0.2z 4+ 0.4y
0=(M—-XI)vy = { 0.1 0_2] [ y } - [ 0.1z + 0.2y ]



Denne ligningen er oppfylt nar x = —2y, og velger vi y = 1, far vi vo =
-2

7]
d) Vi ser at [aan ] :M[i” ] og dermed er [x" } :M”[xo].

Yn+1 n Yn Yo
Fra punkt a) har vi at

xo | | 10 | 4 B 1] B
R R R R R
og dermed far vi

|: zn :| = Mn(3V1 — 2V2) = 3/\711V1 — 2)\3V2
n

_ nl 2| 5 amm| 2] _|6-1L1"+4-0.7"
=3-1.1 [1} 2-0.7 [ 1]—{3.1_1"—2-0.7"]’

der x, og y, angir hvor mange millioner kunder selskapene har. Nar n gar
mot uendelig, har vi

iy T gy 0011407 6+4-%_6_2
ninéo@_ninéo3-1.1n—2-o.7n_nbnéog_g.%—g— '

I det lange lgp vil altsa selskap X ha dobbelt s& mange kunder som selskap Y.

Oppgave 5. Det er flere mater a ga frem pa, men den mest naturlige er
kanskje som folger. Vi kaller hgyden i trekanten H og grunnlinjen G. Videre
kaller vi hgyden i rektangelet h og lar x veere som pa figuren.

— r —

G

Sammenligner vi formlike trekanter, ser vi at

h H

z G’



som gir h = gm Grunnlinjen til rektangelet er ¢ = G — z, og arealet er
dermed

A(x) =gh= (G —x) - g$ = gZU(G —x) = g(G$ —z?),

for 0 < x < G. Vi deriverer og far

A(z) = g(c .

Dette uttrykket er null nar z = %, og siden fortegnet skifter fra positivt til
G

negativt, er x = 5 et lokalt maksimumspunkt (det eneste).

Det maksimale arealet til rektangelet er derfor

a6 =19 (- 8) - 26

Siden arealet av trekanten er HTG, viser dette pastanden.
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