Lgsningsforslag til eksamen i MAT1080, H25

Oppgave 1. Vi radreduserer den utvidede matrisen:

1 2 -3 2 1 2 -3 2
21 -3 1 || 0 -3 3 -3
“1 4 -3 4 1 4 -3 4
1 2 -3 2 1 2 -3 2
II,-IVJFI 0 _3 3 _3 IIIrtQII O _3 3 _3
0 6 -6 6 0 0 0 0

Setter vi inn igjen variablene, far vi ligningssystemet

r+2y—3z = 2
—3y+3z = -3
0z = 0

Fra den nederste ligningen ser vi at z kan velges fritt. Fra den midterste
ligningen far vi at y = z + 1, og fra den gverste ligningen far vi dermed at
r=2-2y+32=2-2(z+1)+ 3z =12z

Oppgave 2. a) Vi substituerer u = 23 og far du = 3z2dx. Dette gir
22 dr = %du, og dermed er

2 28 1 U 1 u 1 23
do= [ Ze*du=-e"+C==¢e" +C
/.fL' (& XL / 38 u 36 36
Vi setter inn grensene og ffir

22 3 1 32 1 8
/:L‘em dl‘:|:€m:| :f(e —1)
0 37 ], 3

b) Vi substituerer u = sin x, og observerer at du = cos x dx. Dermed er

1
/Cosxdm:/udu:ln|u|—|—C=ln|sinx|+0

sinz
Setter vi inn grensene, far vi

™ £
2 COST . 2
——dxr = | In|sinz|
% S x

Oppgave 3. a) Vi har forstederiverte

:lnl—lnlzan.
2
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—ax—2xy—2y—2y(x 1)
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og annenderiverte

0 f
ZJ _9
Ox? Y
2 2
o7 = o/ =2z —2
0xdy  Oyox
2
s _,
oy?
b) For a finne de stasjoneere punktene ma vi lgse ligningssystemet
of
— =2y(x—1) =
5~ vl —1)=0
or =22 -2 +y=0
dy

Den fgrste ligningen har lgsningene y = 0 og x = 1. Setter vi y = 0 inn i
den andre ligningen, far vi 22 — 2z = 0, som har lgsningene = = 0 og = = 2.
Dette gir de stasjonsere punktene (0,0) og (2,0). Setter vi isteden z = 1 inn
i den andre ligningen, far vi 12 —2-1+y = 0, som gir y = 1. Dette gir et
tredje stasjongert punkt (1,1). De stasjonaere punktene er altsa (0,0), (2,0)

og (1,1).
c¢) Hesse-determinanten i et generelt punkt er
*f *f (Y > 2
H =—. . —= — =2y-1—-2x—-2)*=2y—4(x—1
fan =54 5%~ () =2-1-@o-2 =2~ 4z 1)

Vi sjekker de stasjonaere punktene:

Punktet (0,0): Vi har Hf(0,0) = 2-0 —4(—1)2 = —4 < 0, sa (0,0) er et
sadelpunkt.

Punktet (2,0): Vi har Hf(2,0) =2-0—4-12 = —4 < 0, si (2,0) er et
sadelpunkt.

Punktet (1,1): Vi har Hf(1,1) =2-1—4-0%2 =2 >0, sa (1,1) er enten et

lokalt maksimum eller et lokalt minimum. Siden %(17 1)=2-1=2>0,
er (1,1) et lokalt minimum..

Oppgave 4. a) Vi ma finne tall z,y slik at
0] _ (47,1
S e IS TN I I

4o +y =10
r+y=

Dette gir ligningene



Trekker vi den nederste ligningen fra den gverste, far vi 3z = 9 som gir
x = 3. Innsatt i den andre ligningen gir dette y = —2. Vi har altsa

el

b) Vi ma lgse den karakteristiske ligningen

B 13- 04 |
O—det(M—)\I)_’ 01 0.8_/\‘_)\ — 21X +1.08
Vi far
\ —(—2.1)+/(-2.1)2—4-1-1.08  21++0.09 21+03 12
B 2 N 2 2 0.9

Egenverdiene er dermed A\; = 1.2 og A2 = 0.9.
c¢) Vi finner egenvektorer v; og v til henholdsvis A; og Ag:

Egenvektor til A1: Vi ma finne en ikke-null vektor v = [ g } slik at

B (o1 —047[2] _[01z—04dy
0=(M=Mljvi = [ 0.1 —0.4 ] [ y ] - [ 0.1z — 0.4y ] ‘

o . S 4
Denne ligningen er oppfylt nar x = 4y, og velger vi y = 1, far vi vi = [ 1 } .

Egenvektor til A2: Vi ma finne en ikke-null vektor vy = [ Z } slik at

O:(M—)\QI)vQ:[OA —0.4] [m]:[0.4x—0.4y]‘

0.1 -0.1 Y 0.1z — 0.1y

Denne ligningen er oppfylt nar x = y, og velger vi y = 1, far vi vo = [

1
d) Vi ser at [:E"H ] :M[:En ] og dermed er [x" } :M”[xo].
Yn+1 Yn Yn Yo

Fra punkt a) har vi at

zo | [10007 47 1] B
[yo]_[mo]_?)oo[l] 200[1]—300v1 200vy,

og dermed far vi

[ z” } — M™(300v; — 200v3) = 300A7v; — 200\5 v



4 1 1200 - 1.2™ — 200 - 0.9"
_ . n _ . n =
=300-1.2 |: 1 } 200-0.9 |: 1 } [ 300-1.2™ —200-0.9"

Nar n gar mot uendelig, har vi

@, . 1200-1.2" —200-0.9" 1200 —200- %30 1200
lim — = lim = lim S = =
n=oo g, mooo 300-1.27 —200-0.9"  n—oo 300 — 200 - V-9 300

4.

I det lange lgp er det altsa 4 ganger sa mange byttedyr som rovdyr.

1000 ] = 1000v3, og dermed er

e) Vi har na begynnelsestilstanden [ 1000

{ z" ] = 1000M"vy = 1000 - Ajva = 1000 - 0.9"va.
n

Siden dette uttrykket gar mot 0 nar n gar mot uendelig, vil begge bestandene
dg gradvis ut i dette tilfellet.

Oppgave 5. Bruker vi regelen det(AB) = det(A) det(B) to ganger, far vi
det(A) = det(M*BM) = det(M~1)det(B)det(M) = det(B)

der vi ogsa har brukt at det(M 1) = W.

For den andre delen observerer vi forst at siden IM = M, saer M~ 1IM =
MM = I. Dermed er

det(A — XI) = det(M*BM — XM 'IM) = det(M (B — A\I)M).
Ved det samme argumentet som ovenfor far vi na

det(A — XI) = det(M1)det(B — A1) det(M) = det(B — \I).
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