Lgsningsforslag til Prgveeksamen 3 i MAT1080, H25

Oppgave 1. a) Vi faktoriserer ut den hgyeste potensen i teller og nevner:

5 1 1 1
oy 2P 20 =325 @ (3—21 -3% —5)
w00 720 — 323 22 —4 w00 g5 (7T-34 + 24 — %)
1 1 1
gy Ao g
w00 7T—35 425 — % 7
b) Bruker vi L’Hopitals regel to ganger, far vi:
. 1l—cosx 'y .. sin x
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z—=0 xsinwy rz—0 SINx + X Cosx
L'H .. COS T 1
= lim S

z—02cosx — xsinx 2

Oppgave 2. I omradet fra 0 til 7 ligger grafen til y = cosx over grafen
y = sinz (de mgtes i = ). Dermed er arealet

-

Oppgave 3. a) Vi regner ut de forstederiverte med produktregelen:
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Deriverer vi en gang til pa samme mate, far vi:
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b) For a finne de stasjongere punktene, ma vi lgse ligningene
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Den nederste ligningen har lgsningene x = 0 og y = —2. Setter vi x = 0 inn
i den gverste ligningen, far vi

(1+9)e =0

som har lgsningen y = —1, og folgelig er (0, —1) et stasjonzert punkt. Setter
vi isteden y = —2 inn i den gverste ligningen, far vi

(1-242—25)e"2=0

som gir x = —1, og folgelig er (—1, —2) et stasjonaert punkt. De stasjonaere
punktene er altsa (0, —1) og (=1, —2).

Kommentar: Hvis vi hadde observert at a—i = 14+y+az+ayet =

(14 2)(1 + y)e*tY, ville vi ha fatt litt lettere regninger ovenfor.
b) Vi sjekker de stasjonaere punktene hver for seg.

Punktet (0, —1): Vi har
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Dermed er Hesse-determinanten
Hf(0,-1)=AC-B*=0-¢2<0,
sa (0, —1) er et sadelpunkt.

Punktet (—1,—2): Vi har

A= 82—f(—l ~2) =242 (-2)+ (=) + (-1)(-2)e 2= —€?
Ox? ’
_ _ L,
= 83:83/(_1’_2) =2+ (=2)+2- (1) +(-1)-(=2))e 12 =0
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C= 672(—1,—2) =3 (1) + (-1)(=2)e = =

Dermed er Hesse-determinanten

Hf(-1,-2)=AC — B> = (—e?)(—e ) = 0> =% >0,



sa (—1,—2) er enten et lokalt maksimumspunkt eller et lokalt minimum-
spunkt. Siden A < 0, er (—1,—2) et lokalt maksimum.

Oppgave 4. a) Ifplge teksten er

Tn+1 = 0.9z, + 0.2y,
Ynt+1 = 0.1z, + 0.8yn,
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og folgelig er
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Vi har altsa M = { 0.1 08 ]
b) Siden [”3"“ } - M [ n ] er [Z”} - M1 [ Tt ] Tfolge
Yn+1 Yn Yn Yn+1

formelarket er
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M= det(M)
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og dermed er
Tn | L 0.8 —0.2 13200 | [ 12000
yon | 0.7] —0.1 0.9 10800 | | 12000
Uken fgr var det altsa 12000 som bestilte fra hvert av firmaene.

c¢) Fra den karakteristiske ligningen
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Egenverdiene er altsa A1 = 1 og Ay = 0.7.

d) Vi finner én egenvektor av gangen:

Egenvektor til Aj: Vi ma finne en ikke-null vektor v; = [ ";j } slik at

P T -01 02 [z] [ -0lz+02y
0= (M=Nl)vi= { 0.1 —0.8] [y ] - [ 0.1z — 0.2y ]



Dette gir to ligninger som begge er ekvivalente med x = 2y, og velger vi

yzl,férvivlz{f].

Egenvektor til Ag: Vi ma finne en ikke-null vektor vy = [ :; } slik at

OZ(M_)\ZI)VQZ[O.Z 0.2] [x}: [ o.2x+0.2y]_

0.1 0.1 Y 0.1z + 0.1y
Dette gir to ligninger som begge er ekvivalente med x = —y, og velger vi
y=1,far vi vo = [ 71 }

e) Vi skriver forst begynnelsestilstanden [ 0 ] = [ 12000

v 12000 } som en

linezerkombinasjon av egenvektorene til M:
12000 | 2 n -1
12000 | ~ 1] 7Y 1

gir ligningssystemet

2 —y = 12000
z+y = 12000

Legger vi sammen ligningene, far vi 3z = 24000, sa z = 8000, og setter vi
dette inn i en av ligningene, ser vi at y = 4000. Fglgelig er

zo | [ 120007 2 -11
[ " ] - [ 19000 ] —8000[ | ] +4000[ . ] = 8000v1 + 4 000vs.

Siden [ “n } =M" [ cho }, far vi videre at
0

Tn

[ z" ] = M™ (8000v + 4000v3) = 8 000ATv1 + 4000\ v
n

2 | =11 _ | 16000 | —4000
= 8000 [ 1 } +4000-0.7 [ 1 ] = [ 3000 } + 0.7 [ 4000}
Antall kunder i uke n er altsa henholdsvis x, = 16000 — 4000 - 0.7" og
yn = 8000 4 4000 - 0.7". Siden 0.7" — 0 nar n — oo, vil antall kunder
stabilisere seg pa henholdsvis 16 000 for firma X og 8000 for firma Y.

Oppgave 5. Den karakteristiske ligningen

a— A b

O—det(A—)\I)_[ gy

] =\ — (a4 d)\ + ad — be



har lgsningene

a+d++/(a+d)?—4-1-(ad— bc)
2

=

a+d+ Va2 + 2ad + d?2 — 4ad + 4be
2

B a+d=+ Va2 — 2ad + d? + 4be
2

a+d=++/(a—d)?+4bc
2

Vi vet at dersom vi har to ulike egenverdiene, sa er de tilhgrende egen-
vektorene linesert uavhengige og vil dermed danne en basis. Siden matrisen
skal ha en (reell) egenvektor, kan ikke uttrykket (a—d)?+4bc inni roten veere
negativt, sa var eneste mulighet er & se pa tilfellet der (a — d)? + 4bc = 0.
La oss prove a sette a = d = 1, b = 1 og ¢ = 0 (det nytter ikke a sette
bade b og ¢ lik null siden vi da far diagonalmatrisen som har alle vektorer
1
0 1

som egenvektorer). Da far vi matrisen A = [ ] som ifglge formelen

var bare har egenverdien A = 1. En egenvektor v = [ ';: ] ma oppfylle

- [$4][]- 8]

Dette gir ligningen y = 0 (mens z kan velges fritt), og alle egenvektorer er

T
dermed av formen v = [

0
andre valg av a, b, ¢ og d vil ogsa fungerer).

} , og kan apenbart ikke danne en basis (mange
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