MAT1100: Lgsningsforslag til Oblig 1, H23

Oppgave 1
a) Siden z = 2 — 3i og w = 3 + 44, far vi:

z4+w=(2-30)+(3+4i) =5+1
r—w=(2-30) — (3+4i) = —1-7Ti

og

sw = (2—30)(3+4i) =2-3+2 i+ (~3i) 3122 = 6+8i—9i +12 = 18—

der vi har brukt at i2 = —1.
Ganger vi med den konjugerte av nevneren over og under brgkstreken, ser
vi videre at

z 2-3i  (2-3)(3—4) 2-34+2-(—4i)+(-3i)-3+12°
w o 34+4i (3+4i)(3—4i) 32 — (4i)2

—6 — 171 6 .17
— - ;=L
9+ 16 25 25
Bruker vi regnereglene for konjugasjon, far vi i det siste punktet:

Zw=7w0=18—1=18+1
b) Vi isolerer forst z:

—1+2¢
141

iz4+2i=142)z+1<= -142i=(1+i)z<= 2=

For & fa uttrykket pa formen a + ¢b ganger vi med den konjugerte av nevneren
oppe og nede:

_ 142 (C142)(1-d) _ 1404222 143 1 3

1+4  (I+4)(1—-4) 1—i2 2 2
Oppgave 2
a) Siden |z —3+1i| = |z — (3 —1)|, ser vi at A bestar av de punktene som har

en avstand til w = 3 — ¢ som er stgrre enn 2, dvs. alle punktene i det komplekse
planet som ligger utenfor sirkelen om 3 — 4 med radius 2 (det gule oméadet péa
figuren).




b) Vi skriver forst z = 2 —2iy/3 pa polarform. Vi har r = 1/22 4 (=21/3)2 =
V4+12=4o0gcost = & = % = % Siden z ligger i fjerde kvadrant, far vi = 57”
(det gar fint & bruke § = —% isteden). Dette betyr at at den forste kvadratroten
wy til z er gitt ved

. .5 5 5
wo = et =2 =2 (cos % + isin 67r>

V3 1 ,
:2<—2+22> =—V3+i

Den andre kvadratroten er wy, = —wg = /3 — i.

Oppgave 3
a) Vi ganger med den konjugerte over og under brgkstreken:

i (Vo2 Tan—n) = fim A3 n) (Yt 43+ n)
lim (V2 +3n—n) = lim Tl e

n—oo

3

. n? 4 3n — n? . 3
lim = lim —— =

b) La oss fgrste se hvilke mulige grenseverdier som finnes. Antar vi at
lim,, o an = a, ser vi at ligningen

aZ +3
4

an+1 =

blir til
a’?+3
4

nar n — oo. Omformer vi litt, far vi a®? —4a+3 = 0. Denne annengradsligningen
har lgsningene 1 og 3, som dermed er de eneste mulige grenseverdiene. For a
undersgke hvilke av disse grenseverdiene det kan veere, regner vi ut de fgrste
verdiene: ag = 2, a1 = %, as = % ... Det ser altsa ut som om fglgen er
avtagende, og hvis vi kan vise at den avtagende og begrenset nedad av den
potensielle grenseverdien 1, fglger det at den konvergerer. Vi prgver oss med et
induksjonsbevis og setter opp induksjonshypotesen:

P,:a,>1oga, <ap_1.

Vi har allerede sett at denne hypotesen holder for n = 1. Vi antar derfor at
den holder for n = k og viser at den holder for n = k + 1: Forst sjekker vi at
ap+1 > 1: Vi har

ap +3 . 1> +3

= 1
At 4 4

der vi har brukt at ifplge induksjonshypotesen er ay > 1. Neste punkt er a vise
at apy1 < ag. Ifplge induksjonshypotesen er 1 < ay < ag_1, og dermed far vi

a2+3 ai_,+3
A1 = k4 < ki = ak.



Ved induksjon har vi dermed vist at P, holder for alle n, og fglgelig er {a,} en
avtagende fglge som er nedad begrenset av 1. Ifglge teorem 4.3.8 i Kalkulus
konvergerer da fglgen, og den eneste mulige grenseverdien er 1 (folgen kan
apenbart ikke konvergere mot 3 nir den starter pad 2 og avtar). Altsi er
lim, o ap = 1.

Oppgave 4 a) Funksjonen f(x) = e — 3z er kontinuerlig siden den er definert
overalt og er bygget opp av kontinuerlige grunnfunksjoner. Siden f(0) = e*—0 =
1 er positiv, og f(1) = el —3 = e — 3 er negativ, forteller Skjeeringssetningen
oss at f har et nullpunkt mellom 0 og 1.

b) Vi ma vise at gitt en € > 0, s& finnes det en 6 > 0 slik at |f(z) —4| < e
nar 0 < |x — 2| < 4. Setter vi h =z — 2, far vi x = 2+ h og dermed

[f(x) = 2[ = |3z —2) — 4| = |(3(2+ h) — 2) — 4| = 3|h]

Denne stgrrelsen blir mindre enn € nar || = |z — 2| er mindre enn £. Vi velger
derfor § = £ og observerer at hvis |h| = |z — 2| < §, s& er

|f($)—2|=3|h|<3§:3.§:6



