Oppgaver til uke 45 (ved Arne Hole)

Oppgave 1.
Vis at de oppgitte funksjonene f er lgsninger av den gitte differensiallignin-
gen. Angi ogsa intervallene der funksjonene er lgsninger.

(a) ¥ =y—1, ylt)=e"+1
b) ¥ =2y+ 16, y(t) = 5e* —8

(
(c) y"=—y, y(t) =sint
(

I oppgavene 2-10 skal du gjore fglgende:
(a) Finn den generelle lpsningen av den oppgitte differensialligningen.

(b) Finn en spesiell lgsning av diffligningen som oppfyller initialkravet gitt
bak ligningen.

(L, R, E, po, Yo, wo, k, q og r er konstanter.)

Oppgave 2.
y —2y=-14, y(0)=5
Oppgave 3.
y+5y=t y0)=1

Oppgave 4.
y=3y-1), y(0)=0
Oppgave 5.
Y —poy = woq, Y(0) = yo
Oppgave 6.
y =5ty +2y, y(0)=—2
Oppgave 7.

1

! — 0) =1
Vet T g YO
Oppgave 8.

t-y —y=tlnt (t>0), y(l)=1



Oppgave 9.
Y+ky=q+r (t>0), y0) =y

Oppgave 10.
L(dl/dt)+ RI=FE, 1(0)=0

Oppgave 11.

Onkel Skrue har etablert en ny fabrikk ved bredden av den (forelgpig) vakre
Andesjgen, og akter a slippe fabrikkens avfallsstoffer ut i innsjgen. Problemet
er at Andeby forurensningstilsyn (AFT) ikke vil tillate at innsjgen kan ha
hgyere konsentrasjon enn 0.002 kilo av Skrues avfallsstoff pr. kubikkmeter
vann. Skrue gnsker & operere med en konstant utslippsrate k (kg/degn), og
vil finne ut hvor stor han kan velge k£ uten a komme i tottene pa AFT.
Fagersjgen rommer 108 liter vann, og giften Skrue slipper ut, blander seg
raskt jevnt utover i vannet. Rent vann strgmmer inn i innsjgen med hastighet
5 - 106 liter pr. dggn, og samtidig renner det 5 - 10° liter vann (heretter jevnt
blandet med Skrues giftstoffer) ut av innsjgen pr. dggn. Se tegning. La g(t)
veere giftmengden i innsjgen ved tid ¢ malt i kilo, der ¢ er malt i dggn.

(a) Sett opp en differensialligning for ¢(t) gitt at fabrikken har konstant
utslippsrate k. Lgs sa ligningen med initialbetingelse ¢(0) = 0. Finn ut hvil-
ken verdi giftmengden i tjernet vil stabilisere seg pa, uttrykt ved k. Hvilken
utslippsrate k£ bgr Skrue velge for & kunne forurense mest mulig samtidig som
han holder seg innenfor reglene til AFT?

Etter en stund klarer Skrue a bestikke en ansatt i AFT til & gi ham beskjed om
eventuelle vannprgver AFT skal ta av innsjgen 10 dager @ forveien. Skrues
idé er at hvis utslippet stoppes 10 dager fgr hver test, kan han na velge
utslippsraten sin hgyere enn for.

(b) Sett opp den diffligningen som gjelder for g(¢) i perioder hvor Skrue
har stanset utslippet sitt. Hvor hgy kan Skrue velge sin utslippsrate k gitt
at forurensningsnivaet skal synke ned til grensen AFT godtar i lgpet av 10
dager med stans i utslippene?

Oppgave 12.
Et ulpst problem 1 tallmystikk. I denne oppgaven skal vi lete etter en funksjon
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f:(0,00) — R slik at den deriverte av f ogsa er den omwvendte funksjonen
til f. Med andre ord gnsker vi at f skal oppfylle differensialligningen

fl(a) = f"(x)

pé intervallet = € (0, 00).
(a) Anta at f er pa formen
f(z) = Ca?,

der C' > 0 og a > 0. Vis at hvis f er en lgsning av differensialligningen, ma
vi ha a = ¢, der ¢ er det gylne snitt. Det gylne snitt er gitt ved

C1+V5

¢ 2

(b) Vis at hvis
a=¢
og C'=¢ Y% sier f en lpsning av differensialligningen.
(c) (Ulgst.) Finn en reell modelleringssituasjon der differensialligningen

f' = f~! oppstar. (Tallmystikere ville elske et slikt eksempel, for de er sveert
opptatt av situasjoner der ¢ dukker opp.)

I oppgavene 13—-15 skal du gjore folgende:
(a) Finn den generelle lpsningen av den oppgitte differensialligningen.

(b) Finn en spesiell lgsning av differensialligningen som oppfyller initialkra-
vet gitt bak ligningen.

Oppgave 13.
v ey =t y(1)=0
Oppgave 14.
y =y't, y(0)=1/2
Oppgave 15.

Y
y’z;, y(1) =1

Oppgave 16.
Finn den generelle lgsningen av diffligningen ¢/ = 3% + 2% + 1 + 23>

Oppgave 17.
Diffligningen 3’ = y — 1 kan lgses bade som en separabel ligning og som en
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lineger ligning. Finn den generelle lgsningen pa begge mater, og sammenlign
svarene.

Oppgave 18.

Man har (via romsonder) observert at de underlige uglene pa Mars faktisk
avtar i storrelse etter som de blir eldre. La M (t) veere volumet av en ugle
ved tid ¢, der ¢ er malt i ar. Stegrrelsen M'(t) kan vi kalle minkefarten til
uglen, og denne farten synes a veere omvendt proporsjonal med uglens volum.
Proporsjonalitetskonstanten er ca. 2 (pr. ar), slik at vi altsa har

Uglene har volum 10 m? nér de fodes, og de dor (pr. definisjon) nér volumet
blir null. Hvor lenge lever en Mars-ugle?



