Numeriske metoder

Knut Merken og @yvind Ryan
Matematisk institutt
Universitetet i Oslo

Oktober 2024






Forord

Disse notatene utgjor numerisk analyse-delen av pensum i farstesemesterkurset
MAT1105 ved Universitetet i Oslo. Stoffet bygger pa den linezere algebraen som
blir forelest i kurset (kap.1 + kap. 4 i "Flervariabel analyse med linezer algebra”).

Notatene inneholder en del programmeringseksempler i Matlab, samt en
kort innfering i i noen Matlabkommandoer. Mye av dette vil se ganske likt ut
i Python. P4 kursets hjemmeside vil det meste av den tilsvarende Pythonkodem
bli lagt ut. Dere velger selv om dere programmerer i Matlab eller Python, men
det anbefales at dere bruker litt tid p& begge deler.

Blindern, Oktober 2024

Oyvind Ryan
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KAPITTEL 1

Litt mer lineaer algebra

I dette kapitlet skal vi ta for oss noen tilleggsaspekter i lineaer algebra som vil
hjelpe oss i de numeriske metodene i de neste kapitlene. Matlab har en syntaks
som er stromlinjeformet med notasjonen som brukes i lineger algebra, og her
skal vi se pa noen eksempler pa dette.

1.1 Plotting av polynomer

La oss se pa hvordan vi enkelt kan plotte flere polynomer i samme koordinatsys-
tem, og la det forste polynomet veere

pr1(x)=co+crx+---+cpx".
La ogsa plottepunktene veere x1,...,X;,. Vi skriver

p1(x1) =co+x101 4+ Xx]'Cp

p1(x2) = o+ XoCo+ -+ + Xy Cp

P1(Xm) = Co+ Xmer + -+ X Cp.

Ved definisjonen av matrise-vektor-multiplikasjon, kan dette skrives

I x1 ... x'\[co p1(x1)
1 x ... x}||la p1(x2)

[ (1.1)
1 xpm ... x}\cn p1(xXm)

Hvis vi né har enda et polynom, ps(x) = dy+ dyx+ -+ dpx", kan vi pd samme
méte skrive

1 X1 xf d() pg(xl)
1 x ... x||d: p2(x2)

. = . (1.2)
1 xpm ... xp)\dn p2(xm)



Ved definisjonen av matrisemultiplikasjon kan (1.1) og (1.2) slas sammen til

1 x1 ... x'\[co do p1(x1)  pa2(x1)
1 x ... x}|la d p1(x2)  pa(x2)

, (1.3)

1 xpm ... x})\cn dn p1(xm)  palxm)
og pa samme mdte hvis vi har enda flere polynomer. Matriseni (1.2) og (1.3) med
komponenter x{ kalles for en vandermondematrise, og punktene xi,..., X, er
generatorene til vandermondematrisen. Som vi ser trenger ikke vandermonde-
matriser veere kvadratiske — antall generatorer (m) kan vere forskjellig fra antall
potenser (n + 1). Disse matrisene vil dukke opp senere i forbindelsene med in-
terpolasjon, samt i forbindelse med numerisk derivasjon og -integrasjon.

La oss na se pa hvordan dette kan programmeres. Litt ny Matlab-syntaks vil
forenkle dette vesentlig. Vi er vant til at komponentvise operasjoner i Matlab
kun er tillatt for input av samme dimensjoner, og at output ogsd har samme
dimensjon. For eksempel, hvis x og p begge er radvektorer av samme lengde, s
vil x. "p i stedet gi radvektoren (x{j 1,x§ 2,..,x™). Hvis x og p hadde forskjellig
lengde ville ikke dette kunne defineres. Matlab tillater en type komponentvis
operasjoner som avviker litt fra dette. Hvis x er en seylevektor, og p en radvektor,
sd gir x. “p matrisen

141 p2 Pn
x}g 1 x}j S x}j
n
X, Xy .. X
xboxbr X

i Matlab.

Det andre eksemplet vi skal ta for oss er & legge sammen en soylevektor og
en radvektor. Generelt er ikke dette definert, men med x og p som over regner
Matlab ut x+p som

X1+pr xi1tp2 ... X1t+pn
Xo+p1 Xotpz2 ... Xotpn

. . . . )
Xm+tpP1r Xm+p2 ... Xm+PpPn

det vil si matrisen med element (i, j) lik x; + p;.

La oss na bruke syntaksen for komponentvis potens slik vi beskrev den. I
(1.3) brukte vi potenser 0,...,n. vandermondematrisen pa venstre side der kan
man altsa fa ved hjelp av koden

x_powers = x.7(0:n);

der sgylevektoren x inneholder plottepunktene x;,...,x,,. Hvis vi skal plotte over
[0,1] sa kan vi for eksempel definere x ved a skrive
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x = linspace(0,1,100)°

Hvis vi har tre polynomer pj, p2, 0g ps, der koeffisientene er samlet i vektorene
pl, p2, og p2, sd sier (1.3) at

Y = x_powers*[pl p2 p3]

gir en matrise Y med tre soyler, der sgyle 1 inneholder punktverdiene for p,
sayle 2 for p,, og seyle 3 for ps. Polynomene kan na plottes i samme koordinat-
system ved a skrive

plot(x,Y)
1egend(’p_1’ s >p_2; s 7p_37)

Den vanlige syntaksen for plot tar to argumenter x og y, der vektoren x inne-
holder x-koordinatene til plottepunktene, og y y-koordinatene. Over sa vi en litt
annen syntaks der

* forste argument var sgylevektoren med plottepunkter, og

* andre argument var en matrise med like mange rader som i forste argu-
ment, og tre sayler.

Hvis x er en soylevektor og Y en matrise med like mange rader som x og tre sgyler,
sd er plot(x,Y) det samme som 4 skrive

plot(x, Y(:,1))
hold on

plot(x, Y(:,2))
plot(x, Y(:,3))

som 0gsa er det samme som

plot(x, Y(:,1), x, Y(:,2), x, Y(:,3))

Dette gjelder ogsa mer generelt hvis Y-matrisen har flere sgyler: Syntaksen plot (x,Y)
plotter alle sgyler i Y mot samme vektor x.

En annen nyttig méate a plotte pa er & bruke sékalte 1oglog-plott. I de nume-
riske metodene vi skal se pa er feilen ofte gitt ved en potens, laoss sie = K Kk, der
h er en presisjon i metoden, og konstanten K og potensen k er ukjent. Plotter vi
h mot e sé er det ikke sé lett & se hva K og k er ut fra plottet, siden kurven skyter
rett til veers. Et triks kan veere 4 ta logaritmer, noe som gir

loge =logK + klogh.

Med andre ord, hvis vi plottet logaritmen til feilen mot logaritmen til h, sa far vi
en rett linje der

* stigningstallet til kurven gir oss potensen k, og
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* skjeringen med y-aksen erilogK, slik at vi kan finne K fra denne skjarin-
gen.

Vi skriver loglog(h,e) hvis vi skal plotte log # mot loge i Matlab. Denne kom-
mandoen fplger omtrent samme syntaks som plot-kommandoen.

Oppgaver for Seksjon 1.1

1. Skriv kode som bruker kommandoen plot(x,Y) som beskrevet over til &
plotte de tre polynomene p;(x) = x, p2(x) = x%, og p3(x) = x> i samme koor-
dinatsystem, og over intervallet [0, 1].

2. Vi s at det er mulig & oppdage sammenhenger p formen y = KxF fra et
loglog plott. Vi sier da at y er polynomiell i x, med konstant K og potens k.
Tilsvarende, hvis y = KeX*, s sier vi at y er eksponensielli x, med konstant K og
eksponent k.

(a) Kommandoen semilogx(x,y) plotterlogx mot yiMatlab. Anta at semilogx (x,y)
viser en linje. Vis at da ma x vere eksponensiell i y. Hvordan kan vi lese ut
konstanten K og eksponenten k?

(b) Kommandoen semilogy(x,y) plotter pA samme mate x mot log y. Anta
atsemilogy (x,y) viser enlinje. Vis at da ma y veere eksponensiell i x. Hvor-
dan kan vi lese ut konstanten og eksponenten na?

3. Anta X og Y er to matriser av samme stgrrelse. Forklar hva som plottes hvis
man skriver plot (X, Y).Her kan du konsultere dokumentasjonen for Matlab

1.2 Blokkmatriser

Av og til er det nyttig & bruke matriser som byggeklosser for storre matriser. Hvis
vi har fire matriser A, B, C, D, sa skriver vi

(%‘%) (1.4)

for matrisen der elementene i disse fire matrisene er plassert over, under, til
venstre, eller til hoyre for hverandre. I Matlab blir dette [A B;C D]. Vikaller det-
te for en blokkmatrise. Her brukte vi streker til & adskille blokkene. Vanligvis vil
vi ikke ta med disse strekene.

Uttrykket (1.4) gir bare mening hvis

* Aog B har like mange rader,

* Cog D har like mange rader.



Da kan nemlig disse settes ved siden av hverandre. P4 samme mate ma A og C
ha like mange soyler, B og D ha like mange soyler. Som et eksempel vil koden

A=0111;111];
B=1[22; 22];
C=1[333;333; 333];
D=1[44; 44; 44];

[A B; C D]

returnere matrisen

1 11 2 2
111 2 2
3 3 3 4 4
3 3 3 4 4
3 3 3 4 4

Videre gir multiplikasjon av blokkmatriser mening: Vi har at

(AB)(EF) (AE+BGAF+BH)
= (L5)

C|pJ){G|H) | CE+DG|CF+DH
hvis i tillegg
 antall sgyleri A er lik antall rader i E,
* antall sgyleri B er lik antall rader i G.

Dette virker kanskje opplagt, men la oss ta med et bevis. La oss for enkelhets
skyld anta at alle de atte matrisene har dimensjon n x n,oglal <1, j < n.Laoss
sammenligne element i j pd venstre og heyre side i (1.5):

* PavenstresidefarviY; | a;rerj+X_, bik&kj, som ogsa kan skrives (AE); j+
BG,']' = (AE+BG),']'.

* Pé hayre side far vi (AE + BG);;.

Siden dette er riktig for alle 1 < i, j < n, s& ma ovre venstre blokk i venstresiden
i (1.5) veere AE + BG. P4 samme mate kan vi vise at det er samsvar mellom de
andre tre blokkene ogsd, og (1.5) folger.

En blokkmatrise kan ogsa ha flere enn fire blokker — det som stér over lar
seg greit generalisere. Spesielt kan de ha to blokker (vertikalt eller horisontalt),
og vi har at

(A B) (g) = AC+BD

sd lenge dimensjonene matcher.



Oppgaver for Seksjon 1.2
1. Anta A og B er kvadratiske matriser, og la oss se pa den kvadratiske blokk-

matrisen C = 40
“\lo BJ

(a) Vis at alle egenverdier for A ogsé er egenverdier for C. Kan du finne en
tilherende egenvektor? Gjor tilsvarende analyse hvis A er en egenverdi for B.

(b) Forklar at en egenverdi for C ma veere en egenverdi for enten A eller B.
Fra (a) folger det derfor at egenverdiene til C er lik unionen av egenverdiene
til A, og egenverdiene til B.



KAPITTEL 2

Interpolasjon med polynomer

En grunnleggende ide i matematikken er & tilneerme noe komplisert med noe
enklere, i hdp om at tilneermingen kan fange opp noe av den viktigste informa-
sjonen fra det kompliserte. Dette er den grunnleggende ideen bak approksima-
sjon med polynomer, som har veert sentral i matematikk siden oppdagelsen av
Kalkulus.

Ideen med approksimasjon er ofte nyttig for a studere funksjoner. De fles-
te matematiske funksjoner kan ikke uttrykkes som kombinasjoner av de ele-
mentere funksjonene vi leerte om pa skolen. Likevel kan sa & si alle funksjoner
av praktisk interesse tilnaermes vilkérlig godt med enkle funksjoner som poly-
nomer, trigonometriske funksjoner, eller eksponensialfunksjoner. Innen bereg-
ningsvitenskap er serlig polynomer mye brukt.

Du skal allerede ha leert om approksimasjon med Taylorpolynomer, som gir
en enkel tilneerming basert pa informasjon om funksjonen i kun ett punkt, neer-
mere bestemt verdien av f og dens deriverte i dette punktet: Hvis f: R — R er
en gitt funksjon som er n ganger deriverbar i et punkt a € R, sa vet vi fra Seksjon
11.11i Kalkulus at

i (n)
p(x) =f(a)+f’(a)(x—a)+¥(x—a)2+---+%(x—a)"

er det entydige polynomet av grad n med de samme 7 forste deriverte som f i
a. En méte 4 vise dette pa er ved forst & observere at ethvert polynom p av grad
n kan skrives unikt som

p(x) =t (x—a)+cx—a)’++cp(x—a)

Deriverer vi denne funksjonen k ganger i a far vi at p® (a) = ¢ k!, og om dette
skal veere lik f® (), ma vi ha ¢ = f®(a)/k!, som var det vi skulle vise. Merk at



likningene p®) (a) = ¢ k! kan skrives som det enkle diagonale systemet

00 0 0 0) (co fla)
0 1! 0 0 0l fl(a)
0 0 21 0 0||c f(a)
0 0 0 3 0lcs|=| M@
0 0 0 0 - nJl\cy, % (a)

Vi kommer tilbake til dette. Taylors formel med restledd sier at hvis f er n+1
ganger kontinuerlig deriverbar, sa finnes det for enhver x, et tall ¢ € [a, x], s.a.

(x_ a)n+l
(n+1)!

Dersom x er nar a, og den deriverte f*1 ikke er veldig stor, vil restleddet vaere
lite, og p er dermed neer f. Med andre ord: Om de deriverte til f ikke er veldig
store, vil taylorpolynomet p veere en god approksimasjon av f, i alle fall neer a.

I dette kapitlet skal vi se pa interpolasjon, som i stedet gir tilnaerminger ba-
sert pa et sett funksjonsverdier. Vi sier at funksjonen p: [a, b] — R interpolerer f
i punktene xo, x1,..., X € [a, b] (som vi antar er forskjellige) hvis

fxx) = plxp) for k=0,1,...,n. (2.2)

) = px)+ ), 2.1)

Xo, X1,..., X, kalles interpolasjonspunktene. Funksjonen f kan, men behever ikke,
veere kjent: Alt vi trenger fra denne er funksjonsverdiene f(x;). polynominterpo-
lasjon, dreier seg om a finne et polynom p som interpolerer f. Siden betingelsen
(2.2) bestar av n+1 ligninger, og et n-tegradspolynom har n+ 1 koeffisienter som
kan velges fritt, gir det mening 4 la interpolasjonspolynomet p veere av orden 7.

Vi skal se pa to mater for & finne interpolasjonspolynomet: Ved hjelp av ka-
nonisk form (Seksjon 2.1), og ved hjelp av Newtonformen (Seksjon 2.2). Vi skal
ogsa se at feilen ved interpolasjon kan uttrykkes pa en mate som ligner pa rest-
leddsformelen (2.1), se Seksjon 2.3. I de neste kapitlene skal vi bruke interpola-
sjon til & utlede numeriske metoder for de deriverte, og integraler, av funksjoner.

2.1 Interpolasjon pa kanonisk form
Et generelt n-tegradspolynom kan skrives pa kanonisk form
Pn(X) =co+ X+ Cox? + -+ cpx™. (2.3)
Interpolasjonsbetingelsene tar formen
f(x0) =co+crxo+ czxé +o Cp XY
fx1)=co+crx1+ czxf +o 4 opxy
f(x2) =co+crxa+ czxg +oCp Xy

2 n
fxp)=co+crxp+caxy+--+cnxy,.



P4 matriseform kan dette skrives

1 xo x5 x [ co f(x0)
1 x1 x2 - xla f(x)
1 x x% o x| e | =] flx) (2.4)
1 x, X3 x) \en fxn)

Merk at matrisen i (2.4) er en kvadratisk vandermondematrise. Dersom vi kla-
rer 4 vise at slike matriser er inverterbare, vil (2.4) ha en unik lgsning, og vi kan
konkludere at det finnes et unikt interpolerende polynom.

Teorem 2.1. Vandermondematrisen i (2.4) er inverterbar hvis (og bare hvis)
interpolasjonspunktene xo, X1, ..., X, er forskjellige.

Bevis. La oss kalle vandermondematrisen for V,,. For a vise “bare hvis”-delen av
teoremet ma vi bevise at dersom minst to av interpolasjonspunktene er like, vil
V,, ikke veere inverterbar. Men hvis to av punktene er like, vil to av radene i V,
veere like, og da er ikke matrisen inverterbar.

Det gjenstér a vise “hvis”-delen av teoremet, som vi gjor ved & vise at deter-
minanten til V;, er ulik 0. Dette skal vi vise ved & gjore elementaere radoperasjo-
ner; siden slike operasjoner ikke forandrer invertibiliteten til en matrise, holder
det 4 vise at den radreduserte matrisen er inverterbar. Og siden matrisen og dens
transponerte har samme determinant, er det nok a se pa

xo xl o xn

2 2 . .2
vi=|X * Xn
n n e n

Xy X X!

Vi starter med radoperasjoner som nuller ut alt under eneren i gvre venstre hjor-
ne. Trekker vi xy ganget med rad i — 1 frarad i, far vi den nye matrisen

0 X1 — Xp Xp — Xo
view,=|0 xla-x) - Xp(xn—Xo)
0 xp ' —x0) - xp ' (xn = Xo)

Siden addisjon av rader ikke endrer determinanten, vil denne nye matrisen ha
samme determinant som V},. Ekspanderer vi determinanten til W,, langs forste



sayle far vi

X1 = Xo e Xn — X0
x1(x1—x0) -+ Xp(Xn—Xo)
det(V,) = det(W,,) = .
xp o —x0) oo xp (g — Xo)

Ved & trekke ut faktoren x; —x fra forste soyle, x,—x fra andre soyle, og sa videre,
kan dette skrives om til

1 1
xl .o xn
det(V},) = (x1 — x0) (x2 — Xp) - - - (x5, — X0)
x{l._l ..: x;ll._l

Her fikk vi altsa (x; — xo) (x2 — Xp) - - - (X, — Xo) (som er ulik 0, siden interpolasjons-
punktene er ulike!), ganget med en determinant av en vandermondematrise av
én dimensjon mindre. Siden en determinant av en 1 x 1 vandermondematrise er
1, s& folger det ved induksjon at alle determinanter av vandermondematriser er
ulik0. =

Fra beviset over folger det ogsd at determinanten til en vandermondematrise er

det(Vy)) = [ (xi — xj).

i>j

Dette produktet kalles ogsé for diskriminanten.

Ved forst 4 finne koeffisientene, s kan vi gjenta det vi gjorde i Seksjon 1.1
for & plotte det interpolerende polynomet som folger. Vi kan finne og plotte det
unike interpolerende polynomet slik:

n = length(x)-1;
= x.7(0:n);
c = V\f;

x_plot = linspace(x(1)-0.1, x(end)+0.1, 100)’;
x_plot_powers = x_plot.~(0:n);
plot(x_plot, x_plot_powers*c)

Program 2.1. Kode for a plotte det interpolerende polynomet

Noen kommentarer om denne koden er pa sin plass:

* Koden antar at vektoren x inneholder interpolasjonspunktene, og at vek-
toren f inneholder de tilhgrende interpolasjonsverdiene. Vektorene antas
a halik lengde.
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e Pa den andre linja brukes den komponentvise potenssyntaksen vi forklar-
te i Seksjon 1.1. Resultatet blir vandermondematrisen

1 xp xg Xy

DY n

I x1 x9 bt
v=|l x» x x}!
2 n

1 xp, xj Xy

* Den tredje linja finner koeffisientene c til det interpolerende polynomet
ved a lpse Likning (2.4).

* De siste tre linjene sorger for selve plottingen. Forst lages en soylevek-
tor x_plot med plottepunkter, og som dekker interpolasjonspunktene.
x_plot er typisk mye lengre enn vektoren x.

* Enmatrise x_plot_powers regnes sd ut ved 4 opphaye saylevektor x_plot
til de samme potensene som pé den forste linja. Vi f4r da en ny vander-
mondematrise, med mange flere rader.

» Pasistelinje plottes det interpolerende polynomet. Koden x_plot_powers*c
gir en sgylevektor der hvert element representerer en verdi av polynomet.

Koden over prioriterer oversiktlighet fremfor effektivitet og minnebruk. Utreg-
ningen av vandermondematrisen V kan gjores ved hjelp av ca. n? regneopera-
sjoner pa datamaskinen (se Oppgave 2). I Oppgave 3 blir du bedt om & vise at det

krever = %ng operasjoner & lose et generelt system med 7 likninger og n ukjente.
Med andre ord: Det er mer krevende & lgse systemet enn & regne ut matrisen for
systemet.

Eksempel 2.2. Anta vi vil finne et polynom som gar gjennom de tre punktene
(0,1), (1,3), and (2,2). Med andre ord, vi vil finne et polynom p slik at

p0 =1, p1)=3, p@)=2 (2.5)

Siden det er tre punkter er det naturlig & anta et kvadratisk polynom p(x) = ¢y +
c1X+ cox2. Setter viinn i (2.5) sa far vi de tre likningene

1=p(0) = co,
3=p)=co+c1+ca,
2=p2)=co+2c; +4c.

Vilgser disse og finner ¢y = 1, ¢c; =7/2, and ¢, = —3/2, slik at p er gitt ved

(x)—1+7x 3x2
pu=iro =5

Et plott av dette polynomet og interpolasjonspunktene er vist i Figur 2.1. Plottet
fér du ved a kjore koden i Program 2.1 etter & ha definert

11
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Figur 2.1. Tre interpolasjonspunkter og det tilsvarende kvadratiske interpolasjonspolynomet.

x = [0; 1; 2];
[1; 3; 2];

Hh
]

Oppgaver for Seksjon 2.1

1. Marker fplgende péstander som sanne eller usanne.

(a) Anta polynomet p,, interpolerer f i n+ 1 punkter, og at polynomet ¢,
interpolerer g i de samme punktene. Det interpolerende polynomet til f+ g
i de samme punktene er da lik p, + g;,.

(b) Anta polynomet p, interpolerer f i n+ 1 punkter, og at polynomet g,
interpolerer g i de samme punktene. Det interpolerende polynomet til fgi
de samme punktene er da lik p; g;.

(c) Det finne mange polynomer av grad n som interpolerer en gitt funksjon
fin+1 punkter.

2. I denne oppgaven skal vi se pa kode som regner ut matrisen vi trenger for a
finne den kanoniske formen for interpolasjonspolynomet. I Program 2.1 regnet
vi ut vandermondematrisen med koden

A =x."(0:n)

Sammenlign dette med folgende alternative kode:

A(:,0) = ones(nt+1,1);
for k = 2: (n+1)

AC:,k) = AC: ,k-1)*x;
end

12



Hvilken av de to alternativene er a foretrekke? Begrunn svaret, og hvilke antagel-
ser du gjor.

3. Forklar at det krever omtrent %ne’ regneoperasjoner (addisjoner og multipli-
kasjoner) a lose et generelt system med # likninger og n ukjente ved hjelp av
Gausseliminasjon.

Hint: her han du fd bruk forat 3.}, K= w. Ganger du ut dette uttryk-
ket blir det dominerende n3-leddet lik n®/3. Meningen her er at du skal prove
a telle regneoperasjoner som du gjor i Gausseliminasjon, seyle for seyle. Nar
du gjor dette vil du se at leddene i summen Y}, k? sier noe om hvor mange
regneoperasjoner som kreves for & nulle ut elementene under diagonalen ved
Gausseliminasjon, for en konkret sayle.

4. I denne oppgaven skal vi se pa et alternativt bevis for at interpolasjonspoly-
nomet er unikt.

(a) Anta at det finnes to kvadratiske polynomer p; og p» som interpolerer
funksjonen f i de tre punktene xp, x; og x». Se pa differansen p = p, — p;.
Hva er verdiene til p i interpolasjonspunktene?

(b) Bruk observasjoneni (a) til & vise at p; og p» ma veere like.
(c) Generaliser resultater fra (a) og (b) til polynomer av grad n.

5. En rett-fram utregning av (2.3) i et punkt x krever n multiplikasjoner og n
addisjoner i tillegg til utregning av potensene (1 — 1 multiplikasjoner). Totalt blir
dette 3n — 1 operasjoner. La oss skrive om (2.3) til

pn(x) =co+x(c1+c2x + 63x2+~~cnx”_1). (2.6)

Inne i parentesene péd haeyre side her er det et polynom av grad n—1 (som vi
kaller p,,—1), som pa samme mate kan uttrykkes med et polynom av grad n — 2
(pn-2), 0.s.v.. Vi har at

prn(x) = cot+xpp-1(x)
Pn-1(x) = c1+xpp—2(x)
Pn—2x) = c2+xpp_3(x)

p1(x) = cp1+xpox)

po(x) = Cn

For a regne ut p,(x) starter vi fra siste likning, og fortsetter oppover til forste
likning. Denne algoritmen kalles ogsa for Horner’s regel.

(a) Lagen implementasjon av Horner’s regel.

(b) Hvor mange aritmetiske operasjoner trenger Horner’s regel?

13



2.2 Interpolasjon med Newtonformen

Laigjen xo, x1,..., X, veere interpolasjonspunktene. Vi sier at polynomet p,, er pa
newtonform dersom det er skrevet pa formen

Pn(x) =co+c1(x—xp) + c2(x—x0)(x —Xx7) +... 2.7
+ cp (o — x0) (X — x1) - -+ (X = Xp—1). '

Newtonformen har en del fordeler sammenlignet med den kanoniske. Interpo-
lasjonsbetingelsene tar na formen

f(xo) =co
f(x1) = co + c1(x1 — X0)

(2.8)
fxn) =co+cr(xy—x0) + -+ cp(xn — Xo) -+ - (X — Xp—1),
eller p& matriseform:
1 0 0 Co f(xo)
1 x1—x9 - 0 1 fx1)
= . . (2.9)
1 xp—x0 -+ (Xp—X0) - (Xp—Xp-1)) \Cn fxn)

Dette er et triangulcert system, og hvis alle interpolasjonspunktene er forskjellige
vil alle elementene langs diagonalen veere ulik 0. Dermed er ogsd determinanten
til matrisen ulik 0, s matrisen er inverterbar. Matriseligningen (2.9) har dermed
en unik lesning (cy, ¢y, ..., ¢n). Med andre ord, vi har en unik Newtonform.
Trianguleere systemer er enklere & lose enn generelle systemer. For & se dette,
kall den triangulaere matrisen for A, la A = (a;;); j=o veere elementene i 4, ogla
Ac = f veere systemet vi skal lgse. Det er klart at vi kan finne cp fra den forste
likningen, siden denne bare sier ¢y = fy (husk at agy = 1). Anta sd at vi har klart &

finne cy, c1,..., ck—1 fra de k forste likningene. Likning k + 1 sier at

axoCo + A1 C1 +*+* + Ak (k1) Ck-1 + Akk Ck = [k-

Vi kan skrive dette som

1

Ck = —akk (fi = akoco — @x1€1 = -+ = Ax(e—1)Ck—1) (2.10)

(diagonalelementet ay = xj — xo er ulik 0, sa dette uttrykket gir mening). Der-
med kan vi finne ¢ ut fra likning k + 1 i systemet. Denne metoden for a lase et
trianguleert system kalles fremoversubstitusjon: Vi finner forst cy, bruker denne
til & finne c;, bruker deretter disse til & finne ¢, og sa videre.

Formelen (2.10) for 4 finne ¢y krever k subtraksjoner og k multiplikasjoner.
Summerer vi over alle k far vi

24446+ +2n—-1)+2n=2(1+2+---+n) =n(n+1) = n’

14
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Figur 2.2. Interpolasjon av e* i to punkter med en sekant (a), og i tre punkter med en parabel (b).

operasjoner (vi tilneermer med n? siden n? er det dominerende leddet her). Det-
te er en stor reduksjon ndr vi sammenligner med = %ng’ operasjoner for det ka-
noniske systemet. Ved 4 tilpasse formen pa interpolasjonspolynomet, oppnar vi
dermed en regnemessig reduksjon i metoden var. Den viktige l&erdommen fra
newtonformen er derfor at det kan veere lurt & se pa andre mater & representere
plynomer pé ogsa.

Den triangulare matrisen kan ogsa regnes ut med n? operasjoner (se Opp-
gave 5, som ogsd viser kode for 4 plotte interpolasjonspolynomet via newtonfor-
men, tilsvarende Program 2.1).

Eksempel 2.3 (Newtonformen for n = 0). Hvis vi bare har ett interpolasjonspunkt
Xo s& blir newtonformen pg(x) = ¢y. Vi far at co = f(xp), slik at

po(x) = f(xo).

Eksempel 2.4 (Newtonformen for n» = 1). Med to punkter xy og x; blir Netwon-
formen p;(x) = ¢o + 1 (x — xp). Vi far likningene

f(xo) = co
f(x1) = co+ c1(x1 — xo)
som har lgsning

_ fx1) = f(xo)

X1 —Xo

co=f(x0), ¢ (2.11)

Dette gir

X — Xo),

: f(x1) = f(xo)
p1(x) = f(x0) A — (

som ikke er noe annet enn sekanten til f giennom x( og x; (se Figur 2.2(a)). Til
sammenligning ga det forsteordens taylorpolynomet til f tangenten i punktet.
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Eksempel 2.5 (Newtonformen for n = 2). Vilegger til enda et punkt x, og setter
opp et kvadratisk interpolasjonspolynom:

p2(x) = ¢ + €1 (x = Xo) + €2 (X — Xo) (X — X1)
Setter viinn x = x¢ og x = x; fér vi likningene

f(xo) = co,
fx1) = co+c1(x1 — xo),
Dette er de samme likningene vi lgste for n = 1, s& ¢y og ¢; md veere gitt ved (2.11)
0gsd nar n = 2. Setter vi inn x = x, far vi
F(x2) = co+ c1(x2 — xo) + €2 (x2 — X0) (32 — x1),
som gir

| ) - flx) - FEELE (x5, — )

X1—X(
Cz— 1 0

(x2 — xp) (X2 — x1)

Etter en del regning kan dette ogsa skrives

fo)-fa)  fOa)—f(xo)

0 = —270 Sl R 2.12)
X2 — Xo

Interpolasjonspolynomet blir na en parabel, se Figur 2.2(b).

Mer generelt ser vi fra det trianguleere systemet (2.8) at likningen som stam-
mer fra innsettingen x = x bare involverer punktene (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), ...,
(xk, f(xx)). Spesielt vil ¢ bare avhenge av disse punktene. Det er derfor vanlig &
skrive

cr = flxo,..., Xl (2.13)
fork=0,1,..., n, slik at newtonformen
pn(x)=co+c1(x—xp) +-+-+ cp(x—xp) (X — x1) -+ (X — Xpp—1) (2.14)

kan skrives

pn(x) = flxol + flxo0, x1](x — x0) + fx0, X1, X2] (X — x0) (x — x1)
+ o4 flx0, X1, Xl (X — X0) (X — X1) -+ (X — Xp—1). (2.15)

Merk at interpolasjonspolynomene p;, og p,-1 oppfyller
Pn(x) = pp-1(%) + flxo,..., Xp] (x — x0) -+ (X = Xpp—1).

Figur 2.3 viser det interpolerende polynomet p, for forskjellige verdier av n for
funksjonen f(x) = sin(x). Vi ser at tilneermingen blir bedre etterhvert som vi oker
graden n.
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(c) p3ipunktene0,2,3,4. (d) p4ipunktene0,1,2,3,4.

Figur 2.3. Interpolasjon av f(x) = sin(x) med det interpolerende polynomet p;, for forskjellige n.

Eksempel 2.6. Vi interpolerer funksjonen f(x) = v/x i punktene x; = i, for i =
0,1,2,3. Newtonformen blir

p3(x) =co+c1x+cox(x—1) + c3x(x—1)(x —2),
og interpolasjonsbetingelsene gir

0= co,
l=c¢y+c,
\/E= co+2c1+ 20,
\/§ =g+ 3c1 +6¢p +603.
Loser vi dette ligningssystemet far vi
=0, =1, 2, =—(1-v2/2), c3=(3+V3-3v2)/6.

Figur 2.4 viser det interpolerende polynomet.

Hvis interpolasjon brukes riktig, vil den vanligvis gi en god tilneerming til
den underliggende funksjonen. Etterhvert som avstanden mellom punktene av-
tar (enten ved & oke antall punkter eller flytte punktene neermere hverandre),
kan man forvente at tilneermingen blir bedre. Men vi vet at det finnes funksjoner
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Figur 2.4. Funksjonen f(x) = y/x (heltrukken linje) og den kubiske interpolanten i de fire punktene 0, 1, 2, og
3 (stiplet linje).
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(a) n=10 (b) n=20

Figur 2.5. Interpolasjon av funksjonen f(x) = 1/(1+x?) pa intervallet [-5,5] med polynomer av grad 7. Punk-
tene er uniformt fordelt i intervallet i hvert tilfelle.

der taylorpolynomer er dérlige tilneerminger, og det samme kan skje for interpo-
lasjon. Dette problemet kan vi f nar den deriverte til funksjonen blir veldig stor.
Under er et viktig eksempel pa dette.

Eksempel 2.7. Rungefunksjonen er definert ved f(x) = 1/(1 + x?). La oss se pa
denne pé intervallet [—5,5]. Figur 2.5 viser oss interpolanter av grad 10 og 20.
Midt pé intervallet blir feilen mindre nér vi oker graden, men neer endepunktene
pé intervallet blir feilen storre nar vi oker graden. Vi skal undersegke hva som gar
galti Seksjon 2.3.

Newtonformen og den kanoniske formen er bare to méter & skrive det inter-
polerende polynomet pa — det finnes mange andre maéter ogsa. En av disse er
Lagrangeformen, som vi ser pa i Oppgave 2.

Oppgaver for Seksjon 2.2

1. Viinterpolerer funksjonen f(x) = x> med et polynom pj3 av grad 3, i punkte-
ne 0, 1, 2, og 3. Hva blir p3(4)?

2. Vihar dataene

18



x |0]1]3]4
fo1]of2]1

(a) Skriv det kubiske polynomet som interpolerer i disse punktene som

p3(x) =colx—1)(x=3)(x—4) +c1x(x-3)(x —4)
+ox(x—1)(x—4)+c3x(x—1)(x-3),

og finn koeffisientene fra interpolasjonsbetingelsene. Dette kalles Lagrange-
formen til det interpolerende polynomet.

(b) Finn newtonformen til det interpolerende polynomet.
(c) Verifiser at losningene du fant i (a) og (b) er like.

3. Interpolasjon av et sett med data.

(a) Vihar dataene

x |0
fo 2]

2]
0]

1
1

Disse er punkter pé den rette linja y = 2—x. Finn newtonformen til det kvad-
ratiske interpolerende polynomet og sammenlign. Hva er forskjellen?

(b) Anta atvi interpolerer f med polynomer av grad rn i punktene xy,..., X;.
Vis at hvis f er et polynom av grad n, sa vil interpolanten p,, veere identisk
med f. Hvorfor forklarer dette resultatet i (a)?

4. Anta at vi har dataene
(O)y())’ (LJ/l), (2)y2)r (31y3) (2~16)

der y; = f (i) er funksjonsverdier av en ukjent funksjon f.I denne oppgaven skal
vi finne uttrykk for tilnaerminger til f i forskjellige punkter ved & bruke kubisk
interpolasjon.

(a) Finn den rette linjen p; som interpolerer de to midterste punktene i

(2.16), og bruk p;(3/2) som en tilneerming til f(3/2). Vis at

1
p13/2) = E(yl +2).

(b) Finn det kubiske polynomet p3 som interpolerer dataene (2.16) og bruk
p3(3/2) som en tilneerming til f(3/2). Vis at

—Yo+9y1+9y2— Y3
16 '

p3(3/2) =
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5. I denne oppgaven skal vi tilpasse plotting av interpolasjonspolynomet (Pro-
gram 2.1) til newtonformen. Se pé folgende kode:

n = size(x,1) - 1;
A = zeros(ntl);
AC:,1) = 1;
for ¢ = 2: (n+1)
A(c:end,c) = A(c:end,c-1).*(x(c:end)-x(c-1));
end

¢ = zeros(n+1,1);
for k = 1: (n+1)

ck) = (f(k) - Ak,1:k)*c(1:k))/Ak,k);
end

x_plot = linspace(x(1)-0.1,x(end)+0.1,100)’;
x_plot_powers = ones(size(x_plot,1), n+l);
for ¢ = 2: (n+1)
x_plot_powers(:,c) = x_plot_powers(:,c-1).*(x_plot-x(c-1));
end

plot(x_plot, x_plot_powers*c)

Program 2.2. Plotting av interpolasjonspolynomet pa Newtonform

Koden antar som for at interpolasjonspunktene x, med tilhgrende verdier £, al-
lerede er definert. Forklar hva som skjer i de tre lokkene. Forklar spesielt den de-
len som er ansvarlig for & gjore fremoversubstitusjon. Verifiser at koden trenger
omtrent 2n? operasjoner for & finne newtonformen (n? operasjoner for & finne
matrisen, og ytterligere n? operasjoner for & lpse systemet med fremoversubsti-
tusjon).

6. I noen sammenhenger kjenner vi kun til noen punktverdier, og noen verdier
av de deriverte til en funksjon.

(a) Anta at f er deriverbar i x;, og at xp, X1, 0g x» er forskjellige. Avgjor om
det finnes et unikt kubisk polynom pj3 slik at

p3(xp) = f(x0), ps(x1)=f(x1), psx)=f(x), p3x)=flx2).
(b) Kan du generalisere dette resultatet til tilfeller der noen av de deriverte

i interpolasjonspunktene ogsa er kjent? Kan du sette dette i sammenheng
med taylorpolynomer?
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2.3 Interpolasjonsfeilen

I forrige seksjon sé vi eksempler der det interpolerende polynomet p, blir en
bedre og bedre tilneerming til den underliggende funksjonen nér n eker, og ek-
sempler der det motsatte skjer. Vi skal na gi en matematisk begrunnelse for hvor-
for dette skjer.

Teorem 2.8. La xy,xy,...,Xy, € [a, b] veere distinkte interpolasjonspunkter, og
anta at funksjonen f: [a, b] — R er (minst) n+ 1 ganger kontinuerlig deriver-
bar. La p,, veere det unike n-teordens interpolerende polynomet til f i punktene
X0, X1,...,Xn. Da vil

M1 (b— a)n+1
If(x)— pr(x)] < — (2.17)

forallex € [a, b, der M;,+1 = max, p |f(n+1) .

Bevis. La x € [a, b]. Vi pastar forst at det finnes et punkt y € [a, b] slik at

(n+1)
F)=pnx) = %Qn(x), (2.18)

der Q, er (n+ 1)-tegradspolynomet
Qn(x) = (x = x0) (x — x1) -+ (X — Xp).

Dersom x er et av punktene xg, x,..., X5, er begge sider av (2.18) lik 0, sa iden-
titeten er automatisk sann. Anta sa at x ikke er et av punktene xo, X1,..., X5, 08
definer funksjonen
(P(t):f(t)_pn(t)_MQn(t) for t € [a, b].
Qn(x)

Da har ¢ nullpunkter i de n + 2 distinkte punktene x, xg, X1, ..., X, (dette er Opp-
gave 2). Av middelverdisetningen folger det dermed at det finnes n + 1 punkter i
intervallet (a, b) der ¢’ er lik 0. Med samme argumentasjon ser vi at det mé finnes
n punkter der (¢')' = ¢" er lik 0. Fortsetter vi slik, finner vi at funksjonen ¢"**V
har minst ett nullpunkt y € (a, b). Siden p**? = 0 og Q*Y = (n+1)! (dette er
Oppgave 3), far vi

f(x) —pa(x)
Qn(x)
Om vi stokker om pé denne ligningen féar vi nettopp (2.18).

Om vi erstatter | f""*V (y)| pa hoyresiden i (2.18) med dets eget maksimum,
far vi

0= V()= fD(y) - (n+1)L

My
(n+1)!

|f (%) = pn(0)] = 1Qr(X)].

21



Siden hvert avleddene (x—xyp), ..., (x—x5) kan veere hayst lik b—a (fordi punktene
X, Xp, X1,..., X, alle ligger i [a, b]), ser vi at |Qu(x)| < (b— a)™*! for alle x. Dette
beviser (2.17). 1

Siden fakulteten (7 + 1)! blir veldig stor nar n vokser, ser vi at interpolasjons-
feilen minsker nar n vokser, sd lenge My, 1, ikke vokser for fort!

Eksempel 2.9. La oss interpolere funksjonen f(x) = sin(x) pa intervallet [a, b] =
[0,27] (se Figur 2.3 for en illustrasjon). Vi velger n + 1 uniformt fordelte interpo-
lasjonspunkter xy, X1, ..., X, og far n-tegradspolynomet p,,. Vi vet at de deriverte
av f er enten + cos(x) eller +sin(x), og ingen av disse funksjonene oppnar funk-
sjonsverdier storre enn 1. Derfor er M1 < 1 for alle n. Vi far dermed at

(2].[)1’1+1
(n+1)!°

[f(x) = pn(x)] =

Siden (n+1)! vokser mye raskere enn 2m)"* nar n vokser, vil feilen gd raskt mot
0 nar n vokser.

Eksempel 2.10. La f veere rungefunksjonen fra Eksempel 2.7, gitt ved f(x) =
1/(1 + x2) for x € [-5,5]. En litt teknisk utregning viser at M, ;1 = (n+1)! pa in-
tervallet [-5, 5]. Feilestimatet (2.17) sier dermed at

_ n+1
If(x) = prx)] < % ~(b-a)"t =101

som er et veldig stort tall nar n er stor. Feilestimatet garanterer altsa ikke at inter-
polasjonsfeilen er liten nér 7 er stor, og som vi sa i Eksempel 2.7, er feilen faktisk
ganske stor.

Oppgaver for Seksjon 2.3

1. Vitilnaermer f(x) = e* med et interpolerende polynom p,, i punktene
0,1/n,2/n,...,(n—-1,n),1.

Hvor stor ma n veere for at feilen | f (x) — p,(x)| skal veere mindre enn 0.001 for
alle x € [0,1]?

2. Vis at ¢(t) i beviset for Teorem 2.17 oppfyller
Px)=@xg) =@px)=--=¢@x,) =0

3. Vihar sett at
Qn(x) = (x = xp)(x — x1) - (X — Xxp)

er sentral i Newtonformen, og i beviset for Teorem 2.17. I de neste kapitlene skal
vi derivere og integrere det interpolerende polynomet, og vi vil derfor ha behov
for & derivere og integrere Q.
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(@) VisatQ""*V/x)=(n+1)!
(b) Et spesielt tilfelle vi vil se pa er nar x;’ene er en uniform partisjon, det

vil si at x; — x;_, = h for alle i. Regn ut f;ff Q1 (x)dx og f;ff’ Qo (x) dx.
Hint: Delvis integrasjon kan veere til hjelp her.
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KAPITTEL 3

Numerisk derivasjon

Derivasjon er en grunnleggende operasjon i matematikk, med mange anvendel-
ser. Derfor er det viktig & ha gode metoder for & beregne og bruke de deriverte.
Du har sannsynligvis leert de grunnleggende reglene for derivasjon i skolen —
symbolske metoder som passer for utregninger pa papir. Disse er av begrenset
verdi pa datamaskiner siden mange programmeringssprék ikke stotter symbols-
ke beregninger.

Et annet punkt er at funksjonen var ofte bare er kjent i et sett isolerte punk-
ter, slik som malinger av posisjonen til en bil med en GPS-enhet. Anta at vi vil
beregne bilens fart. Hvis posisjonen til bilen er kjent for alle tidspunkter (som
en matematisk funksjon) s& kan dette gjores ved symbolsk derivasjon, men nar
posisjonen til bilen er bare kjent for enkelte tidspunkter sa ma vi ty til andre me-
toder.

Losningen er numeriske metoder som tilnaermer den deriverte med passen-
de kombinasjoner av kjente funksjonsverdier. La oss starte med & formulere ak-
kurat dette som en generell strategi for numerisk derivasjon.

Strategi 3.1. Anta at f er kjent i punktene
wwa—2h,a—h,a,a+h,a+2h,...
(sa, h er “opplesningen” for kjente verdier av f).
1. Plukk en delmengde av n+ 1 av disse punktene ncer a, og skriv disse som
a+moh,a+mih,a+myh,...,a+ my,h, (3.1)
der my,..., my er heltallige.
2. Finn polynomet p,(x) som interpolerer f i de n+ 1 punktene (3.1).

3. Bruk p),(a) som en tilncerming til f'(a).
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Vi skal ogsa kalle dette for punktmetoden basert p& punktene (3.1). Punktme-
toder kan brukes for heoyere ordens deriverte ogsé, ved & bruke p%k) (a) som en

tilneerming til f* (). Vi definerer trunkeringsfeilen i denne tilnaermingen som
Ec(fia,l) = fP(a) - piY (@) (3.2)

Dette er feilen som folger av at vi deriverer det interpolerende polynometistedet
for funksjonen f. Mélet er 4 f& denne feilen s liten som mulig.

I det aller enkleste tilfellet baserer punktmetoder seg pé kun to kjente funk-
sjonsverdier, og vi skal i Seksjon 3.1 se hvordan dette naturlig henger sammen
med definisjonen av den deriverte. I Seksjon 3.2 skal vi sa se hvordan punkt-
metoder med flere punkter kan bli enda mer presise. Metodene for numerisk
integrasjon i Kapittel 4 vil bli utledet og analysert p4 den samme maten som
metodene for derivasjon i dette kapitlet.

I dette kapitlet vil vi skrive My = max, | f® (x)| (nar f er k ganger deriverbar),
der maksimum tas over et intervall som gar klart fram fra konteksten. I notasjo-
nen p, og Ex(f;a, h) vil det gé klart ut fra konteksten hva tallene tallene m; er,
selv om de ikke er en del av notasjonen.

3.1 Newtonkvotienten
Den deriverte av f i et punkt a er definert som

fla+h) - f(a)
—

Vivil anta at f er deriverbar i a, det vil si at denne grenseverdien eksisterer. For
en fiksert & # 0 kalles tilneermingen

fla+h)-f(a)
h
til f'(a) for Newtons differenskvotient, eller bare newtonkvotienten.

Bruker vi punktmetoden basert pa punktene a og a+ h far vi den rette linjen
p1 gjennom (a, f(a)) og (a+ h, f(a+ h)), eller sekanten gjennom disse. Denne

kan skrives
fla+h) - f(a)
h
Den deriverte av p;, sekantens stigningstall, er ngyaktig heyresiden i (3.4). New-
tonkvotienten faller altsd sammen med punktmetoden basert pa a og a+ h (se
Figur 3.1).
Trunkeringsfeilen for newtonkvotienten er

fla+h) - f(a)
—

La oss se naermere pa denne. Fra Taylors formel med restledd (2.1), far vi at

fl(a) = ]11135 3.3)

(3.4)

p1(x) = f(a)+ a.

E\(f;a,h) = f'(a) -

h2
fla+h) = f(@)+hf (a)+ ?f”(fh); (3.5)
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Figur 3.1. Sekanten (rod kuve) til en funksjon (svart kurve) i punktene a og a + h, samt tangenten i a (bla
kurve).

der &y, € [a,a+ h]. Stokker vi om pa dette uttrykket far vi folgende uttrykk for
trunkeringsfeilen:

fla+h) - f(a) _

/ —
f(a) Y

h
=5 1"Cn)- (3.6)
Hvis den andrederiverte er kontinuerlig, sa sier ekstremalverdisetningen at funk-
sjonen | f'| har et maksimum pé intervallet [a, a + h], som vi kaller M. Fra dette
far vi folgende feilestimat.

Proposisjon 3.2. Anta f har kontinuerlige andrederiverte ncer a. Da oppfyller
trunkeringsfeilen for netwonkvotienten

h
|E1(f;a,h)| < MZE; (3.7)

der M, = maxy | f" (x)|.

Eksempel 3.3. La oss se pé funksjonen f(x) = sin(x) i punktet a = 0.5. Siden den
deriverte er f'(x) = cos(x), og f’(a) = 0.8775825619, er det lett & sjekke nayaktig-
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heten i Newtons kvotient. Prover vi med noen verdier av & far vi

h  (fla+h-f@)/h E(f;ah

107! 0.8521693479 2.5x1072
1072 0.8751708279 2.4%x1073
1073 0.8773427029 24x1074
1074 0.8775585892 2.4%x107°
107° 0.8775801647 24x107°
1076 0.8775823222 2.4%x1077

Vi ser at tilneermingen blir bedre med avtagende h, som forventet. Mer presist
ser vi at ndr & blir redusert med en faktor 10, sa blir feilen redusert med samme
faktor.

La oss sjekke at estimatet for feilen (3.7) stemmer overens med verdiene i
tabellen. Vi har f”(x) = —sin(x), og siden |sin(x)| < 1 for alle x, kan vi velge M, =
1. Dermed er hoyre side i (3.7) lik %h. Tabellen tilsier at den egentlige feilen er
|E1(f; a, h)| = 0.24h, sé& estimatet | E1 (f; a, h)| < 0.5h overestimerer feilen med en
faktor 2. I slike feilestimater er det veldig vanlig 8 bomme litt, og “overdrive” hvor
stor feilen kan bli. Det sentrale her er at vi har estimert noe ukjent (feilen E;) med
noe som er beregnbart (heyresiden i (3.7)).

Figur 3.2 viser et loglog-plott av & mot trunkeringsfeilen, sammen med den
ovre grensen for feilen M»h/2. Her satt vi My = 1, slik at vi gjor den nevnte over-
estimeringen. Et bedre estimat ville vi fatt ved & regne ut max, | f(x)| over et lite
intervall i neerheten av a i stedet, men gjor du dette vil du se at de to kurvene
blir liggende oppé hverandre. Plottet ser ut som en linje med derivert lik 1. Si-
den dette er et logaritmisk plott, er dette i overensstemmelse med tilnermingen
|E1(f;a,h)| = gl f" (a)| for trunkeringsfeilen, siden vi ved & ta logaritmer i denne
far

log|E; (f; a, h)| = logh +10g(0.5) + log(sin(0.5))
~logh—0.6203.

Dette samsvarer bra med der linja treffer y-aksen.

Oppgaver for Seksjon 3.1
1. Etalternativ til newtonkvotienten (3.4) er den venstresidige varianten

- fla-fla-h)

!
f(a) Y

Vis at vi denne faller sammen med punktmetoden basert pa a og a — h.
2. Skriv et program som regner ut newtonkvotienten for funksjonen f(x) = e*

ia=1,ogbruker h = 107% for k = 1, 2, ..., 14. Regn ogsa ut feilen. Oppforer
tilneermingen og dens feil seg slik som Proposisjon 3.2 sier?
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Figur 3.2. Trunkeringsfeilen ved bruk av newtonkvotienten for tilnaerming til den deriverte til f(x) =sinx i
punktet x =0.5, for h e [10’6, 100]. Plottet er et logaritmisk plott.

3. Da vi utledet trunkeringsfeilen (3.7), var er det ikke opplagt hva graden til
taylorpolynomet i (3.5) skulle veere. I denne oppgaven skal du se hva som skjer
om man senker graden pa taylorpolynomet.

(a) Gjor taylorutviklingen i (3.5) pa nytt, men bruk et taylorpolynom av grad
2 istedet. Prov fra dette & utlede en formel for feilen som er tilsvarende (3.6).

(b) Gjor (a) pa nytt, men bruk et taylorpolynom av grad 0, altsa bare en kon-
stant funksjon.

(c) Hvorfor kan du konkludere at det forsteordens taylorpolynomet og for-
melen for feilen i (3.6) er best?

3.2 Alternativer til newtonkvotienten

Vi startet dette kapitlet med newtonkvotienten, punktmetoden basert pa f(a) og
f(a+ h). Hvis vi har flere punkter, byr det fort p4 mye regning a finne og derivere
det interpolerende polynomet. Som et eksempel, se pa punktmetoden basert
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Figur 3.3. Sekanten i a (rod kurve) til en funksjon f (svart kurve) basert i a—h og a + h, samt tangenten i a
(bla kurve). Parabelen som interpolerer f i a—h, a, og a+ h er ogsa vist (svart kurve)

pa f(a), f(a—h), og f(a+ h). Bruker vi newtonformen til det interpolerende
polynomet far vi fra (2.11) og (2.12) at

~fla—h
pz(x)=f(a—h)+w(x—(a—h))

N fla+h)-2f(a)+ f(a—h)
2h?

(x—(a—h)(x-a). (3.8)

Etter litt regning finner vi at

+h) - —h
Py =1 )th - (3.9

Detaljene i (3.8) og (3.9) overlater vi til Oppgave 3. Uttrykket (3.9) er stignings-
tallet til sekanten gjennom punktene a — h og a + h, og kalles den symmetriske
newtonkvotienten. Denne er illustrert i Figur 3.3,

Trunkeringsfeilen for den symmetriske Newtonkvotienten kan analyseres pa
samme méate som Newtonkvotienten. Vi evaluerer né taylorpolynomet i to punk-
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ter i stedet, og tar med andregradsledd ogsa:
fla+h) = f@+f(@h+ %f”(a) h? + éf’”(cl)hs
fla=h = f@-f'(@h+ %f”(a) h? - éf”’(cz)hs,
dercy € [a,a+ hl], ¢y € [a— h, a]. Trekkes disse fra hverandre far vi
JaxD=J@=D _ priay= w2 e + £,

Tar vi absoluttverdi av begge sider og bruker trekantulikheten far vi at

1 2 2 h2
Ei(f;a,h)| = |—=h*(f"(c) + f" < —Mz+—M;z=Mz—.
|E1(f;a, h)| B (f"(c1))+ 7 (c2)) o Ms+ 5 Ms 375

Spesielt vil tilneermingen veere eksakt for andregradspolynomer, siden disse har

tredjederivert lik 0 (slik at M3 = 0). Dermed blir trunkeringsfeilen 0 for disse. Til-

naermingen er ikke eksakt for tredjegradspolynomer. Tester vi den symmetriske

Newtonkvotienten med samme verdier for i som for far vi

h  (fla+h-fla-nw)/2h) E(f;ah)

107! 0.8761206554 1.5%x103
1072 0.8775679356 1.5%x 107
1073 0.8775824156 1.5x107
107* 0.8775825604 1.5x 1070
107° 0.8775825619 1.8 x 101!
1076 0.8775825619 —7.5%x 10712

Nar h reduseres med faktor 10, ser vi at feilen blir redusert med omtrent faktor
100. Tilsvarende faktor fra tabellen for newtonkvotienten var 10.

La oss se pa et eksempel til, denne gang en punktmetode for den andrede-
riverte. Vi bruker samme punkter som den symmetriske Newtonkvotienten, slik
at vi far samme interpolerende polynom som i (3.8). Etter litt mer regning finner
vi at

fla+h)-2f(a)+ f(a—h)
h2

Som over kan vi finne trunkeringsfeilen ved & evaluere Taylorpolynomet i de

samme punktene, men ni tar vi ogsa med et tredjegradsledd,

(3.10)

ps(a) =

fla+h) = f(a)+ f(@h+ %f”(a) h? + éf”’(a) n+ if("”) (c1)h*
fla=h) = fla)- f'(@h+ %f”(a) h* - éf’”(a) h® - if””) (c2) b,
og i stedet for a trekke fra hverandre legger vi de nd sammen. Da far vi
fla—h) =2f(@+ fa+h) - f"(@)h*= if("”)(cl)h‘1 - if("’” (co) .
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Deler vi med h? pa begge sider far vi trunkeringsfeilen

fla-h)-2f(a)+ f(a+h)

E2fGa )| = 2

_ f”(a)

pé venstre side, og pa heyre side far vi

h? h? h?
My— + My— = My—.
Y247 s T T2
For punktmetoder med flere punkter kan man ogsa gjere som over - kombi-
nere Taylorrekkene i de kjente punktene slik at vi pa venstre side far et uttrykk for
trunkeringsfeilen. I Seksjon 3.3 skal vi utdype dette, og utlede en punktmetode
basert pé fire punkter som har trunkeringsfeil |E; (f; a, h)| < %h“. h*-faktoren
gjor at trunkeringsfeilen gir enda raskere mot 0 nér h avtar.
Vi har né estimater pa trunkeringsfeilen for fire metoder

1. For Newtonkvotienten: M g,
2. For den symmetriske Newtonkvotienten: M3 %2,
3. For 4-punkts metoden fra Seksjon 3.3: % ht,

. 2
4. For den andrederiverte: M4%.

Vi ser at 4-punkts metoden har lavere trunkeringsfeil enn de to forste metodene.
Hvis vi bruker funksjonen f(x) = sin x, samt at M = (sina)® ner a, sa kan vi
plotte trunkeringsfeilestimatene mot hverandre som folger

a=0.5;
h = 10.7(-(0:0.1:6));
loglog(h, abs(sin(a)*h/2), ...
h, abs(cos(a)*h.~2/6), ...
h, abs(18*cos(a)*h."4), ...
h, abs(sin(a)*h."~2/12))
legend(’Newton’, ’Symmetrisk Newton’, ’Fire punkter’,’Andrederiverte’)

Program 3.1. Sammenligning av trunkeringsfeil

Plottene er vist i Figur 3.4. Dette er et loglog-plott. Merk at, hvis |E; (f; a, h)| =
ChP, sa har vi at
log|E; (f;a,h)| = plogh+logC.

Siden vare metoder har trunkeringsfeil proporsjonal med #, h?, og h*, saservii
loglog-plottet lineaere kurver med stigningstall 1, 2, og 4.

Hvis vi baserer oss péd enda flere punkter blir alt enda mer komplisert, og
vi trenger derfor et resultat som gir oss system i kaoset. Det neste teoremet sier
oss, ved hjelp av linezer algebra, hva punktmetoden basert pa f(a+ moh), f(a+
myh),..., f(a+ myh) blir. Vi skal bevise dette forst i Seksjon 3.3.
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Figur 3.4. loglog-plott av estimatene pa trunkeringsfeilen for de fire metodene vi ser p4, for f(x) = sinx i
x=0.5,0gforhe [1076,109).

Teorem 3.4. Antaat vivet n+1 funksjonsverdier{f(a+m;h)}}_, dermo =0 og
mg, My, ..., my, er forskjellige heltall (vi antar altsa spesielt at f(a) skal bidra).
La py, veere det interpolerende polynomet av grad < n i punktene {a+ m;h}}_,
ogla
my moy cee mn
2 2 2
m m Y m
v=| ' " 3.11)
Da har vi at
hpP(a)/1! f@
w2 p? (a)/2! fla+mih)
P =(-vTe v _ : (3.12)
R p™ (@)l n! fla+ myh)
(Her er V=T en kort notasjon for (V™-1)T, oge er en saylevektor med bare enere.)

Her er (—V_Te V_T) blokkmatrisen der V= plasseres til hoyre for -V~ "e
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(se Seksjon 1.2).

Det er ikke meningen at du skal huske dette resultatet! Poenget er at vi fra
dette faktisk kan lese ut, og lage kode for & finne, tilneermingene pglk) (a) til alle
de deriverte! For 4 utdype dette, la oss se spesielt pa tilfellet med punktemetoder

basert pa de tre punktene f(a), f(a— h), og f(a+ h). Dette svarer til at vi setter

1 . _
, som har invers V™1 =

n=2, my =-1, mp =1, iteoremet. Dette gir V = ( 11

-1 1
%( ] 1).Settervi inni (3.12) far vi

/ f(a)
hp)y(@) ) i _T(
P =(-v-Te v fla-n
hp,(a)/2 Fla+h

fla)
1/{0 -1 1
:E(—z 1 1)(f(a_h))
fla+h)
_1( fla+h)- fla—h) )
" 2\fla-h)-2f(a)+ f(a+h)

Dette kan vi skrive om til

fla+h)—fla-h)
2h
fla=h)-2f(a)+ f(a+h)
h2

pnla) =

Pn(@) =
Vi ser at dette faller sammen med punktmetodene fra (3.9) og (3.10).

Oppgaver for Seksjon 3.2
1. Vitilneermer den andrederiverte til en funksjon f(x) i x = 0 med

f(W-2f0)+f(=h)

D, f(0) = 2

Viantar at f er deriverbar uendelig mange ganger. Finn det korrekte alternativet
i folgende flervalgsoppgaver.

(a) Tilneermingen D5 f(0) vil alltid veere eksakt hvis f(x) er

[ en trigonometrisk funksjon
[ en logaritmisk funksjon

[J et polynom av grad 4

[J et polynom av grad 3
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6.

(b) Feilen
| f"(0) - D2 f(0)]

er begrenset av
h2
O 5 maxye(—p,p | £ (2)]
2
O & maxyei_pm | F@ (0]

O %maxxe[_h,h] |f”(X)|
2
O il_g maxye(—p,p | f ()]

Marker hver av folgende pastander som sanne eller gale

(a) Den symmetriske newtonkvotienten er eksakt for polynomer av grad 2
eller lavere.

(b) Selv om den symmetriske newtonkvotienten gir storre presisjon, s er
det en trade-off siden den krever mye mer regning enn newtonkvotienten.

(c) firepunktsmetoden med steglengde h = 0.2 vil vanligvis ha mindre feil
enn den symmetriske newtonkvotienten med s = 0.1.

(d) firepunktsmetoden er eksakt for alle fjerdegradspolynomer, men ikke
for alle femtegradspolynomer.

. Vis at formlene (3.8) (3.9) er riktige.

Vis at den symmetriske newtonkvotienteni x = a

(@) erlik f’(a) nér f er en kvadratisk funksjon f(x) = bx%+cx+d.

(b) erlik giennomsnittet av de to asymmetriske kvotientene

fla+h) - f(a) fl@)—fla—h)

fr(a): h h

fila) = (3.13)

. I denne oppgaven ser vi pd noen andre mulige tilneerminger til den deriver-
te.

(@) Finn en tilneerming til f'(a) som bare bruker verdiene f(a— h), f(a), og
fla+2h).

(b) Finn en tilneerming til f'(a) som bare bruker verdiene f(a), f(a+ h), og
fla+2h).

Denne oppgaven illustrerer en annen méte som kan brukes til & utlede me-

toder for numerisk derivasjon.
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(@) Anta vivil utlede en metode for & tilnaerme f’(a) som er pa formen
fltay=cifla—h)+caf(a+h), c,c€R.

Vi vil at metoden skal veere eksakt nér f(x) =1 og f(x) = x. Bruk disse betin-
gelsene til 4 regne ut c¢; og c».

(b) Vis at metoden i (a) er eksakt for alle polynomer av grad 1, og sammen-
lign den med med metodene vi har utledet i dette kapitlet.

(c) Bruk metodenei (a) og (b) til & utlede en metode for 4 tilneerme f”'(a).
flfl@=cfla-h+cf@+cfla+h), c,ccieR,

ved 4 kreve at metodene skal veaere eksakt for f(x) = 1, x, og x°. Kjenner du
igjen metoden?

(d) Vis at metodeni (c) er eksakt for alle kubiske polynomer.

7. I denne oppgaven skal vi sammenligne den symmetriske newtonkvotienten
med de to asymmetriske newtonkvotientene.

(a) Tegn grafen til funksjonen

—x%2+10x-5

fx)= ,

over intervallet [0, 6], sammen med de tre sekantene som hearer til de tre til-
naermingene til de deriverte fra (a) (bruk a = 3 og h = 2). Kan du fra dette
avgjore hvilken tilneerming som er best?

(b) Regn utde tre tilneermingene til de deriverte i (a) numerisk for f(x) med
a=3o0g h; =0.10g hy =0.001. Hva er de relative feilene?

3.3 Trunkeringsfeilen for generelle punktmetoder (*)

Vi starter denne seksjonen med et bevis for Teorem 3.4.
Bevis. Vistarter med & uttrykke p, som et n-te ordens taylorpolynom om a:
pnx)=fl@+c(x—a)+--+cp(x—a).

Evaluerer videttei x = a+ m;hfori=1,2,...,n far vi likningene

mih  (mh)? - mh)"\([a fla+mih) - f(a)
mah  (mah)? - (mal)" || ca| | fla+mah) - f(@)
mph  (myh)? - (muh)"|\cy, fla+muh) - f(@
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Siden ¢y = pﬁ,k) (a)/ k!, og med V definert som over, kan dette ogsa skrives

hp @/ (fla+mh-fa
T Wp @2 | | fla+mah) - f(a)

h'pPa)in!) \fla+mph) - f(a)

Siden kvadratiske vandermondematriser med forskjellige generatorer (alle ulik
0) er inverterbare (se Teorem (2.1)), far vi

hpV (a1t fla+mih) - f(a)
h2p@ (a)/2! e fla+mah) - f(a)

R p™ (@)l n! fla+muph) - f(a)
fla+mih)

(a+ moh)
=—V_Tef(a)+V_T ! . ?

fla+muh)
fla)

(a+myh)
=(-vTe V7T / o (3.14)

fla+myuh)

I den siste overgangen her brukte viat AC+BD=(A B) (lC)) nar A of B har like

mange rader, og C og D har like mange soyler, og matrisemultiplikasjonene er
definert. N

Vi skal ogsa vise folgende feilestimat.

Teorem 3.5. La V veere matrisen fra (3.11). Vi har at

|Ex(f;a, )| < BR™ 5 My,., (3.15)

der .
B KX 1billm; ™t

(n+1)!

) (3.16)

ogderbersoylek iV!.

Det folger som over at en (7 + 1)-punkts metode er eksakt for alle polyno-
mer av grad < n. Legg merke til at trepunkts-tilnaermingen til den andrederiver-
te hadde en grad hoyere i Taylorrekka enn antall punkter. Dette fanges ikke opp
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av teoremet over. Det er rett-fram a generalisere teoremet over slik at det fanger
opp dette.

Bevis. Vistarter med 4 skrive opp felgende Taylorutviklinger

(n) (n+1)

@ S
n! (n+1)!

f(n+1)(c2) n+1
e el

(mi )" +

fla+mih) - f(@) = f(@mih+--+

(m)
flatmah)— f(@ = f'@mah -+ L n'(a)(n’lzh)n-l-

(n) (a) (n+1)(c )
fla+muh) - f(@) = f'(@muh+--+ I — = ma )" + f(nT)!”(mnh)”“.
(3.17)
Med V definert ved (3.11) s& kan dette skrives p& matriseform som
(n+1)( )
Rf@n | (Lt m ™ fasmi - fa)
(n+1)
o '@ | | L mnt || flatmeh) - fla)
. + L = . :
h" £ (a)/n! f((””)l()c'n)( _mr+t]  \fla+mah) - fla)
n+
Ganger vi med b til venstre over far vi
f(n+l)(c )
f((lﬁ)l()’l)(mm)nﬂ fla+mih) - f(a)
hk L2 (my )1 fla+tmh) - f@ | p
B gy +pT| CFDT T =b’ . =—p¥(a),
k! : : k!
f((r:rl()cln) (mnh) n+1 f(a + mnh) - f(a)

der vi brukte (3.14). Dette gir

(n+1)
f (c1) (m h) n+1

e
fn n+1
k! L(myh)
(k) (k) _ T (n+1)'
Py (@) - (a) ——hkb
(n+1) Ch ) 1
f(n+1)' ( )n+

Hyvis vi tar absoluttverdier og bruker trekantulikheten far vi

(n+1)
hk Z f ( l) (ml’h)n+1 .

(k) (k)
p®(a) - f (a)\ P

Hvis vi bruker definisjonen av E(f;a, h) og den gvre skranken M, ; for den
deriverte avorden n+ 1, s far vi (3.15). B
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Fire-punkts metoden som vi tidligere nevnte er basert pa punktene f(a—2h),
fla—h), f(a), fla+ h), og f(a+ h). Detvil si at vi setter n =4, my =0, m; = -2,
my =-1, mg =1, my = 2. Vifinner (by, by, bs, by) ved & lose systemet

—2 -1 1 2\(h 1
4 1 1 4f[b| o
-8 -1 1 8||bs| |o|
16 1 1 16/\bs 0

Her er det et poeng a lgse dette eksakt. Dette kan gjores med Symbolic Math
Toolbox:

>> rref(sym([-2 -1 121; 41140; -8-1180; 1611 16 0]1))
ans =

[1, 0, 0, 0, 1/12]

[0, 1, 0, 0, -2/3]

[0, 0, 1, 0, 2/3]

[0, 0, 0, 1, -1/12]

slikatb = (1/12,-2/3,2/3,—1/12). Vi far at forste element i V~Le blir

1
(1712 -2/3 2/3 -1/12) i =0.
1
Det folger na fra (3.12) at
fla-2h)
Iy _ B fla-h)
hpy(a)=(1/12 -2/3 2/3 -1/12) Fla+h |
ala+2h)
slik at metoden blir
(a—2h)-8f(a—h)+8f(a+h)— f(a+2h)
Fl@ = Py = f f f f .

12h

Setter vi inn i (3.16) far vi at B = 1/18. (3.15) gir slutt estimatet |E;(f;a,h)| <
M;5 i’—g for trunkeringsfeilen.
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KAPITTEL 4

Numerisk integrasjon

I numerisk derivasjon brukes kjente funksjonsverdier til & finne tilneerminger til
den deriverte av en funksjon. I numerisk integrasjon brukes samme informasjon
til & finne tilneerminger til integralet. Metodene er nyttige nar funksjonsverdiene
bare er kjent i isolerte punkter, eller nar det er vanskelig eller umulig & beregne
integralet for hand.

I Kapittel 3 laget vi en generell strategi for 4 utlede metoder for numerisk de-
rivasjon. Den tilsvarende strategien for numerisk integrasjon er som folger: Finn
polynomet som interpolerer funksjonen i et passende sett av punkter, og bruk
integralet av dette polynomet som en tilnerming til integralet av funksjonen.
Trunkeringsfeilen kan da analyseres pd omtrent samme madte som for numerisk
derivasjon.

Vi starter dette kapitlet med 4 ga gjennom definisjonen av integralet (Seksjon
4.1). Deretter ser vi pd den enkleste metoden for numerisk integrasjon, midt-
punktsmetoden (Seksjon 4.2). I Seksjon 4.3 formulerer vi sa den ovennevnte ge-
nerelle strategien i litt mer detalj, og ser pa noen viktige spesialtilfeller.

4.1 Hvaer integralet?

Integralet av en funksjon f: [a, b] — R tolker vi som arealet under grafen, der de
positive verdiene til f bidrar positivt til arealet, og de negative verdiene bidrar
negativt (se Figur 4.1). Standard notasjon for integralet er

b
f fx)dx.
a

For vi fortsetter ma vi introdusere et begrep som vi skal bruke flere ganger i var
definisjon av integralet.

Definisjon 4.1 (Partisjon). La a ogb vceere to reelle tall med a < b. En partisjon
av [a, b] er en samling av tall {xy, x1, ..., Xn} slik at

A=Xg<X]<Xp+ < Xp_1<Xp=h.

Partisjonen sies a veere uniform dersom x; — xi-y = (b—a)/n fori =1, ..., n.
Avstanden mellom punktene, h = (b — a)/ n, kalles da steglengden til partisjo-
nen.

Om IT = {xg, x1,..., X,} er en partisjon, lar vi storrelsen pé partisjonen veere
IITI| = max;=1, nlx; — x;—1l, altsd den storste avstanden mellom nabopunkter.
Hyvis IT er uniform vil |TIT| = (b— a)/n.
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N

Figur 4.1. Arealet under grafen til en funksjon.

4.1.1 Definisjonen av integralet

For & definere integralet bruker man sakalte Riemann-summer, som er numeris-
ke tilneerminger av arealet under grafen. Vi velger en partisjon IT = {xg, x1, ..., Xn}
av [a, b], og finner maksimum og minimum til f pa hvert delintervall [x;_1, x;],

m;= min f(x), M;= max f(x) fori=1,2,...,n.
X€[X;-1,X;] XE[Xi-1,X;]

Dersom f er kontinuerlig, vil disse verdiene alltid eksistere, s& vi antar heretter
kontinuitet. Vi kan sé gjore to forskjellige tilneerminger til integralet ved & tilneer-
me f med to forskjellige stegfunksjoner, som begge er konstant pa hvert delin-
tervall [x;_1, x;]: Den forste er lik m; pa dette delintervallet, den andre er lik M;
(se Figur 4.2). Deretter summerer vi opp arealene under de to stegfunksjonene,
og ender opp med de to tilneermingene

IOD =) m(x;—xi-1),  IAD =) M;(x;—Xi1). 4.1)
i=1 i=1

Generelt er den forste tilneermingen for liten, den andre for stor. Integralet far vi
nd av & la sterrelsen pa partisjonen g mot 0:

Definisjon 4.2 (Integralet). La f vcere en kontinuerlig funksjon definert pa in-
tervallet [a, b]. Hvis grenseverdiene

lim I(I) og  lim I(IT)
II—0~ |TT|—0

(der grensen tas over folger av partisjoner med synkende storrelse) begge eksis-
terer og er like, sier vi at f er integrerbar, og vi definerer integralet av f over
[a, b] som

b
I= f f(x)dx = lim I(IT) = lim I(IT).
a |TI|—0 |TI|—0
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(@ (b)

(c) (d)

Figur 4.2. Innskrevne (til venstre) og omskrevne (til hoyre) stegfunksjoner for en grov partisjon (everst) og en
fin partisjon (nederst).

Det viser seg at enhver kontinuerlig funksjon pa et lukket intervall er integrerbar.
Et bevis for dette finner du i Kalkulus. Konstruksjonen av integralet illustreres i
Figur 4.2, der vi ser hvordan de stykkevis konstante tilnaermingene blir bedre nar
partisjonen blir mindre.

Definisjonen over kan brukes som en numerisk metode for & finne tilnzer-
minger til integralet: Vi velger 4 jobbe med enten maksimum eller minimum,
velger en partisjon av [a, b] som i Figur 4.2, og legger sammen arealene av rek-
tanglene. Problemet med denne metoden er at det kan béde vaere vanskelig og
tidkrevende & finne maksimum og minimum, selv p& en datamaskin. Men det
viser seg at integralet har en egenskap som er veldig nyttig ndr det kommer til
numeriske beregninger:

Teorem 4.3. La f: [a, b] — R veere kontinuerlig, la {xo, ..., x,} veere en parti-
sjonavla,bl, oglat; veereet talli[x;_1,x;] for hveri=1,..., n. Davil summen

I=Y f(#:)(x;— x;-1) (4.2)
i=1

konvergere mot integralet nar storrelsen pad partisjonene gar mot null.

Bevis. Siden f er kontinuerlig, er den integrerbar, s tilneermingene I og I kon-
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vergerer begge mot | f f(x) dx nar storrelsen pa partisjonene gar mot null. For
enhver partisjon vil I < I < I, fordi minye[y, ,,x;1 f(X) < f(£;) < maXye(y, ,,x,] f (%)
forhver i =1,...,n. Dermed vil ogsé I konvergere mot [ f fdx. 1

Generelt kan vi utlede metoder for numerisk integrasjon ved & dele opp in-
tervallet [a, b] i smd delintervaller, tilneerme f med et polynom pé hvert delinter-
vall, integrere dette polynometistedet for f, og til slutt legge sammen bidragene
fra hvert delintervall. Vi skal bruke denne strategien til & utlede mer avanserte
metoder for numerisk integrasjon, og dette vil fungere sa lenge f kan tilnaermes
godt med polynomer pa hvert delintervall.

Oppgaver for Seksjon 4.1

1. Idenne oppgaven skal vi bruke definisjonen av integralet pa funksjonen f(x) =
e* paintervallet [0, 1].

(a) Skriv og kjor et program som regner ut I og I for en uniform partisjon
pé 10 delintervaller (la metoden ta antall delintervaller som argument). Hva
blir feilene fra den eksakte verdien I = e—1 = 1.718281828 av integralet?
Hint: I stedet for en for-lpkke kan du bruke sum-kommandoen nar du legger
sammen bidragene fra delintervallene.

(b) Lag et program som finner hvor mange delintervaller som trengs for &
regne ut I med en feil mindre enn 3 x 10732

4.2 Midtpunktsmetoden

Ved hjelp av Teorem 4.3 kan vi utlede praktiske, numeriske metoder for & regne
ut integralet: Vi lager en partisjon av [a, b], velger ¢; lik x;_; eller x;, og regner
ut summen (4.2). Det viser seg at et enda bedre valg er midtpunktet ¢; = (x; +
X;—1)/2, som gir oss tilneermingen

=) f((x+xi-1)/2)(x; = xi-1). 4.3)
in1

Dette er den sékalte midtpunktsmetoden. Vi kan tenke pa dette som en konstant
tilneerming pa hvert delintervall, der konstanten er verdien i midtpunktet.

Algoritme 4.4. La f veere en funksjon som er integrerbar pd intervallet [a, b],
og la {x;}}_, veere en uniform partisjon av [a, b]. Midtpunktsmetoden filncer-
mer integralet av f med

b n
f f)dx=Lyah)=h)_ f(xi-1/2), (4.4)
a i=1

der
Xi—1/2=(xi—1+x))/2=a+(i-1/2)h.
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X1/2 X1/2 X372 Xs5/2 X7/2 Xoy2

(@ (b)

Figur 4.3. Midtpunktsmetoden med ett delintervall (a), og fem delintervaller (b).

Metoden er illustrert i Figur 4.3 for tilfellene med ett og fem delintervaller.

Eksempel 4.5. La oss teste midtpunktsmetoden pé en funksjon der vi vet svaret.
Vi velger integralet

1
f cosxdx=sinl=0.8414709848
0

Det eksakte svaret er da sin1. Vi tester metoden ved 4 splitte intervallet i 2¢ del-
intervaller, for k =1, 2, ..., 10, d.v.s. vi halverer steglengden i hver iterasjon. Vi
far da
h Imia(h) I = Imia(h)
0.500000 0.85030065 —8.8x1073
0.250000 0.84366632 —-2.2x103
0.125000 0.84201907 -5.5x10*
0.062500 0.84160796 —1.4x10*
0.031250 0.84150523 -3.4x107
0.015625 0.84147954 -8.6x10°
0.007813 0.84147312 —-2.1x10°
0.003906 0.84147152 -5.3x107
0.001953 0.84147112 -1.3x1077
0.000977 0.84147102 -3.3x10®

Vi ser at hver gang h is halveres, sé blir feilen |I — I;,,iq(h)| redusert omtrent med
faktor 4.

4.2.1 Feilestimat for midtpunktsmetoden

Midtpunktsmetoden (4.4) er en tilneerming, og vil medfore en liten feil. Som i
kapittelet om numerisk derivasjon skal vi né estimere hvor stor denne feilen kan
bli. Dette gjor vi i to steg. Forst skal vi analysere feilen i tilfellet med bare ett
delintervall. Dette kaller vi den lokale feilen. Deretter bruker vi dette til 4 finne
et estimat for det generelle tilfellet med mange delintervaller. Dette kaller vi den
globale feilen.
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Lokal feilanalyse

Feilen i midtpunktsmetoden med bare ett delintervall er

b
:f fx)dx— f(m)(b—-a), (4.5)
der m = (a+ b)/2. Taylorutvikler vi f(x) om midtpunktet m far vi
! (x— )2 "
f@) =fm)+x-m)f'(m)+ 5 f©,

der ¢ er et tall mellom m og x, som avhenger av x. Integrerer vi dette far vi

(x

fabf(x)dx f(f(m)+(x m) f'(m) + f”(f))dx

!
=f(m)(b-a )+f(2 )[( —m)z]a+5f (x—-m)?*f"(©dx

1 rb
=fimb-a)+3 f (x=m)*f"&) dx,
a
der leddet i midten var 0. Dette leder oss til uttrykket

b
|E| = (x—m)?f"(&) dx|.

x)dx—-fm)(b-a)| ==

Litt mer regning pa dette gir

b b
|E| _1 f (x—m)?f"(& dx| < lf |c—m)?f"(&)| dx
2 a 2 a

1 b
= 5[ (x—m)?|f"()] dx

M- b
s—zf (x—m)’dx
2 Ja

M> 1

725[(96—’”)3]2

M-
= f((b— m)® - (a-m)?)
—%(b—aﬁ,

der M, = maxye(q,p|f” (x)]. Ulikheten pé forste linje holder fordi nér vi flytter
absoluttverdien innenfor integralet, s& blir funksjonen vi integrerer ikkenegativ
overalt. Dette betyr at arealer der integranden i det opprinnelige uttrykket var
negativ, nd er blitt positive, slik at det andre integralet er storre enn det forste.

Likheten pa andre linje holder siden (x — m)? aldri er negativ, og ulikheten
pa tredje linje holder siden vi erstatter | f" (£)| med sitt maksimum pa interval-
let [a, b]. Péa fjerde linje regner vi bare ut integralet av (x — m)2. S& setter vi inn
grensene. Siste linje folger av at (b—m)® = —(a—m)3 = (b—a)®/8. Vi har dermed
bevist folgende lemma.
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Lemma4.6. Laf: [a,b] — R veere en kontinuerlig funksjon med kontinuerlige
forste- og andreordens deriverte. Feilen i midtpunktsmetoden med ett delinter-
vall er da begrenset av

b
fx)dx—f(m)(b-a)| < %(b— a)®,

derm=(a+Db)/2.

Det viktige i Lemma 4.6 er faktoren (b — a)®. Denne medforer at dersom vi
halverer bredden pé intervallene, sa vil feilen i metoden reduseres med faktor 8.

Global feilanalyse

I forrige seksjon s& vi pé feilen for étt delintervall. La oss né se pd hva som skjer
nér vilegger sammen bidragene fra mange delintervaller. Generelt har vi en par-
tisjon av [a, b] i n delintervaller, alle med lengde & = (b— a)/n. Med

b n X n
- f fwdx=Y [ faax, Imia() = Y. fxio1)h,
a i=1

i=1YXi1

blir den totale feilen i midtpunktsmetoden
n Xi
I—Imia(h) =) (f fx)dx— f(xi—uz)h),
i=1\JXi-1

der uttrykket inne i parentesene er den lokale feilen pé intervallet [x;_1, x;]. Vi
har derfor

|I Imld(h)

g(/ fdx—f(xi- 1/2)h)‘

SZ[ fdx— f(x;- 1/2)h‘
Ly
SZﬂMZ

~
1l
—

der Mé” = maXye[y; ;x| f" (x)]. I den forste ulikheten har vi brukt trekantulik-
heten, mens vi i den andre ulikheten har brukt Lemma 4.6. Vi kan forenkle (4.6)
ytterligere ved & bruke maksimum over hele [a, b], i stedet for over bare [x;_1, x;]:
For alle i har vi at

Mé” = ax |f"()|= max |f”(x)| = M,,

x(—:[xl 1,%;]
slik at (4.6) kan forenkles til

n h3
- Imia(W)| <) —

i-1 24

0 nh3
MY < — My, = —nM,. 4.6
;24 2= 5 My (4.6)
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Siden h = (b—a)/n, farvi hn = b—a. Hvis vi setter dette inn i (4.6), far vi folgende
estimat for den globale feilen.

Teorem 4.7. Anta at f: [a, b] — R og dens forste to deriverte er kontinuerlige
Da er feilen i midtpunktsmetoden begrenset av

h2
| = Imia(M)| < (b— d)ﬁMz- (4.7)

Dette bekrefter oppforselen vi sa for feilen i Eksempel 4.5: Hvis h reduseres
med faktor 2, s& reduseres feilen med faktor 22 = 4.
4.2.2 Estimering av steglengden

La oss si du gnsker & tilnaerme et integral, og du ensker at feilen i tilneermingen
ikke er storre enn en gvre grense €. Vi kan bruke feilestimatet (4.7) ved & kreve at
2
(b—a)— max Mp<e
24 xela,b)

som vi lett kan lgse for h,
24¢
(b—a)M,’

Dersom vi klarer a beregne (eller estimere) M, maksimumsverdien til den and-
rederiverte, kan vi sette inn i uttrykket ovenfor, og finne en gvre grense for 7 som
garanterer at integrasjonsfeilen blir mindre enn €.

Oppgaver for Seksjon 4.2

1. Markér hver av folgende pastander som sanne eller gale.
(a) Midtpunktsmetoden er eksakt for alle polynomer av grad 1.
(b) Midtpunktsmetoden er eksakt for alle polynomer av grad 2.

(c) Den globale feilen i midtpunktsmetoden er av orden en lavere enn den
lokale feilen.

(d) Nar vi reduserer steglengden £ i midtpunktsmetoden med faktor 3, s
reduseres feilen med omtrent faktor 9.

2. Vibruker midtpunktsmetoden med 2 delintervaller for & finne en tilnaerming

til integralet
1
f x*dx.
0
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Hva far vi?
15/16
1/4
14/9
12/5

3. Finn en tilnerming til

72 gin x
f dx =0.526978557614...
0 1+ x2

ved hjelp av midtpunktsmetoden med 6 delintervaller.

4, (a) Test midtpunktsmetoden med 10 delintervaller pa integralet

1
f efdx=e-1.
0

(b) Finn en verdi av h som garanterer at den absolutte feilen er mindre enn
10710,

5. Gjenta forrige oppgave, men med integralet byttet ut med

6
f Inxdx=1In(11664) — 4.
2

4.3 Alternativer til midtpunktsmetoden

Det finnes ogsd mange andre metoder for numerisk integrasjon. Falgende stra-
tegi for 4 lage slike er en direkte parallell til Strategi 3.1 for numerisk derivasjon.

Strategi 4.8. Lan, k = 1. En approksimasjon av

b
I= f f(x)dx,
a
konstrueres som folger:
1. Delintervallet [a, D] i nk like store delintervaller
A=Xg<X] <Xp<:+<Xpg-1<Xpk=D>b.

Setth=(b—a)ln.
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2. For hvert av delintervallene J; = [xi_1k, Xixl, finn polynomet py; av
grad k som interpolerer f i de k + 1 punktene {xi_1k, ..., Xik}-

3. Bruk [ J, Pk,i () dx som en approksimasjon til S 5, f(0) dx, og legg sam-
men disse:

I(h)=) f Pr,i(x)dx.
i=1Y7i

Strategi 4.8 kalles ogsd Newton—Cotes-metoden. Ved hjelp av feilanalysen i
Kapittel 2 kan vi estimere feilen i denne metoden:

Teorem 4.9. Lan,k=1o0gla f: [a,b] — R veere en funksjon med k+ 1 konti-
nuerlige deriverte. Da vil feilen i Newton—Cotes-metoden av orden k med steg-
lengde h = (b — a)/ n veere hoyst

(b—a) My,

k+1

Bevis. Velg et delintervall J;, og la py ; veere polynomet av orden k som inter-
polerer f ipunktene x;, ..., X;+1)k (Som beskrevet i Strategi 4.8). Fra Teorem 2.8
vet vi at for x € J; vil

Mji1 k+1 _ Mji1 k+1
|f(X) = pri (0] = m(x(i+l)k - xix) = *a1)
Dermed er
b n n
|I-I(h)| = f fxydx=>)_ ’ pri(x)dx| =) ]f(x)—pk,,-(x)dx
a i=19Ji i=1Ji

<) ’ |f(xX) = pi,i(x)|dx
i=1vJi

Mk+1 hk+l
& ), ey

_ u k+2
_(k+1)!.zh+

Mi1
= kL ke,

=

(Fra forste til andre linje brukte vi trekantulikheten, s satt vi inn feilestimatet
for interpolanten, og sé integrerte vi konstanten M./ (k + D!A**1) Om vi na
setterinn h=(b—a)/nfarvi (4.8). 1

Av feilestimatet (4.8) ser vi at for i senke feilen, kan vi oke k, senke & (det
vil si ke n), eller en kombinasjon av disse. Hvilken kombinasjon som er mest
effektiv kommer an pé hvor stor faktoren My ; er for forskjellige k.
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(@ (b)

Figur 4.4. Trapesmetoden med ett delintervall (a) og fem delintervaller (b).

4.3.1 Trapesmetoden (k=1)
Vi vet at linja som interpolerer f i to punkter x;_; og x; er

flx) = flxi-)

i~ Xi-1

p1i(x) = f(xi-1) + (x—=xi-1).

Bruker vi denne i Strategi 4.8 far vi trapesmetoden; som vi ser av Figur 4.4 tegner
tilneermingen i hvert delintervall J; et trapes. Vi f&r da tilneermingen

flxi—) + f(xp) I

X;
. dx =
fm p1i(x)dx 2

Legger vi sammen bidragene fra alle delintervallene f&r vi approksimasjonen

Luap () = Y wh 4.9)
i=1

Om vi anvender Teorem 2.8 med k = 1 fér vi folgende feilestimat for trapes-
metoden.

Teorem 4.10 (Feilestimat for trapesmetoden). La f: [a,b] — R veere en to
ganger kontinuerlig deriverbar funksjon. Feilen i trapesmetoden med stegleng-
de h er da begrenset av

— @M
I = Lap(H)| < (b%hz. (4.10)

Med litt mer regning kan man vise at trapesmetoden har en feil som er hgyst
(b_l#hz, altsa seks ganger lavere enn hoyresiden i (4.10) (se Oppgave 7). Feil-
estimatet (4.10) er altsd et overestimat. Denne konstante faktoren pa % er ikke
spesielt viktig; det viktige i (4.10) er
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Xo X1 X2 Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6
(@ (b)

Figur 4.5. Simpsons metode med ett delintervall (a) og tre delintervaller (b).

« faktoren h?, som gjor at hvis vi for eksempel halverer h, vil feilen g& ned
med en faktor 1/4

 faktoren M,, som sier at feilen blir storre jo mer f oscillerer (det vil si, jo
storre " er).

Eksempel 4.11. La oss gjenta Eksempel 4.5 med trapesmetoden. Hvis vi igjen
splitter intervallet i 2k delintervaller, for k=1, 2, ..., 10, sé far vi

h Ttrap(h) I = Iirap ()
0.500000 0.82386686 1.8 x 102
0.250000 0.83708375 4.4x103
0.125000 0.84037503 1.1x103
0.062500 0.84119705 2.7x10™*
0.031250 0.84140250 6.8x 107
0.015625 0.84145386 1.7 x 107
0.007813 0.84146670 4.3x10°
0.003906 0.84146991 1.1x10°
0.001953 0.84147072 2.7x107
0.000977 0.84147092 6.7 x 1078

Vi ser at hver gang steglengden halveres, sé blir feilen redusert med omtrent fak-
tor 4. Men vi ser ogsa at selv om vi na bruker to funksjonsverdier i hvert delin-
tervall for 4 estimere integralet, sa er feilen faktisk dobbelt sa stor som for midt-
punktsmetoden. Dette kan sees fra feilestimatet (4.10), siden 1/12 er dobbelt sa
stor som 1/241 (4.7).

4.3.2 k =2:Simpsons metode

For k = 2 tilnzermer vi med et kvadratisk polynom péa hvert delintervall J;. Meto-
den blir i dette tilfellet kalt Simpsons metode, og er illustrert i Figur 4.5. I Oppga-
ve 10 blir du bedt a vise at Newtonformen til polynomet som interpolerer f i a,
m=(a+Db)/2,ogber

fm-fl@ = fla@-2fm)+f(Db)
no e 212

p2(x) = f(a) + x—a)(x—m),
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der h=(b-a)/2, og at

b h
f p2(x)dx = g(f(a)+4f(m)+f(b)).

Dette er Simpsons metode med ett delintervall. Legger vi sammen bidragene fra
alle delintervallene far vi

h n—1 n
Isimp(h) = g(f(a) +f(B)+2 ) flx)+4) flx2i-1)|, (4.11)
i=1 i=1

derné h = (b—a)/(2n) Setter viinn k = 2 i Teorem 2.8, far vi folgende feilestimat
for denne metoden.

Teorem 4.12 (Feilestimat for Simpsons metode). La f: [a,b] — R vceere en
fire ganger kontinuerlig deriverbar funksjon. Feilen i Simpsons metode med
steglengde h er da begrenset av

|1~ Isimp(h)| < “"T“)M”’hs. 4.12)

Simpsons metode er mye brukt. Siden metoden baserer seg pa kvadratiske
polynomer, s mé den veere eksakt for slike. Den er faktisk eksakt for alle kubiske
polynomer ogsé (se Oppgave 8). Det finnes skarpere feilestimater for Simpsons
metode enn dette (se Oppgave 9, som gér et stykke utenfor pensum).

Oppgaver for Seksjon 4.3

1. Markér hver av de folgende pastandene som sanne eller gale.

(a) Trapesmetoden er vanligvis mer ngyaktig enn midtpunktsmetoden.

(b) Siden hvert evalueringspunkt i trapesmetoden forekommer som ende-
punkt i to forskjellige delintervaller, s ma vi evaluere funksjonen vi integre-
rer to ganger i hvert punkt.

(c) Simpsons metode krever at vi bruker et odde antall punkter.

(d) Simpsons metode er eksakt for polynomer av grad 3 eller lavere.

2. Finn det korrekte alternativet i folgende flervalgsoppgaver.

(a) Vibruker trapesmetoden med to delintervaller for 4 tilnaerme integralet

1
f x> dx.
0
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Hva blir resultatet?

01/2
13/8
015/9
03/5

(b) Hvilke(n) av trapes-, midtpunkts- eller Simpsons metode er mest nay-
aktig for linezere polynomer?

(] Trapesmetoden.

L] Simpsons metode.

O Midtpunktsmetoden.

(] Alle er eksakte.

(c) Vi bruker Simpsons metode for & regne ut tilneerminger til f f fx)dx.
Da blir resultatet alltid eksakt hvis f(x) er

[J en trigonometrisk funksjon.

U en logaritmisk funksjon.

[ et polynom av grad to.

(] pa formen g(x)/h(x) der f og g er polynomer av grad to.

(d) U Midtpunktsmetoden er mer ngyaktig enn Simpsons metode.

[ Midtpunktsmetoden og trapesmetoden gir alltid samme feil.

[ Midtpunktsmetoden gir 0 feil bare hvis f(x) = c for en konstant c.

[ Midtpunktsmetoden gir 0 feil hvis f(x) er en vilkérlig rett linje i planet.

3. Gjenta Oppgave 3 og 4 i Seksjon 4.2 for trapesmetoden.

4. Hvor mange funksjonsevalueringer trenger du for & beregne integralet

fl dx
o 1+2x

med feil mindre enn 10~!° for
(a) trapesmetoden,
(b) midtpunktsmetoden,
(c) ogSimpsons metode?
5. Gjenta Oppgave 3 og 4 i Seksjon 4.2 med Simpsons metode.
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6. Vivil lage en metode for numerisk integrasjon p& formen

b
f f@dx=w;f(a)+wsf((a+Db)I2)+ wsf(b),
a

der w; skal bestemmes. Vis at, hvis metoden er eksakt for de tre polynomene
flx) = x! for i =0,1,2, sa blir metoden lik Simpsons metode.

7. Lam= %b veere midtpunktet pd intervallet [a, b], og se pé folgende anven-

delse av delvis integrasjon:

b b
—f (x—m)f’(x)dx:—[(x—m)f(x)]Z+f flo)dx

b- b b
- 2y -2 +f fodx
2 2 a

b
f f(x)dx—(b—a)w.
a

Dette viser at den lokale feilen i trapesmetoden kan skrives som
b
L=- f (x—m)f'(x)dx. (4.13)
a
(a) Anvend delvis integrasjon pa (4.13) for a vise at
b 1
L= f (c 5= m)z) (%) dx. (4.14)
a

der C er en konstant (vi skal komme tilbake tilbake hvordan vi skal velge C).

(b) Vis at, med C = —(b— a)?/8, s& har vi at C + %(x— m)? <0 for x € [a, b].
Vis ogséa at, med dette valget av C, sa folger det fra (4.14) at |L| < %2_“)3.

(c) Bruk (b) til & vise at den globalen feilen i trapesmetoden er < (b—a) i’—; M.

For & forenkle notasjonen i de neste oppgavene definerer vi m = a + h, og
b = a+2h. Vi definerer ogsa

q(x) =(x—a)(x—m)(x-Db),
og p2(x) som det kvadratiske polynomet som interpolerer f i a, m, og b.

8. I denne oppgaven skal vi se pa forskjellige méter 4 vise at Simpsons metode
er eksakt for alle polynomer av grad 3.

(a) Verifiser at Simpsons metode er eksakt for f(x) = x’ fori =0, 1, 2, 3.

(b) Bruk (a) til & vise at Simpsons metode er eksakt for ethvert kubisk poly-
nom.
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(¢) Kunne du komme frem til samme konklusjon som i (b) ved bare & be-

trakte feilestimatet (4.12)?

(d) Forklar at g er anti-symmetrisk om m, og at, hvis f er et polynom av
grad 3, sd er f — p» et multiplum av g. Hvorfor folger eksakthet av Simpsons

metode for polynomer av grad 3 fra dette?

9. I denne oppgaven skal vi bevise et skarpere feilestimat enn (4.12) for Simp-

sons metode. Vi lar Y )
E:f f(x)dx—f p2(x)dx
a a

veere feilen i Simpsons metode med ett intervall.
(a) Vis at ff xq(x) = _Elo(b_ a)®, og at (xq(x))® = 4.

(b) Se pé den kontinuerlige funksjonen

E
Px) = f(x) = p2(x) = kq(x) - ————x4q(x),
[, xq(x)dx

Vis at |

(4) _ r@ .
prx)=f (x)+120—(b_a)5,

og at ff(p(x) dx = 0. Til slutt, forklar at ¢(a) = p(m) = ¢(b) =0.
(c) Viat det eksisterer en k slik at [ ¢(x) dx =0.
For siste del av denne oppgaven lar vi k veere definert som i (c).

(d) Vis at ¢ har minst fem forskjellige nullpunkter i [a, b].

(4.15)

(e) Rolles theorem sier at, for en kontinuerlig deriverbar funksjon definert
pa [a, b] slik at @(a) = @(b) = 0, s& eksisterer det et punkt c € (a, b) slik at
¢’ (c) = 0. Bruk Rolles teorem til & vise at det finnes en ¢ € (a, b) slik at (p(4) &)=

0.

(f) Forklar at, med ¢ som i (e), s har vi at E = —f(4) &) (b - a)°/2880. Det
folger at feilen for ett intervall er < My (b— a)®12880. Siden vi har bidrag fra n

slike, s& blir den en gvre grense for feilen

nMy(2h)° 12880 = (b— a)My(2h)* /2880 = My (b— a)h* /180,

Dette er betydelig bedre enn det globale feilestimatet (4.12).
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10. (a) Visat Newtonformen til polynomet som interpolerer fia, m = (a+
b)/2, 0g b er

fMﬂ—fm%x_aH_ﬂm—ZfMﬂ+fw)

h o2 (x—a)(x—m),

p2(x) = f(a) +
derh=(b-a)l2.

() Visat [ p2(x)dx =2 (f(@ +4f(m) + f(D)).
Hint: Regn ut [ f (x — a)(x — m) dx forst, se Oppgave 3 i Seksjon 2.3.

11. Pdintervallet [x;_1, x;] bruker trapesmetoden kun funksjonsverdiene f(x;_1)
og f(x;). P& det neste intervallet brukes verdiene f(x;) og f(x;:+1). Alle funk-
sjonsverdiene, bortsett fra farste og siste, forekommer derfor to ganger i sum-
men til hoyre i (4.9). Funksjonsevalueringer kan veere kostbare — de kan for ek-
sempel stamme fra sensorer som er dyre i bruk. Skrivom (4.9) pa en mate slik at
vi unngar gjentagende funksjonsevalueringer.
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KAPITTEL 5

Kondisjonstall

Antavi skal lgse systemet Ax = b pa en datamaskin. P4 grunn av malingsfeil eller
avrundingsfeil vil maskinen i stedet fa servert et problem pa formen

(A+E)x=Db+e,

der E er en matrise med sma elementer, som representerer et avvik (en feil) fra
den faktiske koeffisientmatrisen A. Det samme gjelder for e og hoyresiden b. Nar
vi snakker om feil mellom to sterrelser er det naturlig & bruke begrepet relativ
feil.

Definisjon 5.1. Anta a og b er tall. Vi kaller ‘b%‘“| for den relative feilen mel-

lom a og b. Hvis a ogb mer generelt er vektorer definerer vi den relative feilen

mellom disse som 'bl;f" .

Relativ feil sier mer om storrelsesforholdet mellom a og b enn hva den ab-
solutte feilen |b — al gjor, siden den ikke endrer seg hvis vi skalerer tallene: Siden
Cbc_—;“ = |b;a“‘ for enhver ¢ # 0, sd er den relative feilen mellom a og b iden-
tisk med den relative feilen mellom ca og cb. Det samme er ikke tilfelle for den
absolutte feilen mellom a og b, siden |cb — cal # |b — al).

Relativ feil sier ogsd noe om hvor mange desimaler tallene a og b har fel-
les: Hvis den relative feilen er omtrent 10~%, s& betyr det at omtrent de k forste
desimale sifrene i a og b stemmer overens.

5.1 Definisjon av kondisjonstallet

Vi skal né se neermere pa den relative feilen mellom to vektorer a og b. La oss for
enkelhets skyld anta at vi ikke har avrundingsfeil i koeffisientmatrisen A, slik at
E = 0. Lax veere lpsningen av Ax = b, og la y veere losningen av det perturberte
systemet Ay = b + e. Vi har na to forskjellige relative feil:
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1. Den relative feilen i hoyresiden i systemet: |(b + e) —b|/|b| = |e|/|b|.
2. Den relative feilen mellom lgsningene x ogy: [y —x|/[x].

Det vi ikke vil er at en liten relativ feil i hayresiden skal forarsake en stor relativ
feililesningen. Kondisjonstallet til A, K(A), er definert som det minste tallet som

oppfyller

ly —x| - el
< K(A)— 5.1
x] ( )Ibl (5.1)

for alle b og e. Med andre ord, K(A) sier hvor mye den relative feilen i hoyresiden
kan propagere til lasningene. Som et eksempel, hvis K (A) < 10¥, og hvis |e|/|b| <
107" (det vil si at hayresiden har minst r riktige sifre), sa sier (5.1) at

—X
ly=x <10F107" = 10%7,

x|

det vil si at vi kan ha mistet k riktige sifre nar vi lgser systemet:

Observasjon 5.2. Huvis kondisjonstallet er = 10%, sd risikerer vi & miste k riktige
signifikante sifre ndr vi loser det perturberte systemet.

Vi vil derfor helst unnga matriser med heye kondisjonstall.

Proposisjon 5.3. Anta at A er symmetrisk og inverterbar, og la
A1l =2l = = ]Au] >0

veere egenverdiene til A listet opp etter avtagende absoluttverdi. Da har vi at
K(A) = A1/ Ay, det vil si, |A1 /Ay er det minste tallet som tilfredsstiller (5.1).

I Oppgave 3 blir du bedt om 4 vise at ogsd

1 el - ly — x|

— < , 5.2
K(A) b x| (2

og at vi kan ha likhet for et konkret valg av b og e. Med andre ord, mens (5.1)
sier at den relative feilen i losningen av det perturberte systemet kan propagere
med maksimum faktor K(A) = |11/, sa sier (5.2) at den samme relative feilen
nedvendigvis ma propagere med minimum faktor 1/K(A) = [1,/A4].

Bevis for Proposisjon 5.3. Vi vet at symmetriske matriser er ortogonalt diago-
naliserbare, slik at vi kan skrive A= PDPT, der P er en ortogonal matrise. Dette
skal vi forst bruke for a vise at |1,|1x| < |Ax| < |A1]|x|. Vi far at

|Ax|> = |1PDP x> =x"PDPTPDP x = (PTx)T D?*PTx.
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Setter viu = PTx far vi

n
u’D*u= Z )qulz < /lf Z ul2 = Aflul2 = /lflxl2
i=1 i=1

n
u'D?u=Y Auf =22 u? =A%l = A% x%.
i=1 i=1

Ved a ta kvadratrotter folger at |1,||x| < | AX| < |A1]1x].
La oss sa vise at (5.1) holder. Vi far forst at A(y—x) = eogy—x = A~ le. Deretter
far vi at
y-xI=|A el < ——lel
[Anl
[b| = [Ax| < [A;]Ix].

Her brukte vi at A~! ogsa er en symmetrisk matrise, med egenverdier 1/, ..., 1/1;
(disse ble her listet opp etter avtagende absoluttverdi), se Oppgave 1. Det folger
nd at

M

1
y-x _malel |4
An

=3 =
X 1
Ix] 1] Ib|

lel
bl

Det folger at K(A) < |/% | I Oppgave 2 viser vi at vi kan fa likhet over for et be-
stemt valg av b og e. For dette valget har vi da at

ly—x| [A1]lel le|
== = = KA,
x| Anl bl bl
slik at ogsd | 7+ | < K(A). Det folger at K(A) = [A1/A,]. W

Kondisjonstallet kan mer generelt defineres for alle matriser, ikke bare for de
symmetriske. Vi skal dog ikke ga inn pa den generelle definisjonen. Ved & skrive
cond (A) i Matlab far du ut kondisjonstallet til matrisen.

Noen matriser har veldig heye kondisjonstall. Hilbertmatrisen H har ele-
menter gitt ved h;j = w+1 Koden under plotter kondisjonstall for slike matri-
ser, samt for vandermondematriser med generatorer uniformt fordelt pa [-1, 1].
n=1:20;
ch = zeros(1,20);
cv = zeros(1,20) ;
for k=n

ch(k) = cond(hilb(k));
gens = linspace(-1,1,k);
cv(k) = cond(gens.~((0:(k-1))’));

end
semilogy(n,ch,n,cv)
legend(’Hilbert’, ’Uniform Vandermonde’)

Program 5.1. Sammenligning av kondisjonstall
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Uniform Vandermonde
18 / — b
14 -
12 7

10 F 1

Figur 5.1. Kondisjonstall for hilbert- og vandermondematrisene

Plottet er logaritmisk (se Oppgave 2 i Kapittel 1 med tanke pd kommandoen
semilog). Langs x-aksen har vi n, langs y-aksen har vi antall riktige siffer vi mis-
ter. Vi ser at hilbertmatrisen mister 2 sifres presisjon hver gang vi oker n, mens
vandermondematrisen bare mister ett siffer. Fra plottet virker det som vi kan
fa sa store kondisjonstall vi vil, ved bare a velge matrisene store nok. Det neste
eksemplet at vi kan fa store kondisjonstall vi vil ved kun 4 se pa 2-matriser ogsa.

Eksempel 5.4. La oss se pd matrisen A = (1 ie 1 Ie) Forst finner vi egenver-
diene til A:

detAI-A) = (A-1?-(1-€)? =212 =21 +1-(1—-¢)?).
Denne har rotter

2+V/4-41-01-¢)?
2
Storste egenverdi er A; =2 —¢, minste er A, = ¢, slik at kondisjonstallet er K(A) =
(2—€)/e=2/e—1. Med andre ord, her kan vi fa sa stort kondisjonstall vi vil ved &
velge € liten nok.
La oss i den videre regningen sette € = 1/4, slik at K(A) =8 -1 = 7. Egenver-
diene blirda A, =7/4, A, =1/4.

=1+(1-e).

* En egenvektor for A, =7/4.

7
—I—A=(

3/4 —3/4) (1 —1)
4 )

-3/4 3/4 0 0

slik atv; = (1,1).
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e En egenvektor for A, =1/4:

1

ZI_Az(—3/4 —3/4)~(1 1),

-3/4 -3/4 0 0
slik atvs = (1,-1).
Sett nd spesieltb = (7/4,7/4), e = (1,—1). Vi far

lel _ v2 _4
bl Iv2 7
Hoyresiden i (5.1) blir n& 28/7 = 4.

Losningen x for det uperturberte systemet, samt lgsningen y for det pertur-
berte systemet kan vi finne simultant ved & radredusere

(A b b+e)=( 1 3/4 7/4 11/4)~(1 3/4 7/4 11/4

3/14 1 7/4 3/4 0 7/16 7/16 -21/16
1 01 5
01 1 -3/

slikatx = (1,1), og y = (5, —-3). Den relative feilen i lasningene blir dermed

y=x _av2_,

X vz

som er venstresideni (5.1). Dette valget av hoyreside b og perturbasjon e ga altsa

likheti (5.1). Det folger at dette valget gir maksimal propagering av relativ feil til

det perturberte systemet. I oppgave 2 vil du se at det vi gjorde her holder mer
generelt ogsa.

Oppgaver for Seksjon 5.1
1. Anta A er en inverterbar, symmetrisk n x n-matrise, med egenverdier 1,

A2,esdy. Visat A7! ogsd er en symmetrisk matrise, med egenverdier 1/14,...,1/1,,.

2. Vis at, hvis e er en egenvektor for den minste egenverdien til A, og x er en
egenvektor for den storste egenverdien til A, s& har vi likhet i (5.1). Med and-
re ord, vi kan ikke gjore ulikheten (5.1) strengere, slik at den fremdeles holder
universelt for alle hoyresider b og perturbasjoner e.

3. Anta A er symmetrisk og inverterbar. Vis at

1 lel _ly—x
K(A) bl x|

for alle valg av b og e. For hvilket valg av e og x far du likhet her?

4. En n x n-matrise kalles ortogonal hvis U~! = U Forklar at kondisjonstallet
til U er 1. Dette gjelder uavhengig av om U er symmetrisk eller ikke. Hva sier
dette oss om slike matriser med tanke pé lgse et perturbert system?
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APPENDIX

Fasit

Seksjon 1.1
Seksjon 1.2
Seksjon 2.1
Exercise 1(a). Sant
Exercise 1(b). Usant
Exercise 1(c). Usant
Seksjon 2.2

Exercise 1. 16

Exercise 2(a).

x—-1Dx-3)(x—4) B x(x—1)(x—-4) N x(x—1)(x-3)
12 3 12 '

p3(x) =—
Exercise 2(b).
2 1
p3(x)=1-x+ gx(x— 1)— gx(x— 1)(x—3).
Exercise 3(a). Newtonformen er
p2(x)=2-x.
Exercise 4(a). Lineer interpolant p;:
pix)=y1+ 02—y x-1).

Exercise 4(b). Kubisk interpolant:

¥3=3y2+3y1- Yo

(x-1D+ 5

x(x—1)(x-2).

=23+
p3(x) =yo+ (1 —yo)x+ wx
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Seksjon 2.3
Seksjon 3.1

Exercise 3(a). Et feilestimat er na

ﬁIf”(a)l + s max | f"(x)]|
2 6 xela,a+h] ’
Exercise 3(b). Det er ikke mulig & fi et estimat pa trunkeringsfeilen ved & bruke
en slik Taylorutvikling.

Exercise 3(c). Det linezere Taylorpolynomet er best siden det er den korteste
mulige Taylorutviklingen som kan gi et estimat for f’(a) (som vi viste i (b)), og
ogsa det som gir det enkleste uttrykket for trunkeringsfeilen, pd den maten at
den ikke er avhengig av deriverte av hoyere orden enn to (som vi viste i (a)).

Seksjon 3.2
3f(@)—4f(a—h)+f(a+2h)
6h :

Exercise 5(a). f'(a) = py(a) =

Exercise 5(b). f'(a) ~ p)(a) = 2[OHALEN-T@r2h)

Exercise 6(a). c; = —1/(2h), co = 1/(2h).
Exercise 6(c). c; = —1/h?, ¢ =2/ h?, c5 = —1/h?.

Exercise 7(b). Med 6 sifre:
(fla+h)—f(a)/h=0.975, relativ feil: 0.025.
(fla)— f(a—h))/h=1.025, relativ feil: 0.025.
(fla+h)— f(a—h))/(2h) =1, relativ feil: 8.88178 x 10716,

Seksjon 4.1
Seksjon 4.2

Exercise 1(a). Sant

Exercise 1(b). Galt

Exercise 1(c). Sant

Exercise 1(d). True

Exercise 2. 5/16.

Exercise 3. Tilnaerming: 0.530624 (med 6 sifre).

Exercise 4(a). Tilneermingen med 10 delintervaller: 1.71757 (med 6 sifre)
Exercise 4(b). 1 <2.97 x 107,

Exercise 5. Tilneerming med 10 delintervaller: 5.36648 (med 6 sifre). i < 4.89 x

107°.
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Seksjon 4.3
Exercise 2(a). 3/8

Exercise 3. Oppgave 3: Tilneerming: 0.519725 (med 6 sifre).
Oppgave 4: Tilneerming med 10 delintervaller: 1.71971 (med 6 sifre). & < 2.1 x
107°.

Exercise 4(a). 81 650 evalueringer.

Exercise 4(b). 57 736 evalueringer.

Exercise 4(c). 383 evalueringer.

Exercise 5. Oppgave 3: Tilneerming: 0.527217 (med 6 sifre).

Oppgave 4: Tilneerming med 10 delintervaller: 1.718282782 (med 10 sifre).

h<18x1072

Seksjon 5.1
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APPENDIX

L gsningsforslag

Seksjon 1.1

Exercise 1. Koden kan se slik ut:

linspace(0,1,100)’;

n = 3;

x_powers = x.~(0:n);

Y = x_powersx[[0 1 0 0] [0 01 0]’ [0 00 1]°];
plot(x,Y)

legend(’p_1’,’p_2’,’p_3%)

X

Exercise 2(a). En linje i et slikt plott betyr at y = alogx + b, der a og b er kon-
stanter vi kan lese ut fra linja (a er stigningstallet, b er skjeeringen med y-aksen).
y = alogx + b gir at x = eV~ = g=blagyla dlik at x er eksponensiell i y med
konstant K = e~?’% og eksponent 1/a.

Exercise 2(b). En linje i et slikt plott betyr atlog y = ax+b. Dette gir at y = e?e®*,
slik at y er eksponensiell i x med konstant K = e” og eksponent a.

Seksjon 1.2

Exercise 1(a). La v; veere en egenvektor for A, med A som tilhgrende egenverdi.
Daer
Vi _ AVl _ Vi
clo)=("5')=A(5)
slik at (‘(7)1) er en egenvektor for C med samme egenverdi. Tilfellet der A er en

egenverdi for B folger tilsvarende.

Exercise 1(b). Anta C (Zl) =1 (:l) Det folger at Av; = Av; og Bvy = Avy. Siden
2 2

en egenvektor er # 0 sd ma en av v; og vy vere # 0. Det folger at A ma veere en
egenverdi for enten A eller B (eller begge).
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Seksjon 2.1

Exercise 2. Hvis vi antar at datamaskinen regner ut x” ved 4 gange inn x n—1
ganger, sa vil det forste kodesegmentet bruke n(1+---+n—-2) =n(n—1)(n-2)/2
operasjoner, mens det andre kodesegmentet bruker n?—n operasjoner, og derfor
er a foretrekke.

Det er forevrig ikke sikkert at datamaskinen regner ut x" ved hjelp av n—1
multiplikasjoner. Sannsynligvis sa bruker maskinen en mer effektiv algoritme.
Legg spesielt merke til at x” = "™, som maskinen kan utnytte til & regne ut
potenser safremt den har effektive algoritmer for & regne ut logaritmer og eks-
ponensialfunksjonen.

Exercise 3. I forste del av Gausseliminasjon nuller vi ut elementene under dia-
gonalen, soyle for seyle. La oss se pa hvor mange operasjoner dette krever for
soyle nr. k. Under diagonalelement k er det n — k rader. For hver av disse ganger
vi rad k med et tall (dette svarer til n — k multiplikasjoner, siden raden starter
med k — 1 nuller), og legger dette til raden (dette svarer til n — k addisjoner). Til
sammen farvi (n—k)(n—k)+ (n—k)) = 2(n - k)2 operasjoner her. Summerer vi
overalle k farvi~2Y?_ (n-k)*=2¥7_ k*=n(n+1)2n+1)/6~n’/3.

I andre del av Gausseliminasjon nuller vi ut elementer over diagonalen, soyle
for seyle. For soyle nr. k har vi k — 1 rader over. For hver av disse ganger vi rad
k med et tall (n — k multiplikasjoner, siden raden starter med k — 1 nuller), og
legger dette til raden ((n — k) addisjoner). Til sammen gir dette (n— k)((n— k) +
(n—k)) = 2(n - k)? operasjoner her. Summerer vi over k som over fér vi igjen
~ n3/3 regneoperasjoner. Totalt for de to delene i Gausseliminasjon fér vi da ~
n/3+ n3/3 = £n® regneoperasjoner.

Exercise 4(a). Siden p; (xo) = p2(xq) = f(x0), p1(x1) = p2(x1) = f(x1), p1(x2) =
p2(x2) = f(x2), sé far vi at

p(x0) = p2(x0) — p1(x0) = f(x0) — f(x0) =0
p(x1) = p2(x1) = p1(x1) = f(x1) = f(x1) =0
p(x2) = p2(x2) — p1(x2) = f(x2) — f(x2) =0.

Derfor er verdien i interpolasjonspunktene 0.

Exercise 4(b). Andregradspolynomet p har tre forskjellige nuller, men et andre-
gradspolynom forskjellig fra 0 kan ikke ha mer enn to nuller. Vi ma derfor ha at
p =0, slik at p; = po, slik at det interpolerende polynomet er unikt.

Exercise 4(c). Hvis vi definerer p = p; — p2 som over, sa ser vi som for at p(xg) =
p(x1) = ... = p(xy) =0, slik at p er et polynom av grad n med n + 1 forskjellige
nuller. Fra algebraens fundamentalteorem (d.v.s. at et polynom av grad n ikke
kan ha mer enn 7 rotter) folger det at p =0, slik at p; = pp, slik at det interpole-
rende polynomet er unikt ogsd i dette tilfellet.
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Exercise 5(a). Hvis vi kaller beregningene av hoyresidene for s, og starter med
siste likning, sa blir stegene
= Cl’l
Cn-1+XS

o+ xS
= c1+xs
Co+ XS.

Etter dette far vi at s = p,(x). Koden kan se slik ut

s = c(nt+l);
for k = n:(-1):1

s = c(k) + x*s;
end

Exercise 5(b). I hver iterasjon av lgkka gjares en addisjon og en multiplikasjon.
Det totale antallet er derfor 2n operasjoner, som er en forbedring fra 3n—1. Hor-
ner’s regel er faktisk en optimal metode nér det kommer til & regne ut verdier av
polynomet. Den er ogsa optimal nar det kommer til minnebruk — man trenger
bare variabelen s i tillegg til x og c. Skal du integrere den i koden i Program 2.1
s skal du bytte ut x_plot_powers*c med det du far fra koden over.

Seksjon 2.2

Exercise 2(a). Setter vi x =0 farviat 1 = ¢y(—1)(—3)(—4), slik at ¢ = —1/12.
Settervix=1farviat0=c;(1)(1 -3)(1 —4), slikat ¢; =0.
Settervix=3farviat2=c¢>(3)(3—-1)(3—4), slikat c; =-1/3.
Settervix=4farviatl=c3(4)(4-1)(4—3),slikatc3 =1/12.
Vi far derfor
x-Dx-3)(x—4) 3 x(x—1(x—-4) N x(x—1)(x-3)

12 3 12 '

Exercise 2(b). Setter vi p3(x) = co+ c1x+ c2x(x— 1) + c3x(x — 1) (x — 3), s& far vi

likningene

p3(x) =-—

1= Co
O=cp+1
2=c¢y+3c1 +6C
l=co+4c1+12¢cr+12¢3.
De forste to likningene gir at ¢y = 1 og ¢; = —1. Setter vi dette inn i den tredje

likningen far vi at ¢, = (2—1+3)/6 = 2/3. Setter vi dette inn i den fjerde likningen
farviatcg = (1-1+4-8)/12=-1/3. Dette gir

p3(x) = 1—x+gx(x—l)—%x(x—l)(x—I%).
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Exercise 3(a). Newtonformen til det interpolerende andregangspolynomet er

p2(x) = f(xo) + flxo, x1]1(x — x0) + f [x0, X1, X2] (x — X0) (x — X71).

Vi har at
e B
- L8 1,
flxo,x1,x2] = f[xl,x),z_z]:)j;;xo,xl] = _12__(;1) =0.

Setter vi dette inn i p»(x) far viat py(x) =2 - (x —x9) =2 — x.

Exercise 3(b). Bade f og p;, er interpolerende polynomer av grad n, og da vet vi
fra 4 at de ma veere like. I (a) var funksjonen allerede et andregradspolynom, slik
at den mé veere lik dens interpolant ogsé. Derfor fikk vi at p,, var lik funksjonen
selv.

Exercise 4(a). Lineer interpolant p;:
p1(x) =y1+ (y2=y)(x-1).
Dette gir p;(3/2) = y1 + %(yg -y)= %(yl + y2).
Exercise 4(b). Newtonformen for polynomet som interpolerer i de 4 punktene
kan vi finne ved 4 lose
Yo=¢Co
Yyi=¢c+c
Y2a=Cot2c1+2¢
V3 =Cp+3c1 +6C2 +6¢3.
Dette gir forst ¢y = yp, s& ¢1 = y1 — Yo, sa

_ Y2—=Yo—2(y1-Yo0) _ Yo—2y1+ o

C2

2 2
oz B3 ~ Y0 =30 —y0) —6(y2 =2y1+y0)/2 _ y3-3y2+3y1~ Yo
3 6 6 )
slik at det interpolerende kubiske polynomet blir
=23+ =3y2+3y1 -
patx) = yo+ (1 =)+ E a1+ B -1y x-2,

Dette gir til slutt

3 ¥2-2y1+y3 y3—3y2+3y1—%3
3/12)=yo+ (y1—yo)= + - — -
p38/2)=yo+ (N yo)2 2 2 5 5

_ 16y0+24y1 —24y9+6y2,—12y1 +6y0—y3+3y2—3y1+ Yo
16

—Y0+9y1+9)2— )3
16 '
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Exercise 5. I den forste lokka regner vi ut koeffisientmatrisen A, som vi trenger
for & finne newtonformen. i den neste lokka gjor vi fremoversubstitusjon for a
finne newtonformen. Hver av disse to lokkene trenger omtrent n® operasjoner,
slik at vi totalt fir 2n? operasjoner.

Exercise 6(a). La oss prove med et kubisk polynom pa formen
P3(x) = Co + €1(x = Xo) + €2(X = X0) (X — X1) + €3(x = x0) (x — X1)°.

Vi har at pé (x) =c1+c22x—xp—x1) + Cc2(x—x1) (3x —2xp — X1), 0g interpolasjons-
betingelsene gir

fx0) = co

fx1)) = c +e(x1—xo)

flx) = +c1 +cCo (X1 — Xo)

f2) = co +alx—x)) +ca(x2—Xo)(x2—x1) +c3(x2 — x0) (X2 — x1)?

Dette gir matriselikningen

1 (x0) 1 0 0 0 co
f(x) I x1—xp 0 0 1
f'(x) 0 1 X1— X 0 C2
f(x2) 1 xp-x0 (x2—x0)(x2—x1) (x2—x0)(x2 — x1)? ) \ c3

Igjen er koeffisientmatrisen her nedretrianguleer med ikkenuller pa diagonalen,
slik at den er inverterbar. Det folger at koeffisientene er unike, slik at det finnes
et unikt polynom.

Exercise 6(b). Ja, det er mulig & generalisere dette. Anta at f(x;), f'(x;),..., f (k=1)
er kjente. Vi har bidrag fra r, (x) (x — x;), rp (x) (x— X))o () (x=x) K, (0 (x—
xi)ksn(x), der rj, representerer bidraget fra xy, ..., x;_1, S, bidraget fra x; 41, ..., xp.

Verdien til den deriverte av r;, (x) (x—x;) i x; er r,;(x;). Den deriverte til r;, (x) (x
x))%) o.s.v.ix;ero0.

Verdien til derivert nr. k—1 til r,,(x)(x — xi)k’1 er (k—1'r,(x), somer #0.

Igjen far vi et trianguleert system med ikkenummer pd diagonalen.

Seksjon 2.3
Exercise 1. Vi har at f(”“) (x) = e*, slik at M, = e. Teorem 2.17 gir da at, for
alle x€[0,1], sa er
1-1-0'n+1) 1
n+1)! (n+1)!

lf(x) = prx)] =

Vi krever da at ﬁ <1073, det vil si at (n+ 1)! = 1000. Dette kan vi f til ved &
velge n = 6.
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Exercise 3(b). Vi far
X2

X2 1 o 1
f (x—xo)(x—x) dx=[=(x—x0)*(x—x)]t - = | (x—x0)*dx
Xo 2 2 Xo

8 2
=2n——n*=Zhd
6 3
og

X3
f (x—x0)(x—x1)(x—x2)dx
Xo

1 1 %
= [E(x—xo)z(x—xl)(x—xz)lig -3 (x = x0)((x = x1) + (x — x2)) dx
=9n* - é[(x— x0)3((x— X))+ (x— xz))]ﬁ + éf ’ 2(x— x0)3 dx

Xo

27 1
—9nt - ?h4+ ﬂ[(x—xo)‘*ljig
9 27 9
=——h'+=nt=-=
2 8 8

h4

Seksjon 3.1

Exercise 1. Polynomet som interpolerer f i a og a— h er linja p;(x) = f(a) +
w (x—a). Denne har derivert (f(a)— f(a—h)/h, som er den venstresidige

varianten til newtonkvotienten.

Exercise 3(a). Vi skriver na

h? h3
fla+hy=fla+hf'@+=f"@+ "¢
for en &, iintervallet fra a til a + h. Vi kan na skrive

fla+h)—-fla)
e

Etter at vi tar absoluttverdier blir feilestimatet

h h?
Elf”(a)l +— max ]If”'(x)l.

6 xela,a+h

ey _ﬁ 1 _h_z 1
f(a 2f (@) 6f Sn)-

Dette feilestimatet ligner pa det vi fikk da vi brukte et Taylorutvikling av orden
én, men vi trenger ogséd en generelt estimat pd den tredjederiverte. Vi trenger
fremdeles et estimat pa den andrederiverte, men bare i punktet a.

Exercise 3(b). Vi skriver né f(a+ h) = f(a) + f'(&p) h for en &}, i intervallet mel-
lom a and a + h. I dette uttrykket er ikke f’(a) til stede, s& det er ikke mulig & fa
et estimat pa trunkeringsfeilen med en slik Taylorutvikling.

Exercise 3(c). Det linezere Taylorpolynomet er best siden det er den korteste
mulige Taylorutviklingen som kan gi et estimat for f’(a) (som vi viste i (b)), og
ogsd det som gir det enkleste uttrykket for trunkeringsfeilen, pd den maten at
den ikke er avhengig av deriverte av hoyere orden enn to (som vi viste i (a)).
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Seksjon 3.2

Exercise 1(a). Tilneermingen er eksakt for alle polynomer av grad 3 siden My =0
for disse (den fjerdederiverte av et tredjegradspolynom er 0). Hvis vi prover med
It +ht

f(x) = x* blir tilnaermingen 25" = h?, som er forskjellig fra f”'(0) = 0.

Exercise 1(b). i’—; maxye(—p,n | [ ()| er riktig svar

Exercise 2(a). Sant. Siden M3 = 0 for alle andregradspolyglomer, og siden den
symmetriske newtonkvotienten har trunkeringsfeil < M3 %, sd er den symmet-
riske newtonkvotienten eksakt for alle andregradspolynomer.

Exercise 2(d). Sant. Siden Ms5 = 0 for alle fjerdegradspolynomer, og siden fire-
punktsmetoden har trunkeringsfeil < % h*, s4 er firepunktsmetoden eksakt for
alle fjerdegradspolynomer. Hvis vi prover med f(x) = x° sa blir tilneermingen til
den derivertei0

(—2h)°-8(-h)°> +8h° - (2h)> h°(-32+8+8-32) _
12h - 12h -

mens f’(0) = 0, slik at metoden ikke er eksakt for f(x) = x°.

—4h*,

Exercise 4(a). Det er kanskje enklest a vise forst at dette holder for de tre funk-
sjonene f(x) =1, f(x) =x, og f(x) = x2:
e For f(x) =1er f'(a) =0, og den symmetriske Newtonkvotienten er
1-1_
2h
* For f(x) = xer f'(a) = 1, og den symmetriske Newtonkvotienten er

a+h—(a-h) 3

1.
2h

e For f(x) = x% er f'(a) = 2a, og den symmetriske Newtonkvotienten er

(a+h)?—(a—-h? 4ah

) on e

Den symmetriske Newtonkvotienten blir da ogsa riktig for alle andregradspoly-
nomer, siden alle slike kan skrives som linezre kombinasjoner av 1, x, og x?, og
siden derivasjon og Symmetrisk Newtonkvotient er linezere operasjoner.

Exercise 4(b). Vi har at

fr@+fila) f(u+h})l—f(u) + f(u)—jl';(a—h)
2 h 2
B fla+h)-fla)+ fla)— fla—h) 3 fla+h)—fla—h)
B 2h B 2h '

som er den symmetriske Newtonkvotienten.
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Exercise 5. Vi skal lgse disse to deloppgavene pé tre forskjellige mater. Forst
skal vi finne tilnaermingene ved & derivere det interpolerende polynomet. Der-
etter skal vi bruke Teorem 3.4. Til slutt utleder vi de samme tilneermingene ved &
kombinere Taylorrekker av passende orden i de gitte punktene

Exercise 5(a). Newtonformen til polynomet som interpolereri a—h, a, og a+2h
er
p2(x)=co+ci(x—(a—h))+c(x—a)(x—(a—h)).

Vi evaluerer dette i de tre punktene, og loser for cg, ¢y, c2:
fla-—h)=c
fl@)=cy+cr1hf(a+2h) =co+3c1h+6ch°.

fla)-f(a—h)
h

Loser vi dette far viforst co = f(a—h), ¢; = ,0g sa

_ fla+2h)—fla—h)-3(f(a)— fla—h)) _ fla+2h)-3f(a)+2f(a—h)

C2

6h? 6h?
Dermed far vi
- -h +2h)-3 +2f(a-h
pot) = fla- s HO=IED oy JIOTEDZIDL2IAD (g 5 a-y,
ogsa
pé(x): fla)—fla—h) +f(a+2h)_Sf(;l)+2f(a_h)((x—a)+(x—(a—h))),
h 6h
og til slutt
@) = f(d)—f(d—h)+f(a+2h)—3f(a)+2f(a—h) _ fla+2n)+3f(a)-4f(a—h)
P = h 6h - 6h '
. . (-1 2) (213 1/3
Teorem3.4glrldettetllfellet(3.11)atV_(1 4).VlharV _(1/6 1/6)’
_r_(-2/3 1/6) :
ogV —(1/3 1/G,shkat

-1/2 1/3 1/6
Forste raden her sier at en tilnaerming til f’(a) blir
f@/2-2f(a-—h)/3+ fla+2h)/6 3 3f(a)—4f(a—h)+ f(a+2h)
h B 6h ‘

Alternativt kan vi skrive opp

f/l(a) h2 . fl//(cl) h3
2 6
fll/ (CZ) h3
3

fla=h) = f(a) - f'(a)h+

fla+2h) = f(a)+2f (@h+2f"(@h?*+4

71



Ganger vi den forste likningen med 4 og trekker de fra hverandre (dette elimine-
rer ' (a)) far vi at

4f(a—h)— fla+2h)=3f(a)—6f (a)h+CMzh>,

fla)-4f(a—h)+f(a+2h
6h

der C er et tall. Dette gir tilneermingen f'(a) ~ 3 ) der feilen er

~ CM3h?.

Exercise 5(b). Newtonformen til polynomet som interpolereri a, a+h, og a+2h
er
prx)=co+ci(x—a)+c(x—a)(x—(a+h)).

Vi evaluerer dette i de tre punktene, og loser for ¢y, ¢z, ¢2:
fla)=co
fla+h)=cy+c1hf(a+2h) =C()+201h+202h2.

_ flath)—f(a)
- h

Loser vi dette far vi forst ¢o = f(a), c; ,0g sd

fla+2h)—fla)-2fla+h)+2f(a) fla+2h)-2f(a+h)+ f(a)
Cy = = .
2h? 2h?

Dermed far vi

f(a+h)—f(a)(x_a)+f(a+2h)—2f(a+h)+f(a)(

h o2 x—a)(x—(a+h)),

p2(x) = f(a)+

og sa

fla+h)—f(a) +f(a+2h)—2f(a+h)+f(a)

Y o2 (x—a) + (x—(a+ ),

pa(x) =

og til slutt

, fla+h)—f(a) fla+2h)-2f(a+h)+f(a) —fla+2h)+4f(a+h)-3f(a)
p2(@) = h B 2h - 2h

- . (1 2\ L. g [ 2 -1
Teorem 3.4 gir i dette tilfellet (3.11) atV—(1 4).VlharV —(_1/2 1/2),

2 -1/2
-T _ .
ogV —( L 1/2 ),shkat

~3/2 2 -1/2
=T -7y _
(=vTe v (uz -1 1&)

Forste raden her sier at en tilneerming til f'(a) blir

—3f(@/2+2f(a+h) - fla+2h)/2 _-3f(a@)+4f(a—h) - f(a+2h)
h B 2h ’
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Alternativt kan vi skrive opp

f’(a) W2 4+ f’”(Cl) P
2 6
fl//(cz) h3
3

fla+h) = f(a)+ f(@h+
fla+2h) = f(a)+2f (@h+2f"(@h?+4

Ganger vi den forste likningen med 4 og trekker de fra hverandre (dette elimine-
rer ' (a)) far vi at

Af(a+h) - fla+2h)=3f(a)+2f (@)h+CM3h,

der C er et tall. Dette gir tilneermingen f'(a) ~ “3f(@+af (Zzh)—f (a+2h), der feilen

er ~ CM3h? ogsa her.

Exercise 6(a). Hvis tilneermingsmetoden f’(a) = ¢; f(a—h)+c; f (a+h) skal vere
eksakt for f(x) =1,sdmavihaat0=c;+cp,siden f(a—h) = f(a+h) =1, ogsiden
f'(x) =0. Derfor mé vi ha at ¢, = —c;.

Hvis metoden skal veere eksakt for f(x) = x sa ma vi pd samme mate ha at

l=ci(a-h)+c(a+h)=ci(a—h)—ci(a+h)=-2ch,

slik at ¢; = —ﬁ, slik at ogsd ¢, = ﬁ Metoden blir derfor —ﬁf(a —-h)+ ﬁf(a +
h) — fla+h)—f(a—h)
2h
Exercise 6(b). Hvis f(x) = cx + d s& har vi at f’(x) = ¢, og metoden blir

f(a+h)—f(a—h)_c(a+h)+d—(c(a—h)+d)_@_C
2h B 2h C2n 7

slik at metoden er eksakt for alle polynomer av grad < 1. Vi ser at metoden faller
sammen med den symmetriske Newtonkvotienten, og den har derfor en feil av
orden h?, som er bedre enn Newtonkvotienten (som har en feil av orden /). Den
er verre enn firepunktsmetoden, som har orden h*.

Metoden ogsa er eksakt for polynomer av grad < 2. Det er flere mater a se
dette pa. For det forste, feilestimatet fra denen seksjonen bruker f® (x), og siden
alle andregradspolynomer har en tredjederivert lik 0, sd ma feilen ogsa veere 0.
Man kan ogsé som over substituere f(x) = x? i formelen:

fla+h)—fla—h) _(a+h)?*-(a—-h)?* 4ah
2h - 2h ~ 2h

=2a,

som ogsé er f’(a). Til slutt, den symmetriske Newtonkvotienten var definert som
den deriverte i a til den unike parabelen som interpolerer f i a— h, a, og a+ h.
Hvis f selv er en parabel sa er den lik interpolanten siden denne er unik, slik at
den symmetriske Newtonkvotienten ma returnere den deriverte.
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Exercise 6(c). Hvis approksimasjonsmetoden f"(a) ~ ¢, f(a—h)+c; f (a)+c3 f (a+
h) er eksakt for f(x) = 1, s& ma vi ha at 0 = ¢ + ¢ + c3. Hvis den er eksakt for
f(x) = xsd mavi haat

O0=ci(a—h)+ca+c3(a+h)=alc;+cp+c3)+h(—cy +c3) = h(—c; +c3),
som gir at ¢; = c3. Hvis den er eksakt for f(x) = x* s4 mé vi ha at
2=c(a— h)2 + cza2 +c3(a+ h)2
= a’(cy + ¢ + c3) —2ahcy + 2ahcs + h? (¢ + ¢3) = 2¢1 W2,

som gir at ¢; = # Vi far derfor ogsé at c3 = %, ogatco,=-c1—C = —%, slik at

metoden blir

fla-h)-2f(a)+ f(a+h)

1 1 1
ﬁf(a—h)—ﬁf(d)-Fﬁf(d*‘h)— h2

Vi ser at dette faller sammen med trepunktsmetoden for den andrederiverte som
vi allerede har sett pa.

Exercise 6(d). Alle tredjegradspolynomer har fjerdederivert lik 0, og derfor blir
trunkeringsfeilen 0 (M, = 0). Alternativt kan vi substituere f(x) = x* i formelen:

fla=—h)-2f(a)+ f(a+h)

2h
_(a-h?*-2a*+(a+h)®
= ¥
_a®*-3a’h+3ah*-h*-2a® + a® +3a°h+3ah* + h®
= 3
B 6ah? B
=2 =6a,

som faller ssmmen med den andrederiverte til f i a.

Exercise 7(a). Vi kan tegne grafen sammen med sekantene som folger:

x = 0:0.05:6;

f = 0(x) (-x.72+10*x-5)/4;
plot(x,f(x))

hold on

plot([1 3], [£(1) £(3)1)
plot([1 8], [£(1) £(5)])
plot([3 5], [£(3) £(5)]1)
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Seksjon 4.1

Exercise 1(a). Pa hvert delintervall antar f minste verdi i venstre endepunkt,
storste verdi i hoyre endepunkt. Her kan vi bruke sum-kommandoen pa folgende
mate til & finne I og I.

function [1,u,l_err,u_err]=int_vals(n)
1 = (1/n)*sum(exp((0: (n-1))/n));
u = (1/n)*sum(exp((1:n)/n));
1_err = abs(1-(exp(1)-1));
u_err = abs(u-(exp(1)-1));

Program 2. Utregning av ovre/nedre-integralet

kjarer vi koden far vi
>> [1,u,l_err,u_err]=int_vals(10)
1 =
1.6338
u =
1.8056
1l err =
0.0845
u_err =
0.0873

Exercise 1. Kjorer vi koden

n=1;
[1,u,1l_err,u_err]=int_vals(n);
while 1_err > 3%10~(-3)
n = nt+l;
[1,u,l_err,u_err]=int_vals(n);
end
n
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far vi at n =287.

Seksjon 4.2

Exercise 2. Vi far at
19 110 5

I —lf(1/4)+1f(3/4)—1 L + = =
mid =5 2 216 216 216 16

slik at det forste alternativet er riktig.

Exercise 3. Intervallet [0, 7/2] splittes her opp i intervallene

[0,7/12], [®/12,27/12], [27/12,37/12], [37/12,47/12],
[47/12,57/12], [57/12,67/12].

Mitdpunktene pa disse intervallene er /24, 37/24, 5m/24, 77/24,97/24, 117/24.
Med h = /12 gir midtpunktsmetoden

Inia = % (fG/24)+ f(3m/24) + f(5m/24) + f(7w/24) + f(97/24) + f(117/24))

oz sin(mw/24) sin(37/24) sin(5m/24) sin(7m/24)
T2+ (m/24)2 1+ @m/24)2 1+ (Br/24)2 1+ (7n/24)?
sin(97/24) sin(11m/24)
1+9m/24)2 1+ (117/24)2
~ 0.530624.

Exercise 4. Vi kan godt lage en funksjon her, som vi kan bruke pa forskjellige
input:

function I=midpointn(f, a, b, n)
h=(b - a)/n;
I=h*sum( f(at+h/2+(0:(n-1))*h) );

Program 3. Midtpunktsmetoden

Kode som laser oppgaven blir da som folger

midpointn(@exp,0,1,10)

Exercise 4(b). Fra Teorem 4.7 vet vi at feilen er begrenset av (b—a) g maXye(q,p | [/ (X)].
Siden f"(x) = e*, maxye(o 1] | Jid (x)| = ¢, slik at dette er 92—}22. Vi ma derfor sorge for
at £ < 10710 slikat h < /21075 = 2.97 x 1075,
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Seksjon 4.3

Exercise 1(a). Feil. Midtpunktsmetoden har feil begrenset av (b — a)h? M, /24,
mens det beste estimatet vi fant for trapesmetoden var (b — a) h?M,/12.

Exercise 1(b). Feil. I stedet for 4 regne ut samme funksjonsverdi f(x;) to ganger
sd kan vi skrive 2 f (x;), siden alt skal summeres.

Exercise 1(c). Sant. For ett intervall trengs 3 delepunkter. For hvert intervall vi
legger til ytterligere to delepunkter, slik at det totale antallet alltid blir odde.

Exercise 1(d). Sant, men dette bygger pd Oppgave 9. Hvis vi bruker bare esti-
matet fra (4.12) sa kan vi ikke konkludere med dette.

Exercise 2(a). Vi har at
1(fO)+ f(1) 1 1(0+1 1) 3
I“apzi(%”(é))zi 2 2)25’

slik at det andre alternativet er riktig.
Exercise 2(b). Alle er eksakte.

Exercise 2(c). Det folger fra (4.12) at Simpsons metod eer eksakt for alle poly-
nomer av grad to.

Exercise 2(d). Det siste alternativet er riktig.

Exercise 3. Vi kan godt lage en funksjon her, som vi kan bruke pa forskjellige
input:

function I=trapezoidaln(f, a, b, n)
h= (- a)/n;
I=h*( (f(a) + £(0))/2 + sum( f(a+(1:(m-1))*h ) ) );

Program 4. Trapesmetoden

Kode som lgser Oppgave 4 og 3 blir da som folger

trapezoidaln(@exp,0,1,10)
trapezoidaln(@(x) sin(x)./(1+x.~2), 0, pi/2, 6)

Feilen er begrenset av

h? h?
_ o " -
(b-a 12xr§1[3)1(1|f ()] 126‘

Vi har at i’—;e <1070 narh<v12/ex10™° = 2.1 x 1072,

77



Exercise 4(a). Siden feilen i trapesmetoden er begrenset av

hZ
b— - 1! ,
(b-a) 12 xrer[lg,}é]|f (x|

ogsiden f"(x) = m%)?* (som far maksimum absolutt verdi for x = 0), sa trenger
vi & velge h slik at

2

(b—a)h— max |f” (x)| = sh—z <1071
12 xela,b) 12~ '

som gir at # < 107°y/3/2. Antall funksjonsevalueringer er da =~ 1/h = 10%//2/3 =
81649.66, som betyr at minst 81650 evalueringer trengs.

Exercise 4(b). Siden feilen i midtpunktsmetoden er begrenset av

h2
(b—a)— max |f"(x),

24 xela,b]
sa far visomi (a) ata
h? h?
b-a)— max |f"(x)|=2— <1079,
( )24 xe[a,b]lf 2 6

som gir at h < 107°v/3. Antall funksjonsevalueringer er derfor omtrent 1/h =
10°/+/3 = 57735.03. Med andre ord, minst 57736 evalueringer trengs.

Exercise 4(c). Siden feilen i Simpsons metode er begrenset av

4

h .
b— (iv) ,
(=g a1 )

og siden f(iV) (x) = T ig‘)}m (som far maksimum absolutt verdi for x = 0), sa tren-

ger vi velger h slik at

K (iv) h' 10
b-a)— max |f"'"(x)|=384—<10""",
( )180 xe[a,b]lf 0l 180
som betyr at h er begrenset av i < (180-10710/384)!/4, Antall funksjonsevalue-
ringererda= 1/h = (180- 10710/384)1/4 ~ 382.17, som betyr at minst 383 evalu-
eringer trengs.

Exercise 5. Vi kan godt lage en funksjon her, som vi kan bruke pa forskjellige
input:

function I=simpsonn(f, a, b, n)
h= (b - a)/(2m);
I=nhx(f(a) + £ + ...
2xsum( f(a+2*h*(1:(n-1))) ) + ...
4dxsum( £ (ath+2+h*(0: (n-1)))))/3;

Program 5. Simpsons metode

78



Kode som lagser Oppgave 4 og 3 blir da som folger

simpsonn(@exp,0,1,10)
simpsonn(@(x) sin(x)./(1+x.72), 0, pi/2, 6)

Exercise 6. Siden f:f(x) dx=wf(a)+w:f((a+Db)/2)+ wsf(b) for f(x) = xt
for i =0,1,2, sd har vi ogsa at dette holder for polynomet p, som interpolerer f
ia, (a+b)/2, og b. Derfor far vi at

b
f p2(x)dx = wyp2(@)+w2p2((a+b)12)+ws p2(b) = w f(a)+w- f((a+Db)/2)+ws f(b).

Vi har ogsé vist at det forste er lik % (f(@+4f((a+Db)/2)+ f(b)), slik at

b—
w1 f(a)+w f((a+Db)/2)+ w3 f(b) = Ta(f(a)+4f((a+b)/2)+f(b)).

Ved d sette f(a) =1, f((a+b)/2) = f(b) =0serviat w; = %, og tilsvarende for
w9, ws. Det folger at metoden er lik Simpsons metode.

Exercise 7(a). Delvis integrasjon pa (4.13) med constant C i den antideriverte
avx—mgir

b
L=-

:fab

som viser (4.14).

b
+[ (c+ l(x— m)z)f”(x) dx
a 2

C+%(x—m)2)f’(x)

a

C+ %(x— m)z) f"(x) dx.

Exercise 7(b). For x € [a, b] har vi at %(x— m)? < %(b— a)? = —C, slik at —C —
%(x —m)? = 0 for slike x. Tar vi absoluttverdier i (4.14) med dette valget av C far
vi

IL| =

b

f (%(x—m)z—(b—a)Z/S)f”(x)dx
b 1 2 2

sf —(x-m)*—(b-—a)/8
al2

b
s/ ((b—a)2/8— %(x— m)Z)M2 dx

If" (x)| dx

1 b
=M, x(b—a)2/8——(x—m)3]
6 a

_ 3 _i _ 3_i _ 3)
=My |(b-a*/8- - (b-a) -~ (b-a)

1 1
8 24

My (b - a)®
12

)w—aﬁz
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Exercise 7(c). Som for midtpunktsmetoden sa far man den globale feilen ved &
summere de lokale feilene (erstatt b— a med h, og nh med b — a):

" Myh3  Myh® h?
> =n =(b-a)—M,.
o 12 12 12

Dette var det vi skulle vise.

Exercise 8(a). Det er nok & verifisere Simpsons metode pa hvert delintervall.
Integralene blir

a+h 1
f Bdx = Z((a+ - (@a-mn*=2a*h+2ah’
a—h

a+h 1 1 h
f dx==(a+h?®-(a-n?==6a*h+2h% = =(6a*+2h?
a—h 3 3 3

a+h 1 1
f xdx==a+h)?-(a-h? ==4ah=2ah
a-h 2 2

a+h
f dx=2h.
a-h

Vi far ogsé at metoden blir
h 3 3 3, _h o3 2 3 3
g((a—h) +4a’+(a+h)°) = §(6a +6ah®)=2a’h+2ah
h 2 2 o _h oo 2
g((a— h)“+4a°+(a+h)°) = g(Ga +2h%)
h
g((a— h)+4a+(a+h) =2ah
h
—(1+4+1)=2h.
3
Dette viser at Simpsons metode er eksakt for de gitte polynomene.

Exercise 8(b). For f(x) = bx3 +cx® + dx + e blir integralet

a+h a+h a+h a+h a+h
f fx)dx = b/ xsdx+cf xzdx+df xdx+ef ldx.
a—h a—h a—h a—h a—h

Metoden blir na
h
g(f(a—h)+4f(a)+f(a+ h))
h h
= bg((a— h)3+4a® + (a+h)®) + cg((a— h)?+4d® + (a+ h)?)
h h
+d§((a—h)+4a+(a+ h))+e§(1 +4+1)
Likhet folger na fra at vi har likhet for x3, x2, x, ogl.
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Exercise 8(c). Siden f* (x) = 0 for alle x for ethvert kubisk polynom, s folger
det direkte fra feilestimatet at metoden er eksakt for slike funksjoner.

Exercise 8(d). Vi har at
qim-y)=(h-y)(=)(=h-y)
gm+y)=(h+y)yh+y)=—(h-y)(=y)(=h-y),

slik at g(m — y) = —g(m + y). Det folger at g er anti-symmetrisk om m, slik at
/. : q(x) dx = 0. Anta nd at f er et polynom av grad 3. Newtonformene er

p2(x)=cp+ci(x—a)+ca(x—a)(x—m)

fX)=cp+clx—a)+c(x—a)(x—m)+c3(x—a)(x—m)(x—D)

Siden [”(x - a)(x — m)(x - b)dx = [’ q(x)dx = 0 s folger det at [” f(x)dx =
/ f p2(x), slik at Simpsons metode for polynomer av grad 3.

Exercise 9(a). Delvis integrasjon tre ganger gir
b b 1 rb
f xq(x) =f x(x—a)(x—-m)(x—b)dx = —5/ (x—a)?(x-m)(x—b)dx
a a a

1 b
:—f (x—a®(x—-b)dx
6Ja

1 b
:——f (x—a)*dx
24 J,

1
=——(b-a)®,
1202~

som viser forste del. At (xq(x))® =

produkt fire ganger.

4! folger ved & bruke regelen for & derivere et

Exercise 9(b). Vi har at pg” (x) = g¥(x) = 0. Innsetting av (xq(x))® = 4!, og
f: xq(x)dx= —ﬁ(b — a)® fra (a), viser forste del. For den andre delen, vi vet fra
for at [ f q(x) dx = 0. Integrasjon av ¢ fra a til b gir derfor

b b
f f(x)dx—f p2(x)dx—E=E—-E=0.
a a

Den siste delen folger fra at f og p, stemmer overens pa a, m, og b, og fra at
q(a) =q(m)=q(b) =0.

Exercise 9(c). [ ¢(x) dx = 0 er det samme som

0=f f(x)dx—f pz(x)dx—kf q(x)dx— fxq(x)dx,

f:xq(x) dx

som kan loses for k ved dele med [ q(x)dx # 0 (som er # 0 siden g ikke har
noe fortegnsskifte pa (a, m)).
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Exercise 9(d). Siden [’ ¢p(x)dx = [ ¢(x)dx =0, sa ma viha at [° p(x)dx =0.
Siden ¢ er kontinuerlig, sa finnes det en u € (a, m) slik at ¢(u) =0, ogen v €
(m, b) slik at ¢(v) = 0. ¢ har derfor minst fem forskjellige nullpunkter i [a, b],
siden vi ogsa viste at ¢(a) = ¢(m) = ¢(b) =0.

Exercise 9(e). Du kan argumentere som folger

1. Bruker du Rolles teorem pa de fire intervallene (a, u), (4, m), (m,v), og
(v, b), sa far vi fire punkter a; < ap < as < ay, der alle ¢'(a;) = 0.

2. Bruker du Rolles teorem igjen, men nd pé de tre intervallene (a;, ay), (az, as),
og (as, ay), sé far vi tre punkter b < b, < bs, der alle ¢” (b;) = 0.

3. Bruker du Rolles teorem en tredje gang, né pa de to intervallene (by, by),
(b, b3), sa far vi to punkter ¢ < ¢; slik at ¢""(¢c1) = ¢""(¢2) = 0.

4. Bruker du Rolles teorem en fjerde og siste gang sa far vi en ¢ € (c1, ¢2) slik
atp®(§) =0,
Exercise 9(f). Evaluering av (4.15) i ¢ gir
!

41E
— @ M—
0= +120 =5,

slik at E = — f®(&)(b — a)°/2880. En ovre grense for feilen pa ett intervall blir
derfor My (b — a)°/2880.

Exercise 10(a). Newtonformen far vi ved & lase likningene

fl@=co
fm)=co+c1h
f(b)=co+2c1h+2ch.

Vi fér co = f(d), = f(m)}:f(a), Cr = f(a)—zgil’;’l)"'f(b)

. Dermed blir det interpole-
rende polynomet

f(M);f(a)(x +f(6l)—2f(nﬂ+f(b)

—a) 2h2

p2(x) = f(a) + (x—a)(x—m).

Exercise 10(b). Her kan det veere til hjelp forst & regne ut [ f (x—a)(x-m)dx
ved hjelp av delvis integrasjon:

b 1 2 b 1 [P 2 3_4,3_ 2.3
f (x—a)(x—m)dx:[é(x—a) (x—m)]a—if (x—a)*dx=2h —§h :§h'
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Integrerer vi sa p» (x) far vi

f(a)(x—a)+w(x_a)2]b JJ@-2fm+fB)2,,

2h a 2h? 3
f@=2fm+fB)1,
h 3

=2f(@h+2(f(m) - f(@)h+
- h(Zf(m) " %(f(a) —2f(m) +f(b)))
_ 2(6 Fm) + f(@) —2f(m) + F(b)

= g(f(a) +4f(m)+ f(b)).

Exercise 11. Vi kan skrive den om som folger.

b n—-1
Itrap(h) =h f(a)+f() + Z f(xi) .
i=1

Seksjon 5.1

Exercise 1. Siden A er inverterbar er alle A; # 0. Hvis vi transponerer begge
sideri AYA =TI farvi at AT(A™)T = I. Siden A er symmetrisk betyr dette at
AA YT = I, slikat A™' = (A1) T, Det folger at A~! ogsd er symmetrisk.

Anta Av = Av. Da ma v = A"}(Av), slik at A"lv = %v. Det folger at 1/A er
en egenverdi for A~! nér A er en egenverdi for A. A og A~! har ogsa de samme
egenvektorene.

Dette folger ogsa lett fra at A er ortogonalt diagonaliserbar, slik at vi kan skri-
ve APDP~1, der D er diagonalmatrisen med egenverdiene A; pa diagonalen. Fra
dette folger at A~' = PD~!PT, der D! er diagonalmatrisen med 1/1; pa diago-
nalen.

Exercise 4. Det er klart at
|Ux|2 =x"uTux= |x|2.

Det folger at, hvis x er en egenvektor, sa er |Ux| = |A||x| = |x], slik at || = 1. Siden
alle egenverdiene er like i absoluttverdi folger det at K(A) = 1. Merk at vi ikke
trenger & ga via ortogonal diagonaliserbarhet her.
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