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Eksamen i: MAT1105 — Linezr algebra og numeriske metoder
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Oppgavesettet er pd 7 sider.

Vedlegg: Formelark.

Tillatte hjelpemidler: Ingen.

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Settet bestar av 10 deloppgaver som alle teller 6 poeng. Du ma begrunne
alle svar, og du méa vise nok mellomregninger til at man lett kan fplge
argumentene dine.

Oppgave 1 (6 poeng)

La A veere en reell n x n-matrise. Skriv et kontrapositivt bevis for fglgende
utsagn:

Hvis (Ax) -y = x - (Ay) for alle x,y € R", s& er A symmetrisk

Lgsning: Anta kontrapositivt at A ikke er symmetrisk. Da finnes det
et par (7,7) slik at a;; # aj;. Setter vi x = e; og y = e; far vi

(AX) Yy = (Ae,) -ej = a; -ej :aji
X - (Ay) =€; - (Aej) :ei-aj :aij

der a; er sgyle ¢ i A, og der vi brukte at Ae; = a;. Siden a;; # aj; er
(Ax) -y # x - (Ay) for dette valget av x og y, slik at vi ikke har at
(Ax) -y = x - (Ay) for alle x,y € R™. Dermed er det kontrapositive
beviset fullfgrt.

Oppgave 2 (6 poeng)

En kvadratisk matrise A € R™*"™ kalles nilpotent hvis det finnes en k € N
slik at A¥ = 0 (nullmatrisen). Skriv et motsigelsesbevis for folgende utsagn:

En nilpotent matrise som er forskjellig fra nullmatrisen er ikke
diagonaliserbar.

(Fortsettes pa side 2.)
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Lgsning: Anta at A er nilpotent og forskjellig fra nullmatrisen, og
anta for motsigelse at A er diagonaliserbar. Det finnes da en inverterbar
matrise P og en diagonalmatrise D slik at A = PDP~!. Siden A
er nilpotent finnes en k slik at A* = 0. Men vi har ogsa at A*F =
(PDP~Y)* = PDFP~!. Siden 0 = PD*P~! s34 ma D*¥ = 0, og da
ma D = 0. Men da er A = 0, som er en motsigelse. Derfor kan ikke A
veere diagonaliserbar.

Oppgave 3 (6 poeng)

Definer f: R? — R* ved f(x) = Ax, der

2 -1 3
4 1 2
A= 1 2
2 -2 4
Bestem om f er
(i) veldefinert
(ii) injektiv
(iii) surjektiv
(iv) inverterbar.
Lgsning: Vi radreduserer A:
2 -1 3 1 2 2 1 2 2 1 2 2
4 1 2 0 -5 -1 01 0 010
1 2 0 -7 —6 0 0 -1 0 01
2 -2 4 0 -6 0 0 0 —6 000

Siden siste rad ikke er en pivotrad sa finnes det systemer Ax = b som
ikke har lgsning. f er derfor ikke surjektiv. Derfor er den heller ikke
inverterbar. Siden alle sgyler er pivotsgyler finnes det ingen frie variable,
slik at alle systemer som har en lgsning har en unik lgsning. Derfor er f
injektiv. Til slutt er det klart at f er veldefinert.

Oppgave 4 (12 poeng)

4 2 4 14
Vi ser pa matrisen A=|1 -1 7 -1
3 3 -3 15

4a

Finn en basis for sgylerommet til A.

(Fortsettes pa side 3.)
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Ldgsning: Vi radreduserer
2 4 14 1 -1 7 -1
1 -1 7 1|4 2 4 14
3 3 =3 15 3 3 -3 15
1 -1 7 —1
Mo 6 —24 18
3 3 -3 15
1 -1 7 -1
o 6 —24 18
0 6 —24 18
1 -1 7T -1
TS lo 6 —24 18
0 O 0 0
Vi ser né at sgyle 1 og 21 A er pivotsgyler (vi trenger ikke bringe matrisen
pa redusert trappeform for a se dette), slik at disse utgjor en basis for
spylerommet til A.

4b

Utvid basisen du fant i a) til en basis for R3.

Lgsning: Vi setter inn en siste sgyle som gjgr at alle rader har et
pivotelement, og radreduserer baklengs:
1 -1 7 -1 0 1 -1 7 -1 0
0 6 —24 18 0 """ (0o 6 —24 18 0
0 O 0 0 1 0 6 —-24 18 1
1 -1 7 —-10
T30 6 —24 18 0
3 3 -3 15 1
1 -1 7 -1 0
Ty 2 4 14 0
3 3 -3 15 1
4 4 14 0
I -1 7 -1 0
3 3 -3 15 1
Vi kan derfor utvide med vektoren (0,0, 1).

Oppgave 5 (12 poeng)

1 0 0
La A veere matrisen A = | —14 20 —24
-9 12 -14

(Fortsettes pa side 4.)
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5a
1

Vis at | 2| er en egenvektor for A. Finn de andre egenverdiene og

1
egenvektorene til A.

Lgsning: Vi har at

1-—)\ 0 0
det(A— M) =| —14 20—X —24
-9 12 —14—)\
20—\ —24
=({1=A) 12 —14—-)\

= (1= N)((20 — X\)(—14 — \) + 288)
=(1=XNAN\=6)1+8)

Denne er O nar A = 1, eller nar A = 6%. Derfor blir egenverdiene A\ = 1,
/\2:2, og)\3:4.

Vi har at
1 1 0 0 1 1 1
Al2] =1[-14 20 —24 2l =[-14+40-24) =12,
1 -9 12 -—-14 1 —-9+24—-14 1

slik at (1,2,1) er en egenvektor for A, tilhgrende egenverdi 1. Siden
egenverdien 1 har multiplisitet 1, sa har vi derfor funnet alle egenvektorer
for A1 = 1.

Egenvektor for Ao = 2:

—1
A-2I=1|-14 —24 O 18 —24
-9 12 —16 0 12 -16
10 10
~ 10 3 —4 ~ 10 1 —4/3
0 3 —4 0 0 0
0
Generell egenvektor blir vo = x3 | 4/3 |. Setter vi 3 = 3 far vi den
1
spesielle egenvektoren (0, 4, 3).
Egenvektor for Ao = 4:
-3
A—41 = | -14 —24 O 16 —24
-9 12 —18 0 12 -—18
1 0 O 10
~10 2 -3]~1(0 1 —3/2
0 2 -3 0 0 0

(Fortsettes pa side 5.)
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0

Generell egenvektor blir vs = z3 | 3/2 |. Setter vi 3 = 2 far vi den
1

spesielle egenvektoren (0, 3,2).

5b

Vi minner om at en diagonalisering av en matrise er en faktorisering pa
formen PDP~! der D er diagonal, og P er inverterbar. Skriv ned en
diagonalisering av matrisen A. Spesielt skal du finne matrisene P, D, og
P~1. Er A ortogonalt diagonaliserbar?

1 0 0
Lgsning: Vilar P= [ 2 4 3| veere matrisen med egenvektorene vi
1 3 2
fant over som sgyler. Vi radreduserer
1 001 0O 1 00 1 00
(P I3)=(243010]~(043 -210
1 3 2 0 0 1 0 3 2 -1 0 1
1 0 0 1 0 O 1 0 O 1 0 0
~10 12 9 -6 3 0] ~1|0 12 9 -6 3 O
0 12 8 —4 0 4 0O 0 -1 2 -3 4
1 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 0
~10 12 9 -6 3 0 |~[0 12 0 12 —-24 36
0O 01 -2 3 —4 0o 0o 1 -2 3 -4
1 0 0 1 0
~101 0 1 -2 3
001 -2 3 -4
1 0 0
Det fglger at P~! = 1 =2 3 ]. Dermed far vi fglgende
-2 3 -4
diaginalisering av A:
1 00 1 00 1 0 0
A=PDPt=1(2 4 3|0 2 0 1 -2 3
1 3 2 0 0 4 -2 3 -4
Matrisen A er ikke symmetrisk, og den er derfor heller ikke ortogonalt
diagonaliserbar. Dette kan man ogsa se ved at egenvektorene vi fant ikke
er ortogonale.

Oppgave 6 (18 poeng)

6a

Finn tilnsermingen til fo?’/ 4 sin(27x) dx som du far ved & bruke midtpunkts-
metoden med tre delintervaller.

(Fortsettes pa side 6.)
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Lgsning: De tre delintervallene er [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4], og
midtpunktene i disse er 1/8, 3/8, 5/8. Vi far

3/4 1
/() sin(2rz) dr ~ Z(sin(w/él) + sin(37/4) + sin(57/4))

— i(\fz/g +v2/2 = v2/2) = V2/8.

6b

Finn newtonformen til det kubiske polynomet som interpolerer sin(27x) i
xg =0, 1 = 1/4, 9 = 1/2, x5 = 3/4. Hvilken tilneerming til f”(1/4) kan
du fa fra det interpolerende polynomet?

Lgsning: Newtonformen til polynomet er
p3(z) = co+ 1w + cox(w — 1/4) + cgx(z — 1/4)(x — 1/2)

for konstanter cg, c1, ca, c3 € R. Vi far likningene

0=cg

1
lzco—i-clz

1 1
OZCO+01§+CQ§
L= ot ers oo+
= C 014 628 6332.

De forste to likningene gir ¢g = 0, ¢; = 4. Den tredje likningen gir

0 =2+ cy/8, som gir at c; = —16.

Den fjerde gir c3 = 3;,)—2(—1 —34+6)= %4. Newtonformen blir dermed

p3(x) = 4o — 16z(z — 1/4) + %4$(CL‘ —1/4)(x — 1/2)

Bruker vi produktregelen for derivasjon far vi sa

ps(x) =4 —16(z + (z — 1/4)) + %((m —1/4)(x —1/2) + z(x — 1/2) + z(x — 1/4))

64
() = —16(1 +1) + 3 2z —-1/4+2—-1/2+x)
64
PR(L/4) = —82+ - 2(-1/4+ 1/4) = -32,

som er var tilneerming til f”(1/4).

6¢C

Vi bruker tilnsermingen

fla+h)—2f(a) + fla—h)

(@) = >

(Fortsettes pa side 7.)
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til den andrederiverte til f(x) = sin(27x) i * = a. Vis at feilen i denne
tilneermingen oppfyller

fla+h)—2f(a) + f(a—h) At h?

h2 - f”(a) é 3 .

Hvis du setter a = h = 1/4, hva blir tilnsermingen til f”(a)?
Hint: Evaluer Taylorrekka til f av orden 3 om a, med restledd, i punktene
a—+hoga-—h.

Lgsning: Taylorrekkene i hintet er

"(a "(a (COPS
f(a+h)—f(a)+f’(a)h+f2()h2+f6( )h3+f‘;41)h4
_ / f'@) o f"(a),5  [De2)
f(a—h)—f(a)—f(a)thTh?_ - 13 4 i i

der ¢; € [a,a+h], c2 € [a— h, h]. Legges disse sammen, og vi deler med
h? pa begge sider far vi

fla+h) —2f(a) + fla—h)

(4) (4)
s . f”(a) — f4 (Cl)h2+ f . (CQ)hQ'

24 24

Siden |f*)(z)| < 167* for alle z s& har vi at

fla+h)—2f(a) + fla—h)
h2

h? h? 47*h?
f(a)] <167 B + 167 B 3

Med a = h = 1/4 blir tilngermingen til f”(a) lik

(f(0) —2f(1/4) + £(1/2))/(1/4)? = 16(0 — 2 + 0) = —32.

Det er ikke helt opplagt at vi skulle f& samme verdi som i b, siden
interpolasjonspolynomet der tar utgangspunkt i punktene f(a—h), f(a),
fla+h), f(a+2h). Utleder man punktmetoden for den andrederiverte
basert pa disse punktene vil man faktisk fa ! (a+h)_2];(2a)+f (a_h), det vil
si at f(a + 2h) ikke bidrar. b svarer altsa til punktmetoden vi brukte i
c, slik at vi far samme resultat.

Lykke til!



