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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1105 — Linezr algebra og numeriske metoder
Eksamensdag: Prgveeksamen
Tid for eksamen: 15:00-19:00.

Oppgavesettet er pa 6 sider.
Vedlegg: Ingen.
Tillatte hjelpemidler: Ingen.

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Settet bestar av 10 deloppgaver som alle teller 6 poeng. Du ma begrunne
alle svar, og du méa vise nok mellomregninger til at man lett kan fplge
argumentene dine.

Lykke til!

Oppgave 1 (6 poeng)

La A veere en n x n-matrise. Skriv et kontrapositivt bevis for folgende utsagn:

Hvis xT Ay = 0 for alle x,y € R® sa er A = 0.

Lgsning: Vi antar kontrapositivt at A # 0. Da finnes det en vektor
y slik at Ay # 0 (Hvis sgyle i i A inneholder en ikke-null, s& kan du
la y = e; for eksempel). Setter vi x = Ay far vi x’ Ay = (Ay)T Ay =
|Ay|? # 0. Dette viser at vi ikke har at x” Ay = 0 for alle X og y, og
beviset er fullfgrt

Oppgave 2 (6 poeng)

En kvadratisk matrise A € R™ "™ kalles nilpotent hvis det finnes en k € N
slik at A¥ = 0 (nullmatrisen). Skriv et motsigelsesbevis for fslgende utsagn:

En nilpotent matrise som er forskjellig fra nullmatrisen har kun
egenverdien 0.

Lgsning:

Bevis. Anta at A er nilpotent og forskjellig fra nullmatrisen, og anta for
motsigelse at A har en egenverdi A # 0. La x # 0 veere en tilhgrende
egenvektor. Siden A er nilpotent finnes en k slik at A¥ = 0, men da er

(Fortsettes pa side 2.)
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ogsé AFx = 0. Men vi har ogsa at
AFx = A 1x = ... = Mx £ 0.

Dette gir en motsigelse. Derfor ma 0 veere eneste egenverdi for A. O

Oppgave 3 (6 poeng)
Definer f: R> — R3 ved f(x) = Ax, der

2 =26 1 4
A=(1 -3 1 2 1
4 1 4 -1 =2

Bestem om f er
(i) veldefinert
(ii) injektiv

(ili) surjektiv
)

(iv) inverterbar.

Lgsning: Vi radreduserer A:

2 —2.6 1 4 1 -3 1 2 1 1 -3 1 2 1
1 31 2 1|~[0 4 4 -3 2|~]0 1 1 -=3/4 1/2
4 1 4 -1 -2 0 13 0 -9 —6 0 0 —13 3/4 —25/2

Fra dette er det klart at alle radene i A er pivotrader. Dermed har
Ax = b en lgsning for alle b, slik at f er surjektiv. Siden A har to
frie variable (svarende til de to siste sgylene) s& har Ax = b alltid
uendelig mange lgsninger, slik at f ikke er injektiv, og derfor heller ikke
inverterbar. Det er ogsa klart at f er veldefinert.

Oppgave 4 (12 poeng)

2 0 8

. . : |3 -2 8

Vi ser pa matrisen A = 1 1 6
-2 -3 -4

4a

Finn en basis for sgylerommet til A.

(Fortsettes pa side 3.)
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Ldgsning: Vi radreduserer

2 0 8 1 1 6
3 -2 8 I-ir| 3 -2 8
1 1 6 2 0 8
-2 -3 —-14 -2 -3 —-14
1 1 6
11-3rrr—21v+21 |0 =5 —10
0 -2 —4
0 -1 -2
1 1 6
/-5 [0 1 2
0 -2 —4
0 -1 -2
IIT4+2I1IV+IT

SO O =
OO = =
S O NN O

Det folger at sgyle 1 og 2 er pivotsgyler, slik at de to forste sgylene i A
er en basis for sgylerommet til A.

4b

Utvid basisen du fant i a) til en basis for R*.

Lgsning: Vi setter inn to ekstra sgyler som gjor at alle rader har et
pivotelement, og radreduserer baklengs:

116 00 1 1 6 0 0
01 2 0 O rrr—2rrgv—11 |0 1 2 00
00010 - 0 -2 -4 1 0
00001 0 -1 -2 0 1
1 1 6 0 0
(-5 {0 =5 =10 0 O
~ o =2 -4 1 0
0O -1 -2 0 1
1 1 6 0 0
+3rgrr+21gv-21 1 3 -2 8 0 O
- 2 0 8 10
-2 -3 —-14 0 1
2 0 8 1 0
I«irr | 3 -2 8 0 0
- 1 1 6 00
-2 -3 —-14 0 1

Vi kan derfor utvide til en basis for R* ved & legge til vektorene (1,0,0,0)
og (0,0,0,1).

(Fortsettes pa side 4.)
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Oppgave 5 (12 poeng)

. 09 0.1
La A veere matrisen (0.3 0.7>.

5a

Finn egenverdiene og egenvektorene til A.

Lgsning: Vi har at

09—-AX 0.1

det(A_M?):‘ 0.3  0.7—\

‘ = (0.9 — \)(0.7 = \) — 0.03 = \2 — 1.6\ + 0.6,

1.6+£/2.56—2.4
2

og dette er 0 nar A\ = = 0.8 £ 0.2. Egenverdiene er derfor

A1 = 0.6 og Ao = 1.
Egenvektorer for A\; = 0.6:

(03 01 1 1/3
A-06L= (0.3 0.1> - <0 0 >
Forste rad sier her at z7 + x2/3 = 0, slik at 27 = —z3/3. En

generell egenvektor blir derfor x = (i1> = Iy <_11/ 3). Den spesielle
2
egenvektoren (—1,3) far vi ved & sette z3 = 3.

Egenvektorer for Ay = 1:

—0.1 0.1 1 -1
A=l = < 0.3 —0.3) - <0 0>

Forste rad sier her at x1 —xo = 0, slik at 1 = z2. En generell egenvektor

blir derfor x = (i1> =9 <1> . Den spesielle egenvektoren (1, 1) far vi
2
ved & sette xo = 1.

5b

. —6 . . L
Vi setter v = < 1 O>' Skriv v som en lineser kombinasjon av egenvektorene

du fant i a), og finn grenseverdien lim,, — c0A™v.

Lgsning: Vi radreduserer
-1 1 -6 1 -1 6 1 -1 6
3 1 10 3 1 10 0 4 -8
1 -1 6 1 0 4
0o 1 =2 01 -2/

(Fortsettes pa side 5.)
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3

lim A"v = lim A" <4 <_1> -2 <1>>
n—00 n—o0 3 1
, o (=1l , 1
=455,06 ( 3 ) RS <1>

_ (_;) .

Oppgave 6 (6 poeng)

Det folger at v =4 <_1> -2 <i) Til slutt far vi at

Vi ser pa funksjonen f(zr) = cosz. Vis at feilen i den symmetriske
newtonkvotienten er < %h2, det vil si at

flat+h)—fla—h)

. - J'(a)

IN

Hint: Bruk taylorrekker av orden 2 med restledd.

Lgsning: For & utlede feilen i den symmetriske newtonkvotienten
starter vi med taylorutviklingene
1 1
fla+h) = f(a) + f(@h+ 5 (@)h? + Zf"(cr)h?
1 1
fla—h) = f(a) — fl(a)h + §f”(a)h2 - gf’”(@)hg,

der ¢; € [a,a + h], ca € [a — h,h|. Trekker vi disse to fra hverandre,
trekker sammen og deler med 2h pa begge sider far vi

fla+h)—fla—h)
2h

1 1
7f/,/(61)h2 + Efm(c2)h2-

- f'la) = 15

tar vi absoluttverdier og bruker trekantulikheten far vi at

h) — —h
JOAD) “J@=D) (o) < L1 en) B + 1" (eo) |2

< ih2 + ih2 = 1h2.
12 12 6

Vi brukte her ogsa at f"”'(z) = sinz, slik at |f"'(¢;)| < 1.

Oppgave 7 (6 poeng)

Bruk trapesmetoden med 8 delintervaller for & finne en tilnserming til
fol sin?(27rx) dz. Hva blir den eksakte verdien for integralet, og hva blir
feilen?

(Fortsettes pa side 6.)
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Lgsning: Vi setter h = 1/8 og far

/1 sin®(2mz) da

0

~ é (f(o);f(l) + f(1/8)+ f(1/4) + f(3/8) + f(1/2) + f(5/8) + f(3/4) +f(7/8)>
=é(1/2+1+1/2+1/2+1+1/2):%,

Selve integralet blir

! 'l 1 1
/ sin?(2mz) do = / —(1 — cos(4mz)) dz = [x/2 — — sin(47z)]} = =,
0 0 2 8 2

slik at metoden er eksakt i dette tilfellet.

Oppgave 8 (6 poeng)

Vi ser pa funksjonen f(x) = (z —1)3. Finn det unike polynomet av grad < 2
som interpolerer f i punktene g =0, 1 = 1, og xo = 2. Hvis vi ogsa la til
interpolasjinspunktet s = 3, hva blir da det unike polynomet av grad < 3
som interpolerer f7

Lgsning: Vi far at

f(xo) = =1 =co
f(.%'l) =0= co + c1
f(l'Q) =1=cyp+ 2¢c1 + 2¢o

Dette gir ¢cg = —1, ¢; = 1, og co = 1‘*'2#2 = 0. Dermed far vi at
p2(z) = —1 + x. Hvis vi ogsa legger til x3 = 3 s ma p3(z) = (x — 1)3,
siden f allerede er et polynom av grad < 3 som gar igjennom disse
punktene, og siden det interpolerende er polynomer unikt.




