Eksamen i MAT1110, 14/8 2015: Lgsningsforslag

Oppgave 1. a) Vi har
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b) Legg merke til at systemet har A som utvidet matrise. Dersom a®—1 #
0, er alle de tre forste sgylene i trappeformen B pivotsgyler, og systemet har
dermed en entydig lgsning. Det vil si at vi har entydig lgsning for a # +1.
Det gjenstar a sjekke hva som skjer for a =1 og a = —1.

a =1: T dette tilfellet er ingen av de to siste sgylene pivotsgyler (de
nederste elemente er null). Det betyr at vi har uendelig mange lgsninger.

a = —1: T dette tilfellet er den siste sgylen en pivotsgyle (det nederste
elementet i den tredje sgylen er null, men ikke det nederste elementet i den
siste), og vi har derfor ingen lgsninger.

Konklusjon: Systemet har entydig lgsning for a # +1, uendelig mange
Igsninger for a = 1, og ingen lgsninger for a = —1.

c)Nara=1,er
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Dette betyr at vi kan velge fritt z, og beregne x og y etter ligningene
r+y—2z=-1
y—2z=1

Dettegiry =1+2z0gx=—-1—y+22=—1—(14+22)+2z = —2. Folgelig
er lgsningene
r=-2, y=14+2z, z=2z2

der z er et fritt valgt reelt tall.

Oppgave 2. Vi bruker forst forholdstesten:
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Vi vet vi har konvergens nar 2|z — 1| < 1 og divergens nar 2|z — 1| > 1.
Dette gir konvergens for % <z < % og divergens for x < % og xr > % Det

gjenstar a sjekke endepunktene x = % og xr = %
T = %: Rekken blir na

som konvergerer, f.eks. ved testen for alternerende rekker.
T = %: Rekken blir na
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som er en rekke vi vet konvergerer.
Konklusjon: Konvergensintervallet er I = [%, %]

Oppgave 3. a) Vi kan skjekke at feltet er konservativt ved a observere at
de partiellderiverte

o0F; 0F,
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er like (siden definisjonsomradet er enkeltsammenhengende, medfgrer at det-
te at feltet er konservativt), men det er egentlig ungdvendig siden alt vi
trenger er en potensialfunksjon ¢. En slik ¢ ma oppfylle

0 0
8—i:(2xy+2) og 82):(3324-3)

Integrerer vi den forste ligningen, far vi at
¢(z,y) = 2*y + 2z + C(y)

der C er en funksjon som bare avhenger av y. Integrerer vi den andre lig-
ningen, far vi
¢(x,y) = 2%y + 3y + D()

der D er en funksjon som bare avhenger av x. For a fa dette til & passe setter
vi C(y) = 3y, D(x) = 2z og ender opp med

o(z,y) = 2%y + 2z + 3y

b) Linjeintegralet kan regnes ut direkte, men det er enklere a bruke
potensialfunksjonen. Siden kurven starter i (1,1) og ender i (2,4), har vi

/F-dr = (2,4)—¢(1,1) = 2244224 34— (12.1+2-143-1) = 32—6 = 26
C
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Oppgave 4. a) Flatene skjeerer hverandre nar
22 +y? =22 — 4y + 4,

det vil si nar
w2 =2z +y 4y =4

Fullfgrer vi kvadratene, far vi
(x =1+ (y+2)* =09,

som er en sirkel med sentrum i (1, —2) og radius 3. D er omradet innenfor
sirkelen, dvs. sirkelskiven med sentrum i (1, —2) og radius 3. For a avgjore
hvilken flate som ligger gverst over D, setter vi inn koordinatene til et punkt
vi vet ligger i D, f.eks. (1, —2). For planet far vi

= (2)1—4-(=2)+4=14

og for paraboloiden
z=12+(-2?%=5

Altsa ligger planet gverst, og volumet er gitt ved

2w —4y+4
Vz///lda;dydzz//(/ 1dz>da:dy
R 1.2+y2

://(21:—4y+4—(m2+y2)) dzdy

:// (=2 + 20 — % — 4y + 4) dzdy
D

b) For a regne ut volumet innfgrer vi polarkoordinater med sentrum i
(1,—2). Visetter z = 1+rcosf,y = —2+rsin f og observerer at integranden
kan skrives

—2? 42—y Ay +d=—(2—22+1) - (VP +4y+4)+9

= —(2-1)2—(y+22+9=9—(rcos)? — (rsinf)* =9 — 12

Dermed er (husk Jacobi-faktoren r)

v—/o3 (/0%(9—7"2)7%9) dr—/03 </027T(9r—r3)d0)d
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Oppgave 5. Omrradet ser omttent slik ut:
1y

(z, f(x))

Vi skal skifte variable i dobbeltintegralet. Avgrensningene y = 2, y = 22>

kan omformes til % = 1 og % = 2, mens avgrensning y = + kan skrives
xT €T T

som zy = 1. Vi innfgrer nye variable ved

_ Y _
U= og v=2ay
x
Omradet kan na beskrives ved 1 < v < 2 og 0 < v < 1 (den nederste
grensen for v ma man tenke litt pa — det hjelper & tegne opp kurvene -5 = u
og xy = v for u mellom 1 og 2 og v mellom 0 og 1, og se hvordan de
“koordinatiserer” A). Vi lgser for x og y ved a observere at

v xry 3 . _1 1
— ==’ somgr r=u 303
U oz
X
og
v v 12
y: —_ = i1 = Uu3v3
X u 3v3
Jacobi-determinanten blir
oz Oz 1, —4 1 49 1 _2
a - —=Uu 3vV3 U 3V 3
O(z,y) du v 3 3 2 ;1 4 1 4
= = =——u ——u " =——=u
0(u,v) dy By 1 —22 9 1 _1 9 9 3
m % gu 3V3 §U3’U 3

Siden zy = v, har vi na

// 2 1 g . 1 2 ) 0?2 1!
wydxdy:/ (/ v=u" dv) du:/ u- [u] dv
A 1 o 3 31 2 1o
1 21 1 > In2
6/1 v 6[“”]1 6

Oppgaven kan ogsa lgses uten a skifte variabel ved a dele opp integrasjons-
omradet



Oppgave 6. Hvis vi legger inn et koordinatsystem med origo i sentrum til
ellipsen og akser langs ellipsens akser, far ellipsen ligningen
2 2
.
a b2
Lar vi (z,y) veere koordinatene til punktet B, ser vi at arealet til trekanten
er

1
flay) = 52yla+2) =yla+o) =2y +ay
Samtidig ma (z,y) tilfredsstille bibetingelse g(x,y) =1 der
22 2
g(z,y) = 2T
Dette gir

Vi(x,y)=(y,x+a) og  Vg(z,y)= (ig;, ?f;)

Etter Lagranges multiplikatormetode er vi pa jakt etter punkter der V f(z, y)
= AVyg(z,y) for en konstant A (den andre muligheten, Vg(x,y) = 0, gir
apenbart ikke et maksimum i dette tilfellet). Vi far ligningene

2 x
- . 1
y=0 (1)
2y
=T @
22 2

nar vi tar med bibetingelsen. For a bli kvitt A har vi lyst til & dele ligning
(1) pa ligning (2), men da ma vi passe pa at vi ikke mister lgsninger nar
nevnerne er 0. Det er ikke noe problem: = + a = 0 gir apenbart ikke noe
maksimumspunkt, og det gir heller ikke A\ =0 eller y =0 (A=0gir y =0
ifplge ligning (1)).

Vi kan dermed dele (1) pa (2) og fa

vy _ @
r+a %
Dette kan omformes til
v?  z? oz

Setter vi dette inn i (3), far vi



som kan skrives
222 +ax —a’ =0

Dette gir
a
—a++/a2-4-2-(-1) —a=+3a 2
xr = = =
2-2 4
—a
Siden x = —a apenbart ikke gir et maksimumspunkt, er den eneste lgsnings-

kandidaten x = §. Siden problemet ma ha en Igsning i fglge ekstremalverdi-
setningen (vi maksimerer en kontinuerlig funksjon over et lukket, begrenset
omrade), er z = § lgsningen. Den tilhgrende y-verdien er

/ x2 3 V3
=b\/1— — =b4y/—-=—b
Y a? \/; 2

og det maksimale arealet blir dermed

V3 e+ 8y = \/gb?’; _ V3,

A=ylata) ="y blaty) ="y 1

Oppgaven kan ogsa lgses ved & sette inn y = by/1 — ’2—; i uttrykket for
arealet, y(a + x). Dette gir omtrent like kompliserte regninger.



