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Elementaere matriser



Definisjon

(i) Permutasjons- (transposisjons-)matriser, bytter om to rader

Ep:

O OO O
OO OO
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(i) Multiplikasjon av en rad med et tall

Ey =

O O
o X O
= o

(i) Legge et multiplum av en rad til en annen rad

Egircavy =
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coor o
oo+~ OO
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— o ooo



Elementaere matriser samsvarer med tilsvarende elementare
radoperasjoner.

2x+3y =4
xX—6y=-3
Bytter om likningene:
x—6y=-3
2x+3y =4

svarer til

Go)G %5677



Setning

Elementzere matriser er inverterbare ,og den inverse av en elementaer
matrise er selv en elementser matrise;

Ee-Ey =1

Euycvy - Egi—cavy=1

Eksempel
1 00 0 O 1 00 0 O
010 C o 01 0 —-C O
001 0O 001 0 0 |=1
000 1 0 000 1 O
0 0 0 0 1 0 00 0 1



Setning
Enhver m x n-matrise A kan skrives som et produkt

A=EFE.. EB

der E1,E5, ..., E, er elementaere matriser og B er den reduserte
trappeformen til A.

Dersom A er inverterbar, og kvadratisk, har vi B =1, og vi kan skrive A
som et produkt av elementaere matriser.

A=EE, .. E



Setning
Den transponerte av en elementaer matrise er elementzer.

-
El =E,
)T

(Etnscavy)' = Eqvican

e Transponering bytter sgyler og rader

e Symmetriske matriser er lik sin transponerte



Rotasjon med en vinkel 8 = £ er gitt ved rotasjonsmatrisen



En rotasjon som et produkt av elementare matriser:
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Determinanter



Hverdagslige betraktninger rundt determinanter

La A vare en nx n-matrise. Determinanten til A, det(A) er et tall som for
mange formal avgjgr hvilke egenskaper matrisen har. Men siden matrisen
bestar av n? tall, og determinanten bare 1, er det begrenset hvor mye
determinanten kan uttale seg om matrisen. Men vi kan ogsa la oss
imponere av styrken til det enslige tallet det(A), som pa tross av sin
tallmessige underlegenhet vet veldig mye om A.



Eksempel p3 bruk av determinant, areal av et parallellogram:

(a+b,c+d)
(b,d)



(b,d

(tb, td) y
X
(a,c)
(0,0)
ab+cd
a,c)—(tb,td))-(b,d)=0 = =tvVbh+d?—
(a.) ~ (tb ta)) - (b.d) =B
d— bc
X4y =2+ = —2d=pc
g T

Areal av parallellogrammet: y -1/ b2+ d2 = ad — bc = c d

¥



La T :R? — R? vaere en linezravbildning gitt ved

X a b\ [x
()= 9)0)
og betrakt et parallellogram (se figur)

(0,1) (b,d)

(a;c)

(0,0) (1,0) (0,0)

Hjgrnene i parallellogrammet er gitt ved T <8) T <(1)) T (2) og

1 :
T 1), og arealet av dette parallellogrammet har vi akkurat regnet ut.
Siden arealet av enhetskvadratet er 1, kan det vaere nzrliggende & betrakte
determinanten til en linearavbildning som en forstgrrelsesfaktor.



Definisjon
En permutasjonsmatrise er en kvadratisk matrise hvor hver sgyle og rad
betsar av ett 1-tall og resten O-er.

01 00O
0 00 1O
0 01 0O
0 00 01
10 0 00

Fortegnet til en permutasjonsmatrise er gitt som -1 opphgyde i antallet
elementaere transposisjonsmatriser som trengs for 3 lage A. Dette tallet
kan variere, alt etter valgt framgangsmate, men en setning sier det er
uavhengig av valg av elementaere matriser om tallet er et partall eller et
oddetall.

| eksemplet over kan vi komme fram til identitetsmatrisen ved fglgende
rekke av transposisjoner:

15, 24 445

45 34 263 12 34



Definisjon

La A veaere en n x n-matrise. Da er determinanten til A definert som
summen av alle mulige kombinasjoner av 3§ plukke ett element fra hver
s@yle og hver rad, og sette tegnet til den tilsvarende permutasjonsmatrisen

foran.

il a2 a3 0 10
dp1 dp2 a3 0 0 1
d31 a3 ass 1 0 O



Setning
(i) For en gvre (eller nedre) triangulaer matrise er determinanten lik
produktet av elementene pa diagonalen.
(ii) Dersom vi bytter om to rader i en matrise multipliserer dette
determinanten med -1.
(iii) Dersom vi multipliserer en rad (eller sgyle) med et tall k vil ogsa
determinanten bli multiplisert med k.

(iv) Dersom vi legger et multiplum av en rad til en annen vil ikke
determinanten endres.



Setning

(v) Vi har
ail ap+bip ais ai1  d12  a13 an
det | ap1 apm+byy ax3 | =det| axy axm ap3 | +det| an
as1 axp+bp as a31 432 as3 asi

(vi) For en nx n-matrise A og et reelt tall k har vi

det(kA) = k" det (A)

b1o

b
b3o

(vii) Anta at en kvadratisk matrise A inneholder en hel rad eller en hel

sgyle av O-er. Da er det(A) =0.

(viii) Determinantene til en matrise og dens transponerte er like.

a13
a3
ass



Setning
En nx n-matrise A er inverterbar hvis og bare hvis det (A) # 0.

Bevis.
Vi kan skrive
A=EE._,...EB

hvor Eq,..., E) er elementaere matriser og B er den reduserte
trappematrisen til A. Dersom A er inverterbar sd er B=1 og
radoperasjonene endrer determinanten fra 1 til et annet tall # 0.



Definisjon
Determinantene til de elementare matrisene:

(i)

10000
01000
det(E,)=det| 0 0 0 1 0 [=-1
00100
00001

det (Ey) = det

O O
o x O
= O O
Il
x-

(iii)

det(E(i4c.avy) =

cocoor
ococoro
oo+~ oo
or onNno



Observer at determinantene til de elementaere matrisene og de tilsvarende

determinantene til de multipliserte matrisene er kosistente:

(i) Bytte om to rader i en matrise multipliserer determinanten med -1, og
det(Ep) = —1.

(i) Multiplikasjon en rad (eller sgyle) med et tall kmultipliserer
determinanten med k, og det(Ex) = k.

(iii) Legge et multiplum av en rad til en annen endrer ikke determinanten,
og det (E(j4c.vy) = 1.



Setning
For en kvadratisk matrise A og en elementaer matrise E har vi

det (EA) = det (E) - det (A)



Setning

Anta A og B er to n X n-matriser, slik at A ikke er inverterbar. Da er
heller ikke produktet C = AB inverterbart.

Beuvis.

Siden A ikke er inverterbar finnes det en vektor b slik at Ax = b ikke har
noen Igsning. Hvis nd& Cy = ABy = b er en Igsning, sa vil x = By vaere en
Igsning av Ax = b. Men det gir en motsigelse og vi kan konkludere med at
Cy = b ikke har noen Igsning, O



Produktformelen for determinanter, en svaert viktig setning:

Setning

det(AB) = det(A) - det(B)



Setning

1
det(A)

det(A™1) =

Beuvis.

Resultatet fglger direkte fra & ta determinanten til produktet
AA =]



ani

det
ani
a1 412
det | ax1 ax
asr a3

a12 a1l a12
= = d11d22 — d12821
an do1  ax

(12) (21)
ai13
423 | = 8118224833 — 412421433 — 411423432
ass

+ a1pa23a31 — a13a22as31 + A13a21a32

(123) (213) (132) (231) (321) (312)



Hvordan kan vi finne den inverse?

La A vare en inverterbar n X n-matrise. Vi skriver opp den utvidede
matrisen (A, l,) Sa radreduserer vi til vi kommer fram til (/,,B). B er da
den inverse matrisen til A.

Hvorfor?

Vi skriver radoperasjonene som elementzere matriser:

Ei-Ejq----- E>-E1- (A n) = (I, B)

Ex-Epeq-em E-E-A=1,, Ex-Efq1--- E-E-l,=B

Hvis vi kaller
Ep Ej g E,-Ei=E

har vi
l,=E-A=E-I,-A=B-A



2 3 -1 2 3 -1
(—1)**. 2 3 |+(-1)22.1 3
0 -1 2 0 —1 2
2 3 -1
+(_1)2+3. 1 2
0 -1 2
3 -1 2 -1 2 3
A B B

(32— (=1)-(~1))+2(2-2— (~1)-0) —3(2- (~1) - 3-0)
—5+8+6=0



Alternativt:
2 3 -1
e
0 -1
=2.2-24+3-3-04+(-1)-1-(-1)
—(-1)-2.0-2-3-(-1)—-3-1-2

=8+0+1-0+6—6
=9



