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Egenverdier og -vektorer



Definisjon
Gitt en kvadratisk n x n-matrise A. En vektor v # 0 kalles en egenvektor

for A dersom
Av=»AL-v

for et reelt tall A. Tallet A kalles for den tilhgrende egenverdien.



Anta at v er en egenvektor for en matrise A, med tilhgrende egenverdi A.
Da har vi
Av = Av

Alternativt kan vi skrive denne likningen som
Av—Av=(Al—Aw=0

Egenvektorer er alltid antatt 3 veere forskjellige fra 0-vektoren. Det betyr
at likningssytemet (A/ — A)v = 0 skal ha en ikke-triviell Igsning. Siden
dette er et homogent likningsystem er det ekvivalent med at
determinanten til koeffisientmatrisen er lik 0. Vi betrakter A som en
ukjent og prgver a finne en Igsning av likningen

det(A/—A) =0

Dersom vi skriver dette ut ser vi at dette gir oss en polynomial likning i A.



Definisjon
La A vzre en kvadratisk matrise, og la A vare en ukjent stgrrelse.
Polynomet

xa(A) =det(A]—A)
kalles det karakteristiske polynomet til matrisen A, og rattene til
polynomet er egenverdiene til matrisen.
En nx n-matrise kan ha inntil n egenverdier. Disse kan veere forskjellige
eller noen av dem kan vaere sammenfallende.



Definisjon
La A vare en kvadratisk matrise; Da er trasen (ogs3 kalt sporet) til A
gitt som summen av diagonal-elementene

tr(A) =ai +ax+--+am

For en 2 x 2-matrise er det enkelt & se at det karakteristiske polynomet kan
skrives

XA(A) = A% — tr(A)A +det (A)
Det faller direkte ut dersom vi skriver ut det karakteristiske polynomet pa

elementform. Vi har

A—an —a12

det(Al — A) = ‘ T e

=A%- (a1 +axn)A + ar1axn — apan
=A% —tr(A)A +det(A)



Eksempel

Vi skal beregne egenverdiene til matrisen

)

Vi har tr(A) =2 og det(A) = —3. Det gir karakteristisk polynom
xa(A) = A2—21 -3
For 3 finne rgttene bruker vi abc-formelen;

2 _4(—
R G

Egenverdiene blir Ay =3 og A, = —1.



Eksempel
Vi skal regne ut det karakteristiske polynomet til

1 0 -2
A=10 1 =2
11 0

Vi har
A—-1 0 2
xal)=| 0 A-1 2
-1 -1 2A-0
=(A—1)°A+2A -1)+2(2 1)
=A% —21%+51 4
=(A-1)(A°-21+4)=0
gir A =1 eller

1£+y1-16 1 /15
A= =%



Eksempel

Matrisen

har karakteristisk oplynom
xa(A)=2A%=22+1=0
som gir kun en egenverdi A = 1.
G $)0)=()=C)
1 0 y X y

gir x =y, og vi har kun en egenvektor



Setning

La A vere en invertibel n X n-matrise, og v en egenvektor med tilhgrende
egenverdi M. Da er v ogs3 egenvektor for A= med egenverdi %

Beuvis.

Vi har Av = Av. Siden A er invertibel kan vi multiplisere med A™! p3
begge sider av likhetstegnet, og vi far v = A"!Av. Deler vi begge sider
med A far vi

Alv= v



Setning

En kvadratisk matrise og dens transponerte har de samme egenverdiene.
Merk at de to matrisene har samme egenverdier, vi sier ikke noe om
egenvektorene.

Bevis.

Siden en matrise og dens transponerte har samme determinant fglger det
at

Al—AT)

Al—ATHT

AT —A)

Al—A) = xa(2)

Xar(A) =det
=det
=det
=det

PP



Setning

La A veaere en n x n-matrise. La videre vi,Va,... v, vare egenvektorer for
A svarende til ulike egenverdier A1,A,,...,A,. Da er mengden
{V13V27' . .,Vr}

linezert uavhengig.



Bevis.
La fgrst r =2, og anta at a;v; + a,vo = 0. Anta at det finnes en linezer
avhengighet mellom de to vektorene, anta f.eks at a; # 0. Da kan vi skrive

Vi=——V»
a

og siden v; og v, begge er egenvektorer far vi

a
AV1 = ),1V1 = —311\12
ai
og samtidig
a a a
AV1 = A(—£V2) = —iAV2 = —£A2V2
ai ai ai
Det fglger at
a a
20 =2
ai al

og siden A; # A sd mad ap = 0. Siden vy # 0 fglger det at ogsa a; =0,
som gir oss en motsetning. 0



Beuvis.
Anta sd at r = 3 og at vi har en lineaer avhengighet

avi+avo +azv3 =0

Vi kan uten videre anta at a; # 0 og ved a dele likningen pa a; kan vi like
godt sette ap til 3 vaere 1. Det gir

V1 = —apVpy — asvVis
Bruker vi nd T pa dette uttrykket far vi
7le1 = 73212V2 — 33/13V3

Vi multipliserer uttrykket over med A; og trekker de to likningene fra
hverandre. Det gir

0= —82(12 — ll)VQ — 33(13 — ll)V3

Dermed er vi tilbake i situasjonen med to egenvektorer og siden

A2 — A1,A3 — A1 # 0 fglger det at koeffisientene a, = a3 = 0, og vektorene
er linezert uavhengige. For r > 3 fglger vi nd ngyaktig samme

prosedyre. O



Setning

Gitt n x n-matrise A. Anta at A har n forskjellige egenverdier. Da finnes
en basis for V' av egenvektorer for A.



Eksempel

La A vare 2 x 2-matrisen

2 0
(%)
Det karakteristiske polynomet til A er gitt ved
2a(A) =A% =31 42

som gir egenverdier Ay =1, A, = 2, med tilhgrende egenvektorer

=) o)

{v1,v2}

er linezert uavhengig og danner en basis for R?.

Vi ser at mengden



Eksempel

—
O NI



Eksempel
Vi har et dynamisk system beskrevet av fglgende figur:

Den tilhgrende overgangsmatrisen er

07 0 O
0 05 O
03 0 06
0 05 O
0 0 04
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Eksempel
Det karakteristiske polynomet

xp(A) = A(A —1)*(A* —0.45)

gir at matrisen P har en egenverdi A =1 med multiplisitet 2 og
tilhgrende egenvektorer

V] =

coocowr
<
N
|
—oooo



Eksempel

abc-formelen gir

og egenvektorer



Definisjon
La u og v vaere to komplekse vektorer. Vi definerer skalarproduktet

u-v— u171+...+un7"
hvor v er den kompleks konjugerte til v.

Setning
Anta at A er en reell n x n-matrise, og at v er en kompleks egenvektor
med egenverdi A. Da er v en egenvektor med egenverdi A.

Beuvis.
Vi har

og



Definisjon
En basis 2 ={v1,...,vp} er ortonormal dersom

vi-vi=0fori#j ogvi-vi=1

Setning
La % ={v1,...,vp} vaere en ortonormal basis for et underrom V av R™,
og law e V. Da har vi

W= (w-vi)vi+- 4 (w-vp)v,



Definisjon
En invertibel kvadratisk matrise A som oppfyller A=* = AT kalles en
ortogonal matrise.

Eksempel

Matrisen

0 -08 -06
A=108 —-036 048
0.6 048 -0.64

er ortogonal. Spesielt har vi

0 -08 -06 0 0.8 0.6

08 —-036 048 |-|—-08 —036 048

0.6 048 -0.64 —-06 048 -0.64
=1



Det er ikke tilfeldig at slike matriser kalles ortogonale siden de har fglgende
egenskap;

Setning
Skalarproduktet av to forskjellige sgyler i en ortogonal matrise er 0, mens
skalarproduktet av en sgyle med seg selv er 1.

Beuvis.
Siden den inverse er den transponerte, s har vi A-AT = 1,. Hvis vi kaller
sgylene i A for ay,...,a,, s3 sier denne betingelsen at a;-a; =0 for i # j,

ogaj-a;=1. 0



Setning

Alle (de reelle) egenverdiene til en ortogonal n x n-matrise har
absoluttverdi 1.

Proposisjonen er riktig ogsa for de komplekse egenverdiene, men det krever
et litt annet argument.

Merk at vi skriver skalarproduktet som et matriseprodukt:



Bevis.
La v vaere en egenvektor for A med egenverdi A. Da har vi pd den ene side

(Av)T - Av=vT AT Av =

og pa den andre side

(Aw)T - Av=2%Tv
Det betyr at
viv=(Av)T Av=(Av)" Av=2%"v

Vi har Av = Av og siden v#0, sd er v v=vZ+vZ+---+v2 >0 Det
fglger at A2 =1. O]



Setning

La A vzre en ortogonal 3 x 3-matrise med det(A) =1. Da har A en
egenvektor v med tilhgrende egenverdi A = 1.

Beuvis.
Vi har
xa(1) = det(/ — A) = det (AAT — A)
= det(A)-det (AT — 1) = —det(A)-det(/ — A)
= —det(A)-2a(1)

Siden vi har antatt at det(A) =1 fglger det at xa(1) =0, som er
ekvivalent med at A =1 er en egenverdi.



Spektralteoremet for
symmetriske matriser



Definisjon
Den transponerte til en matrise A, skrevet AT, finner vi ved & bytte om
rader og s@yler, dvs

daiy ... dim
A =
anlt .- dnm
gir
ail “e anl
AT =
aim .- admn

Den transponerte til en n x m-matrise er en m X n-matrise.



Eksempel

La A veere 3 x 2-matrisen gitt ved



Definisjon
En kvadratisk matrise A som er lik sin egen transponerte, kalles en
symmetrisk matrise. Vi skriver denne betingelsen som AT = A.

Eksempel
Symmetriske matriser kan vi speile om hoveddiagonalen uten at de endrer
seg. Et eksempel pd en symmetrisk matrise er

1 2 =2
A= 2 0 -1
-2 -1 1



Setning
Determinanten til en ortogonal matrise er 1.

Bevis.

En ortogonal matrise er definert ved at A=t = AT Vi har vist at

det (AT) = det (A) og siden vi samtidig har at det (A)-det(A™') =1 fglger
det at det(A)* =1. O



Setning

La A veere en symmetrisk n x n-matrise. Da er alle egenverdiene til A reelle
og det finnes en ortonormal basis for R" bestdende av egenvektorer for A.



Setning

La A vere en reell n x n-matrise og u,v € C" to komplekse sgylevektorer.
Da har vi

(Au)-v=u-(ATv)

Beuvis.

(Au)-v=(Au)Tv=(uTAT)W=uT(AT¥) =uT (ATv) =u-(ATv)



Hvis A er symmetrisk gir dette
(Au)-v=u-(Av)

og dermed

(Au)-u=(Au)-u=A(u-u) = A|uf?
Men vi har ogs3
(Au)-u=u-(Au) =u-(Au) = A(u-u) = A|uf?
og det fglger at A er reell.

Merk at denne teorien har sin klare parallell hvis vi erstatter symmetrisk
matrise med symmetrisk linezravbildning.



Setning

La A veaere en n x n-matrise med en basis v1,...,v, av egenvektorer,
M, ..., Ap de tilhgrende egenvektorene og M matrisen med egenvektorene
som sine sgyler. Det fglger at M er inverterbar og

M~AM =D

hvor D er en diagonal matrise med egenverdiene langs diagonalen.

M 0 ... 0
0 A ... 0
D= . .
0 0 ... A

Merk at dette resultatet gjelder for symmetriske matriser.

Bevis.
La e; vaere med i standardbasisen. Da har vi

M_lAMe,' = M_lAV,' = M‘l/l,-v,- = Ae;



Cayley-Hamilton



Setning (Cayley-Hamilton)

La A vare en n X n-matrise med karakteristisk polynom ya. Da har vi
XA(A) =0

Vi skal ikke bevise dette resultatet i sin fulle generalitet, vi ngyer oss med 3
se pa et argument for 2 x 2-matriser.



Beuvis.
La

A— (811 312)
ao1  ax
vare en 2 X 2-matrise. Da har vi
2A(A) = A2 —tr(A)- A—det (A)

2

_( ajitanan  an(ain+axn)

= 2
ari(a11+a2) anan +as

a a
—(a11+ a22) ( 1 12)

dp1 a2

1 0
+ (a11a2 — azan1) (0 1) =0



