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Integral over flater



Gitt parametrisert flate S

r:A—>R3

(i)

Definisjon

La A vare et omride i (x,y)-planet og r: A— R3 en parametrisert flate
som vi kaller S. Da har vi

area/(S)://sld5=// [ry xr,|dA
A

DA



Definisjon
La A veere et omride i (x,y)-planet og r: A— R3 en parametrisert flate
som vi kaller S. La f vaere en kontinuerlig funksjon pd S. Da kaller vi

//5 Fd5 = //A F(r(u,v))[ryxr,|dA

for flateintegralet av f over S.



Eksempel

f(x,y,z) = xyz*

r(u,v):ucosvi+usinvj+u2k, 0<u<2, 0<v<2m

ar s ar - .
— =cosvi+sinvj+2uk — = —usinvi+ucosvj
du dv
. . K
o 9 ' ]
a—rxg—r: cosv sinv  2u| = —2u?cosvi—2u*cosvj+ uk
u Y |-usinv ucosv 0
dr  Or 5 . ) .
|a—><a—|:|—2u cosvi—2u“cosvj+ uk|=uv4u?+1
u %

2r 2 dr Or
//Sde:/O /O F(r{uv)) 5 X S| dudv =0



Variabelskifte i integral



Setning

La U C R? vaere en 3pen, begrenset mengde og la T: U — R? vare en
injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at detT # 0 pa
hele U. Hvis D C U er en lukket, Jordan-malbar mengde og f : T(D) - R
er en kontinuerlig funksjon, sa er

// x,y)dxdy = // (u,v))| T (u,v)|dudv

der A=T(D), T(u,v) = (x(,v),y(u,v)) og

QL
X<
I

Vi bruker ofte notasjonen




Vi kan betrakte T : U — R? som en parametrisert flate i R3 ved

T(u,v)=x(u,v)i+y(u,v)j+0-k

Det gir
d d d d
Tuluv) = T (u )i+ ()i To(uv) = 5o (uv)i+ Zo(uv)j
og
i j k ox  dy
T, xT,=|% % 0|=[9v 32ulk
Ix 9y 0 dv  dv
3v v
og videre
ax  dy
TuxTy[=19¢ 3ull=T"(u,v)|
v dv




Eksempel

y=-x+4 y=x+2

y=-x

y=x+3

Substituerer
x= 3wty y=3uty)
som gir
d 9
I(x.y) _ g—ﬁ vl _ —1% % -1
d(u,v) | £ 2 2




Eksempel

Vi skal integrere funksjonen (x,y) = xy over omradet A.

34 —u+tv,, tutv
| wacdy= [ [ (S L dudv
A 2 Jo 2 2

34 )
:%//vfu dvdu
2 Jo

3
= %/ v — PV dvdu
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Eksempel

=
= | man

=

Vi skal integrere f(x,y) = ; over omradet A gitt pa figuren.

1<xy<3, <

X |I<

<2

N =

Setter u=xy og v =%, som girx= /% ogy =\/uv og hvor 1 <u <3,
I<v<



Eksempel

Ixy) |2
o(u,v) %

1 Wu
— |[2Vuv 23| = L
| Vv Vu — 2v
2Ja  2gv




Uegentlige integraler



Kn={(x.y) €R?||x],ly| < n}
B(0,n) = {(x,y) € R?|x*+y* < n’}
K CB(0,n) C K, C B(0,v2n)

.
L




Definisjon
La A C R? slik at ANK, er Jordan-malbar for alle n€N, og laf:A—R
vaere en ikke-negativ, kontinuerlig funksjon. Vi definerer

// f(x,y)dxdy = lim // f(x,y)dxdy
A n— JJ ANK,

hvis grensen eksisterer. Vi sier da at det uegentlige integralet
Jfaf(x,y)dxdy konvergerer. Dersom det ikke konvergerer sier vi at det
divergerer.



Eksempel

f(x,y)

//Af(x,y)dxdy
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Setning

La A C R? slik at ANB(0,n) er Jordan-mélbar for alle n € N, og la
f: A— R veere en ikke-negativ, kontinuerlig funksjon. Da har vi

/ f(x,y)dxdy = lim // f(x,y)dxdy
n— | | AnB(0,n)



Eksempel

fix,y)=e 2, (xy)eR?

no2
In :/ e 2
—-n

n X242
/ f(x,y) dxdy—llm/ / e 2 dydx
nJ—n

n—oo [__

n y2 n 2
= lim / e 7 (/ e 2 dx) dy
n—eo | _p _n

n }/2
= Iy lim / e 2 dy = (I,)?

n—eo |_p

Vi setter



Eksempel

x2+y2

fx,y)=e 2, (x,y)€R?

Vi bruker polarkoordinater

// f(x,y)dxdy = lim // f(x,y)dxdy
R2 n— /. B(0,n)

2 2
e 2rdOdr
~n

~n
= Iim/ /
n%w,o O
2

=27 Iim/ e Zrdr
0

n—oo

n2

=27 lim /7 e “du
n—eo Jq
n2
=2xlim(l—-e"7)=2n
n—so0
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{f(x) hvis f(x) >0 f ()

0 ellers

{f(x) hvis f(x) <0

0 ellers

Definisjon

La A C R? slik at ANK, er Jordan-malbar for alle n€N, og laf:A—R
vaere en begrenset, kontinuerlig funksjon. Vi sier at integralet
Jfaf(x,y)dxdy konvergerer dersom begge integralene [[,fi(x,y)dxdy
og [[af-(x,y)dxdy konvergerer. | s fall setter vi

//Af(x,y)dxdy://Af+(x,y)dxdy—/Af,(x,y)dxdy



Vi merker oss at begge de to integralene mé konvergerer, det holder ikke
at de konvergerer sammen, f.eks. konvergerer ikke

n
Iim/ X dx
n—eo | _p
selv om
n 1 1 1
/XdX:[EXZ]’ln:Enzfisz%O nar n — oo

—n



Eksempel

1
(2 +y2)P

Siden funksjonen ikke er definert i 0, snevrer vi inn omradet til

flxy)= (x,y) € B(0,1), p>0

Ae = {xcR?*|e < |x| <1}

Vi bruker polarkoordinater

f 1 21 1
x.y)dxd :// = rdodr
//3(0,1) (xy) dxdy e Jo r?p
11
:27T/ Trdr
e P

1
= 27r/ 2P dr
€

_ 2n (1—2-20)

——(1—82‘2")—)1— nir €—0,

p#1



Eksempel

1 1 27T1
// 7dxdy:// L rdodr
A X2+ y? e Jo r?
1

:27r/ rldr=—-27lng = ndre—0
€



Pensum, midtveiseksamen:

1.9, 1.10

27,238

3.1,3.2,33, 34, 35,36, 37,338, 3.9

41,42, 43,44,45,46,4.7,48, 4.9, 410, 4.12
6.1, 6.2, 63,64



