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Litt repetisjon



Setning (Lagranges multiplikatormetode)

La f,g:R"™ — R veere to funksjoner i n variable med kontinuerlige
partiellderiverte. Anta at P € R" er et ekstremalpunkt for funksjonen f pa
nivdmengden

g(x1,...,xn)=C
for et reelt tall C. Anta videre at Vg(P) #0. Da finnes det et reelt tall A
slik at

VI(P)=AVg(P)



Setning

LaUCR™ogf,g1,8,---,8k: U— R funksjoner med kontinuerlige
partiellderiverte. Dersom by, bs, ..., by er reelle tall og x = (X1,X2,...Xm)
er et ekstremalpunkt for f pa mengden

A= {X S U|g1(X) = bl,gl(X) = bl,...,gl(x) = bl}

s3 er enten Vgi(X),Vga(X),...,Vgk(X) linezrt avhengige, eller s5 finnes
)y]_,AQ, .. ,lk slik at

VF(X) = 1Vgi(X) + Vg (X)+ - + A Ve (X)



Eksempel
Minimer f(x,y,z) = x>+ 3y? + z under bibetingelsene

x+y=0
X4y’ +22=1
Gradientene:
3x2 1 —2x

1 0 2z



Eksempel
Vi skal Igse

3x2 1 —2x
6y | =AM | 1| +A[ 2y
1 0 2z

under bibetingelsene, dvs.

3x% = A1 — 2Aox
6y = A1 +2Ay
1= 2},22
x+y=0

X4y =1

som gir minste verdi (etter litt regning) f(0,0,—1) = —1.



Gradientmetoden



Problem: Finn lokalt ekstremalpunkt for funksjonen f(x) (nér vanlig
derivasjonsmetode feiler)

Ide: Vi starter i et punkt xg i naerheten av maksimumspunktet (eller
minimumspunktet) og regner ut gradienten i punktet. Gradienten peker i
den retningen der funksjonen gker mest. Fglg denne retningen et lite
stykke, til et nytt punkt x;, og gjenta. Forhapentligvis bringer dette oss
naermere maksimumspunktet.
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1. Velg et punkt xg.
2. Regn ut gradienten V£ (x).

3. Sett r(t) = xo+ Vf(xo)t, en parametrisering av linja fra xq langs
gradienten.

4. Sett dette inn i uttrykket for f; g(t) = f(r(t)), dette gir en funksjon i
en variabel

5. Vi leter etter den stgrste verdien av funksjonen langs denne linja ved
3 regne ut g'(t) =0.

g/ (t) = VF(r(t)) - ¥ (£) = VF(xo + VF(x0)t) - VF(x0) = 0

6. Lgser denne med hensyn pa t, og kaller Igsningen t;.
7. Regner ut
X1 = X + Vf(Xo)to
og gjentar prosessen.

For & finne minimum erstatter vi uttrykket r(t) = xo+ V£ (xo)t med
r(t) =xo— Vf(xo)t



Eksempel

Vi skal finne minimum for f(x,y) = x*> +4y? og starter med
xo = (—1.14,0.82). Gradienten til funksjonen er Vf(x,y) = (2x,8y). Det

gir
g'(t)=Vf((-1.14,0.82) — (—2.28,6.56)t) - (—2.28,6.56)
=Vf(—1.14+2.28t,0.82 — 6.56t) - (—2.28,6.56)
= (—2.284+4.56t,6.56 — 52.48t) - (—2.28,6.56) = 0

som gir to = 0.136 og
x; =(—1.14,0.82) — 0.136(—2.28,6.56) = (—0.83,—0.07)




Rekker



LSS L S
4" 3 5 7 9 7
Hva betyr dette?
L1 1 2 2+1_13 13 1 76 .
’ 333 5 15715 7 105’ 4

eller
1,0.6667,0.8667,0.7238,0.8349,0.7440,--- — 0.7854



Zan:ao+21+32—|—...

n=0

Notasjonen er litt misvisende, for det ser ut som en uendelig rekke er en
uendelig sum. Uendelige summer finnes ikke. Den uendelige rekka er ikke
en sum, men en grense av endelige summer, hvor vi etter hvert legger til

flere og flere ledd;

Za,,: lim (ag+a1+ -+ ak)
n=0 k—veo



Definisjon
En rekke Y. 5_o an konvergerer mot et tall s dersom fglgen {Sx} av

delsummer
Sk=ao+ar+-+ak

konvergerer mot s, dvs. Ve >0, s 3N € N slik at

|Sk—s| <€ ndr k>N

En rekke som ikke konvergerer sies § divergere.



Eksempel

1 4 1 5
3+ =+ —+

10 7100 T 1000 " 10000 T "

Rekka konvergerer

1-14+1-1+1—-14+1-1+1—...
Rekka divergerer

1+1+1+1+ —2
2 4 8

Geometrisk rekke som konvergerer



Definisjon
Rekka .
Z r"ao
n=0
kalles den geometriske rekka med fgrste ledd a; og kvosient r.

Eksempel

Rekka L1 1 - 1
g R E i H T H ~yn
+t5+7+5t n;)(z)

er en geometrisk rekke med fgrste ledd ag =1 og kvosient r = %



Setning
La ag # 0. Den geometriske rekka

i rag
n=0

konvergerer hvis |r| < 1 og divergerer hvis |r| > 1. Hvis |r| <1 s3
konvergerer rekka mot

— a

Y rMag = 0

= 1—r




Beuvis.
La

k
Sk = Z r"ag
n=0
vare delsummen. Da har vi
rSi = Si+aor*™ —ag

og derfor
1— rk+1
=T

Dersom |r| < 1 vil limy_ e r*1 =0 og vi far

1
1—r

Sx.:ao



Eksempel

I




Eksempel

g+i+i+ gii g#—l
10 100 1000 P ASTL 101-4%

n=0

dvs.
0,999999--. =



Eksempel

1 1 1

I+t —++—F= = e =2.718281828459045. ..

1 1.2 1.2 3
Denne rekka konvergerer fort;

1, 2, 2.5, 2.6667, 2.7083, 2.7167,...



Setning (Divergenstesten)
Hvis rekka

=

Y a0

n=0

konvergerer, sa ma a, — 0 ndr n — oo. Ekvivalent, dersom a,, ikke gar mot
0, sa vil rekka divergere.

Bevis.
Hvis rekka konvergere vil begge delsummene

n—1 n
Sn-1=Y an og Sp=) a,
n=0 n=0

gd mot samme grense s. Vi hara,=5,—5,_1 0g a, »>s—s=0. O



Definisjon

Rekka
=1 1 1
Y -=1+-+Z+...
=n 2 3
kalles den harmoniske rekka.
Setning
Den harmoniske rekka divergerer.
Beuvis.
1+1+1+1+ —1+1+(1+1)+(1+1+1+1
2 3 4 77 "2 '3 °47"'5 6 7 8
1



Setning
La Y a, og Y b, vare to konvergente rekker og c € R et reelt tall. Da

konvergerer ogsa
Z(an +b,) og an,,

Hvis minst en av de to rekkene divergerer, si vil summen ogsa divergere.

Merk at vi kan starte en rekke pad andre verdier enn n =0, men for
konvergens er startpunktet uvesentlig; De to rekkene

vil enten begge konvergere eller begge divergere. Forskjellen mellom dem
er kun et endelig tall.



Rekker med kun positive ledd



For en rekke med kun positive ledd spiller ikke rekkefglgen pa leddene noen
rolle;

—
NI—=
Bl
o=




Vi sier at en rekke er begrenset dersom absoluttverdien av alle delsummene
er begrenset, dvs. at det finnes et tall M slik at

n
\ Z ax| <M forallen
k=0
Setning
En rekke med kun positive ledd (en positiv rekke) konvergerer hvis og bare

hvis den er begrenset.

Bevis.
Voksende fglger konvergerer hvis og bare hvis de er begrenset. O



Eksempel
Betrakt rekken

=

n—O n+1
Siden
1 1
(n4+1)2r — 2n
har vi M N
1 1
< il
Z “ (n+1)2" — ; 2n

Det betyr at rekken er begrenset og derfor konvergent.



Konvergenstester

Overlapper med forelesning fredag 6. mai



Konvergenstester:

1.

o R wN

Integraltesten
Sammenlikningstesten
Grensesammenlikningstesten
Forholdstesten

Rottesten



Setning (Integraltesten)

La f:[1,00) — R vaere en positiv, kontinuerlig og avtagende funksjon. Da
har vi

Z f(n) konvergerer < / f(x)dx konvergerer
n=0 1

Korollar
Rekken Y _, n—lp konvergerer hvis og bare hvis p > 1.

o 1 1 1
Y -=1+-4+Z+...
=n 2 3

divergerer, mens

o 11 1
Zl n1,0001 =1+ 21,0001 + 31,0001

n=

+...

konvergerer.



Bevis.
Anta integralet konvergerer.

¥

y = flx)




Bevis.
Anta integralet divergerer.

¥
¥=f(x)




Eksempel
=1
‘= nlnn

Konvergent eller divergent?

/: X|:1-1X dx = tl'ﬂ;[ln (Inx)])5 = JLrT;(In(In t)—In(In2)) =

Divergent.



Eksempel

Konvergent eller divergent?
i 1 1 1 1
/0 e g — tlij:o[_iefxz]é _ tliﬁn:o(_iefﬁ n 5efoz) -1

Konvergent.



Setning (Sammenlikningstesten)
La Y _oan 0g Yo bn vaere to positive rekker.
(i) Anta Y;_qan konvergerer og at vi kan finne et tall c slik at b, < caj
for alle n. Da konvergerer Y ,_, bn ogsa.

(i) Anta Y5_,an divergerer og at vi kan finne et tall d slik at b, > dap,
for alle n. Da divergerer Y ;_o bn ogsa.

Bevis.
Dersom Y, a, er begrenset, sa er ogsd ) ,,_, ca, og den majorerer
o _obn. Samme type argument (motsatt vei) for divergens. O]



Eksempel

i n?+2
n=0 n*—5
Konvergent eller divergent?

n?+2 ) n?+2

<
n*—5 n*

fordi
n*<2(n*~5) for n>2

Men

Konvergent.



Setning (Grensesammenlikningstesten)
La Y, _oan 0g Y pepbn vaere to positive rekker.
(i) Anta Y5_oan konvergerer og at

. bp
lim — <o
n—eo g,

Da konvergerer Y ;_ by 0gsa.

(i) Anta Yo_,an divergerer og at

. b
lim =2 >0
n—eo g,

Da divergerer ¥ b, 0gsa.



Beuvis.
(i) .

lim = < oo

n—eo g,
betyr at det finnes en N slik at for n > N sa er S—Z < M+1, eller
bn < (M+ ].)an.
(if)

lim ﬁ =M>0

n—yoo an

bn

betyr at det finnes en N slik at for n > N sa er > % eller

b, > %an.



Eksempel

Konvergent eller divergent?

3n+4n _ n? 3+4% B 3—5—%
8n*—2  n? 8—2%7n2 8—%
og
3n?+4 1. 34
s TN
I T 1 Tg_2 g
n? n? n*

Konvergent.



Setning (Forholdstesten)
La Y _oan vaere en positive rekke og anta at grensen

. dp+l
a= lim 22t
n—e  ap

eksisterer (eller er o). Da har vi
(i) Hvis a <1, konvergens.

(ii) Hvis a> 1, divergens.

(ili) Hvis a=1, ingen konklusjon.



Bevis.
(i) La a< r < 1. Da har vi for store n, dvs. alle n> N at a,1 < ra,. Det
betyr at

n—N

a, < r ay

3
Il
I aok
img

som konvergerer.

(i) La a> 1. Da har vi for store n, dvs. alle n > N at ap1 > a, og
leddene i rekken vokser. Da vil den divergere. O



Eksempel

= n
Lo

Konvergent eller divergent?

n+1
any1 o n+1 1+

an 2% 2n

Konvergent etter forholdstesten.

2



Eksempel

Konvergent eller divergent?

(n+1)! (n+1) ,
an+1 _ (n+1)"tI (p1)nFD n _)1
an o 5 (n+1)"t1 e

Konvergent etter forholdstesten.



Setning (Rottesten)

La Y _yan vaere en positive rekke og anta at grensen

. 1
2= i an)r

eksisterer (eller er o). Da har vi
(i) Hvis a <1, konvergens.
(ii) Hvis a> 1, divergens.

(iii) Hvis a=1, ingen konklusjon.



Bevis.
(i) La a< r < 1. Da har vi for store n, dvs. alle n > N at (an)% < r. Det
betyr at

an <

3
Il |V
= 8
3
Il IV
= 8
<
>

som konvergerer.

(i) La a > 1. Da har vi for store n, dvs. alle n> N at (an)% > 1, alts3

an > 1 og leddene i rekken vokser. Da vil den divergere. O



Vi har

3=

limnn =1

n—eo

Bevils.
La nn =1+ a,, dvs.

n(n—1) ,

n=(1+a,)"=1+na,+ 5

Siden alle leddene er positive ma vi ha spesielt

-1
n> 7'7(”2 )ai

eller

nar n — oo,

a,+...



Eksempel
Laa>1

Rottesten:

nar n — oo,



