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Regning med potensrekker



Setning (Integrasjon av potensrekker)

Anta at potensrekken

har konvergensradius r. Da er

X N a
f = 2 " _(x—a)"t!

forallea—r<x<a+r.



Setning (Derivasjon av potensrekker)
Anta at potensrekken

har konvergensradius r. Da er f deriverbar for alle a—r < x < a-+r og

f'(x) = il nap(x —a)™!



Produkt av rekker



Setning (Produkt av potensrekker)

La=Y5_pan(x—a)" og =Y p_obn(x—a)" vaere to potensrekker hvor den
minste konvergensradien er r. Da konvergerer Cauchy-produktet av de

to rekkene
(St ar) (Epte-or) = et

Cnh = agbp+aibp_1+acbp_o+---+an_1b1 +anby

hvor



co = agho
= aobl +31b0
Cy = agha + a1b1 + azbyg



Eksempel
Produktet

Vi har for n odde:
Cph = aObn+albn71+"'+an71b1+anb0 = 1(_1)+11++11 =0
og for n jevn:

¢cp=agbn+aibyp_1+--+ap_1bitanbp=1-1+1-(-1)4---+1-1=1

Y x” ()" =1+ +x 4 = 12
n=0 n=0 1—x

Det gir




Eksempel
Produktet

Vi har videre

(1_1X)2_i<<1ix>_;i<i > an —gnﬂ)n

n:

=

Z(’H_I)Xn:1+2X+3x3+4x3+_“
n=0

og samtidig

(T+x+x2+3+.) (T4x+x2+x3+ ) =1+2x+ 33 +4x3 4 ..



La Y5—pan 08 Y oo bn veere to positive, konvergente potensrekker og la

Ch = apgb,+aiby,_1+axby,_o+---+an_1b1+anho

Da har vi
1Y) 4] N N N
Yan || Y bn SZ%S(Z«%) (an>
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Lar vi N — oo vil de to ytterkantene g& mot samme tall, og dermed ogsa
den i midten.



La A=Y, _ogan 08 B=Y,_,by vaere to absolutt konvergente
potensrekker og € > 0. La videre Y;,_, d, vaere Cauchy-produktet av de to
positive, konvergente rekkene Y5 o |an| 0g Yoo |bn| Da har vi

S;+<<é|an><g|bn|> ﬁ;d,,) g gze



Vi har

_ 1 3 5
smx—x—ax +ax —
_ 1, 14
cosx_l—gx +Ex —
og derfor
15 5 1 1,
2smxcosx—2(x—3!x +ax — )( _EX +—x )
_ 1 1 3L 1 11 1 5

w1 (1 11 1 .
Jr(1)T2<n!+(n—2)!2!+m+1!(n—1)!)x -






2 3 24 5 n-1
B 8 5 32 ¢
R T Tl
15 1. _
:2x—§(2x) +a(2x) —---=sin(2x)




Taylor-rekker



La f(x) veere en funksjon som er uendelig mange ganger deriverbar i
punktet x = a. Da er Taylor-polynomet til f av grad n gitt ved

N £(R)( 5
r(f) =Y, Tt
k=0 ’

=f(a)+f'(a)(x—a)+ f2! (x —a)?+--+ 7 (x —a)k
og Taylor-rekka .
TF(x) = ¥ k!(a) (x—a)



Eksempel
Funksjonen f(x) = e* oppfyller f()(x) = e for alle k og derfor
f(K)(0) = 1. Det gir

=1,
Tf(x) = Z Pl
k=0 """
Forholdstesten
Xn+1
1! 1
ans1| | (n+1) — x| >0
an 1 n+1
7Xn
n!

nd n— oo. Det betyr at rekka konvergerer for alle x € R.



Eksempel

R N G AT

sinx = kgo (2k+1)!X
Alternerende rekke hvor {|an|} er en avtagende fglge og

X2k+1

2 = a2 O

fnd n — oo, for alle x € R.



Setning

1. Anta at Y ;_gan(x —a)" konvergerer i et intervall (a—r,a+r), r > 0.
2. Kall grensefunksjonen

o

f(x)=Y an(x—a)"

n=0
3. Regn ut Taylor-rekka Tf(x) til f(x). Merk at

(k+2)!

!
F(x) = kla, + MakH(x—a)—i— BETEE

2' ak+2(X_a)2+...

og derfor f(K)(a) = klay.
4. Vi har

=

Tf(x) = Z an(x—a)"

n=0

5. Det betyr at innen konvergensomridet har vi Tf(x) = f(x).



Eksempel
Vi har
oo XI'I

oo 2\n oo my2n * °
N G 0 MR < o V1 SRS A A
e e e A AT TRt




Eksempel

o 0
f(x)= Z o
n=1
Det gir
> nx"1 i 1
f'(x) = =Y x"t=
ngl n r;l I-x

Det betyr at

f(x)—f(O):/Xf’(t)dt:/oxﬁdt:—In|1—x|

0

Men

dvs.
f(x)=—In|l—x| for xe€(-1,1)



Eksempel
Vi skal finne et uttrykk for rekka

o X2n

S(X):ng’l2n—1

i konvergensomradet —1 < x < 1. Vi har

O X
_,;’12n7

og derfor

Det gir

Det gir




Eksempel
Vi skal finne et uttrykk for rekka

=

1
2’2 n(n—1)2"

i konvergensomradet —1 < x < 1. Vi ser i stedet pa

s(x) = i

n=2

n n—l)

Deriverer 2 ganger:




Eksempel
Det gir

X

X 1
s’(x)—s’(O):/ s”(t)dt:/ L dt=—Inj1—x|
0 o 1—t
og vi regner ut at s'(0) = 0. Videre har vi
s(x)—s(O):/ s’(t)dt:—/ In|1—t|dt=—(x—1)In|x—1|+x
Jo 0
Siden s(0) =0 far vi
X X
s(x):/ s’(t)dt:—/ In|1— ¢t dt = —(x— 1) In|x — 1| +x
0 0
Vi er interessert i s(3) = Yo, W

1 1 1 1 1 1
N=—(—1)In|Z—1+===—=In2



