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Oppgave 1.

a) Forklar hva vi mener med at en rekke er betinget konvergent og gi et
eksempel pd en betinget konvergent rekke som ikke konvergerer
absolutt.

b) Hva er konvergensradien til rekka Y5 4 a, der a3 = x og
ans1=—"1%a, for n>1
c) Vis at
x" 4x

EC -

i rekkas konvergensomrade.



a)
Forklar hva vi mener med at en rekke er betinget konvergent og gi et
eksempel péd en betinget konvergent rekke som ikke konvergerer absolutt.

Lgsning.
En rekke Y a, er betinget konvergent dersom den konvergerer, men rekka
Y |an| ikke konvergerer. Et eksempel er den alternerende harmoniske rekka

Yo (—1)"%.



b)

Hva er konvergensradien til rekka Y., a, der a; = x og apy1 = —"—=7an
forn>17
Lgsning.
Vi bruker forholdstesten pa rekka;
ant1 *%lfan n+1x ‘x‘
= P —_— % —
an an n k k

nar n — oo, Forholdstesten sier at rekka konvergerer nar denne
grenseverdien er mindre enn 1, dvs. |x| < |k|, og divergerer ndr |x| > |k|.
Konvergensradien er derfor |k|.



nx" 4x

Vis at .
—1)" - _
£

i rekkas konvergensomrade.

Lgsning.

Vi tar utgangspunkt i
1 1 1 1&, x,, 1
== == =)=z ="
2+x 2 143 2,7220( 2) 4,7220( ) 2n—1
Derivasjon av venstresiden gir
1 B 1
(24X

d
dx \ 2+ x



P3 det indre av konvergensomradet kan vi derivere ledd for ledd, det gir for
hgyresiden;

1 & d x" 1 X” 1
- 1y -
(LG (o) = KO0
Multipliserer vi begge uttrykkene med 4x far vi
4x 1 xn—1 > nx"
— — — — _1 n
(24 x)? 4 ; 2” n-1 n=1( ) 2n—1



Oppgave 2.

a)

La A vare et lukket og begrenset omrade i R?, og la f : A — R vaere
en kontinuerlig funksjon pa A, som er deriverbar pa det indre av A. |
fglge ekstremalverdisetningen vil funksjonen ha et maksimumspunkt
og et minimumspunkt i A. Forklar hvordan vi gar fram for 3 finne
disse ekstremalpunktene.

Vi har gitt en funksjon f : R? — R med at stasjonaert punkt a € R.
For & avgjdre hva slags punkt det stasjonaere punktet er, regner vi ut
Hesse-matrisen Hf (a) i det stasjonaere punktet. Vi finner at det
karakteristiske polynomet til Hesse-matrisen er gitt ved

2(A) = A% —3A +2. Hva slags stasjonzert punkt er a? Begrunn
svaret.

Et plan P i R3 er gitt ved ax+ by +cz = d hvor a®> + b>+c? =1.
Bruk Lagranges multiplikatormetode til & finne den minste avstanden
fra origo til planet P ved & finne minimum for funksjonen

f(x,y,z) = x>+ y?+ 22 over P.



a)

La A vaere et lukket og begrenset omrade i R?, og la f : A — R vaere en
kontinuerlig funksjon pd A, som er deriverbar pad det indre av A. | fglge
ekstremalverdisetningen vil funksjonen ha et maksimumspunkt og et
minimumspunkt i A. Forklar hvordan vi gar fram for & finne disse
ekstremalpunktene.

Lgsning.

Fgrst leter vi opp stasjonaere punkter i det indre av A, ved & sette de
partiellderiverte lik 0. Dernest sjekker vi typen av de stasjonaere punktene
er ved & regne Hesse-matrisen for punktene. Andrederivert-testen gir svar
p3 om punktene er lokale maksimums-, minmums- eller sadelpunkter.
Neste step er a sjekke for ekstremalpunkter pa randa til A. Det gjgr vi
med Lagranges multiplikatormetode med likningen(e) til randa som
bibetingelse(r). Til slutt sammenligner vi verdiene vi har funnet over og
avgjgr hvilke som er stgrst og minst.



b)

Vi har gitt en funksjon f : R> — R med at stasjonaert punkt a € R2. For 3
avgjgre hva slags punkt det stasjonaere punktet er, regner vi ut
Hesse-matrisen Hf (a) i det stasjonaere punktet. Vi finner at det
karakteristiske polynomet til Hesse-matrisen er gitt ved

2(A) = A% —3A +2. Hva slags stasjonzart punkt er a? Begrunn svaret.

Lgsning.

Vi setter x(A) =A% —31 +2 =0 og finner egenverdiene 1; =1 og A, = 2.
Andrederiverttesten sier at dersom begge egenverdiene til Hessematrisen er
positive, sd er det stasjonare punktet et minimumspunkt.



c)

Et plan P i R3 er gitt ved ax+ by +cz = d hvor a®> + b?> +c? = 1. Bruk
Lagranges multiplikatormetode til & finne den minste avstanden fra origo
til planet P ved & finne minimum for funksjonen f(x,y,z) = x? + y? + 22
over P.

Lgsning.
Funksjonen vi skal minimere er gitt ved f(x,y,z) = x?> +y? + 22 og
bibetingelsen er gitt ved g(x,y,z) = ax+ by + cz— d. Lagranges metode
sier at vi skal sette

Vf=A1-Vg

og g(x,y,z) =0. Det gir
2x=Aa, 2y =Ab, 2z=Ac, ax+by+cz=d

og ved & eliminere A,
c b c
y=—-x, z=—-, ax+b—-x+c—x=d
a a a a

Her har vi antatt at a # 0. Vi kunne gjort tilsvarende regning ved a anta
at b#0 eller at ¢ #£ 0. Dette gér bra siden vi ikke kan ha a=b=c=0.



Multipliserer vi den siste likningen med a far vi
a’x+ b*x+?x=x=ad

Avstanden er gitt ved

V/f(ad, bd.cd) = v/(ad)? + (bd)2 + (cd)?
=/ (a2 + b% +c?)d? = |d|



Oppgave 3.
La A vare en 2 X 2-matrise gitt ved

a b
A=(5 3
der a, b og d er reelle tall.

a) Finn egenverdiene til A uttrykt ved a, b og d, og forklar hvorfor
egenverdiene ma vaere relle.

b) La
1 4 1
ren=(1 5)(5)+(5)
5 5/ \ 1
1 4
Regn ut egenverdiene til (2 _151> og finn en basis av egenvektorer.
15 5

c) Forklar hva vi mener med at en funksjon er en kontraksjon og vis at
funksjonen F i oppgave 3b) er en kontraksjon p3 R2.
d) Siden F er en kontraksjon pd R? vet vi at fglgen

zp+1 = (Xn11,¥n+1) = F(Xn, ¥n) = F(z5)
konvergerer uavhengig av startpunkt zo = (xo,)p). Finn grenseverdien

z=limz,
n—soo



2)

Finn egenverdiene til A uttrykt ved a, b og d, og forklar hvorfor
egenverdiene ma veere relle.
a b
A=(; 3)

Lgsning.

%A(A): b d—A
=(a—A)(d—A)-b?
=A%—(a+d)A+(ad—b*)=0

a—»>X b ’

gir egenverdier

4 (a+d)+/(at+d)?—4(ad—b?) _(atd)£/(a—d)*+4b
2 2
Siden uttrykket under rottegnet er en sum av to kvadrater vil det vaere
stgrre enn eller lik 0, og egenverdiene er reelle. Alternativ kan vi basere oss
pa spektralteoremet for symmetriske matriser som sier at symmetriske
matriser har reelle egenverdier.




b)

La 1 4
e X 1
ren=(1 5)(3)+(5)
5 5/ 1
1 4
Regn ut egenverdiene til ( 3 51> og finn en basis av egenvektorer.
15 5
Lgsning.
1
5

-2 4 1 16 25 1
15 :}\,2 - :}\,2— 212_7
3 —é—l‘ (=%~ 225) 225 9
som gir egenverdier A = :I:%. Lgsning av

(ab 1)) -0)

gir basisvektor (1,—2) for egenrommet til A = } og (2,1) for egenrommet
til A =—-1
3



c)
Forklar hva vi mener med at en funksjon er en kontraksjon og vis at
funksjonen F i oppgave 3b) er en kontraksjon p3 R?.

Lgsning.
En funksjon F er en kontraksjon dersom for alle x og y, sa er

IF(y) =FC)l < C-lly —x||
hvor C < 1. Et kriterium for at F = (f;,£,) er en kontraksjon er at
IVAi(ex) ? + V()| < 1
for alle c1,c, € R?. | vart tilfelle har vi
1 4 4 1
VH =(z,-=), V£ =(—=,—=
i(e)) =(g.z) V() =(5 —¢)
som gir

1 4 4 1
Vf, 24 IV#F 2_ (22, (2y2 2, (_1y2
VA + V()P = (5)° +(55)° +(55)° + ()
3442442432 50 2
152 225 9



d)
Siden F er en kontraksjon pa R? vet vi at fglgen

Znt1 = (Xn+1,Yn+1) = F(Xn, ¥n) = F(z5)
konvergerer uavhengig av startpunkt zo = (xo, o). Finn grenseverdien

z=lim z,
n—soo

Lgsning.
Siden fglgen konvergerer mot (xo, o) kan vi sette F(xo,y0) = (X0, ¥0), dvs.

1 4
(-1 3)C)+0)-C)
Yo i 5§ Yo 1 Yo
Det gir oss likningssystemet

1 4
X0ty t+tl=x

5 15
4 1 1
7X —_—— =
1570 5)/0 Yo
som har Igsning
33 6
Xo = 20 Yo= 5



Oppgave 4.
La
F(x,y) = (2 +y° +g(x),x +x*+3xy% + h(y))
vaere et vektorfelt pd R?, der g(x) er en vilkdrlig deriverbar funksjon i x og
h(y) en vilkérlig deriverbar funksjon i y. La € veere den plane kurven gitt

i polarkoordinater ved r(8) =276 — 62 hvor 0 < 6 <2x. Vi har r(8) >0
for alle 8 € [0,27] og r(0) = r(27).

a) Vis at linjeintegralet av F langs med kurven & orientert mot venstre

er
F-dr=2%n°
§ Foar=4

b) Et vektorfelt F: R? — R? er gitt som gradienten til en funksjon f,
dvs. F = Vf. Forklar hvordan vi kan bruke Greens teorem til & vise at
integralet av F langs en lukket kurve som ikke skjzerer seg selv er 0.



a)
Vis at linjeintegralet av F(2xy +y3 + g(x),x +x2+3xy? + h(y)) langs
med kurven € orientert mot venstre er

F-dr=27°
(é}

Lgsning.
Vilar F=(P,Q), og fir da

%Fdf//aQ 8P

hvor S er omradet som % omslutter. Dette gir

2Q 9P d 2 a2 J 3
Xfw_g(erx +3xy +h(y)fafy(2XY+y +g(x))

= (1+2x+3y?) —(2x+3y?) =1

mao, ¢, F-dr svarer til arealet av S.



Dette arealet kan vi finne ved integralet
21 r210—62 2r 1
/ / rdrde :/ (26— 6%)2d6
o Jo o 2
1 rom
- 5/ 47262 — 476° + 6% do
0

2 1 1
= [§ﬂ293—77r64+1—095]§”

2
16 32 8
= (= -84+ = _—_7°
(3 =8+ )7 =157



b)

Et vektorfelt F: R? — R? er gitt som gradienten til en funksjon f, dvs.

F = Vf. Forklar hvordan vi kan bruke Greens teorem til 3 vise at integralet
av F langs en lukket kurve som ikke skjzerer seg selv er 0.

Lgsning.
Vektorfeltet F er gitt ved F = (%, g—;) og Greens teorem gir da at

d df d Jdf



Oppgave 5.

D =(0,1)

A=(0,0) B =(2,0)

a) Et trapes ABCD med hjgrner A= (0,0), B=(2,0), C=(3,1) og
D =(0,1) er gitt (se figur). Vis at massemiddelpunktet M til trapeset

har koordinater (32, ).

b) Over trapeset i oppgave a) setter vi opp et tak, dvs. en flate gitt ved
funksjonen f(x,y) =1+ %XJr %y. Finn arealet av denne flaten over

trapeset.



a)
Et trapes ABCD med hjgrmer A= (0,0), B=(2,0), C =(3,1) og
D =(0,1) er gitt (se figur). Vis at massemiddelpunktet M til trapeset har

koordinater (32, ).

Lgsning.
Arealet av trapeset er % En naturlig parametrisering av trapeset
er0<x<y+2 0<y<1 Detgir

(243)1 _
= =

2 1 2 2 11 21 19
X== dxdy == Z(y+2)%dy==(=41+2)=—
X5/0/o x dx dy 5/02(y+)y5(6++) i

og
2 1 py+2 2 1 2 2 8
y=2 dxdy = = Ndy == +2="

y 5/0/0 yaxay 5/oy(y+)y 1575 15



En alternativ Igsning er & dele trapeset opp i to deler, rektangelet ABED
hvor E =(2,1). Symmetri gir at massemiddelpunktet for rektangelet er
M; = (1,1) og arealet er 2. Trekanten BCE har massemiddelpunkt

M, = (%,2) og areal 1. Det gir

373
2 1.1 72\ .19 8
m=2(2.,H+1 L) =22
5( 1.3)+3 (3’3)> (3515



b)
Over trapeset i oppgave a) setter vi opp et tak, dvs. en flate gitt ved

funksjonen f(x,y) =1+ %x—i— %y. Finn arealet av denne flaten over
trapeset.

Lgsning.
Vi parametriserer flaten ved
1 1
I’(X,y) = (Xayv f(X7y)) = (Xv)/a 1+ ZX+ 5)
Jacobi-matrisen til avbildningen er

- - k 71
or 9 '
a—rx&—r: 10 % = —%
x 9o \o 1 1
med absoluttverdi
\/(1)2+(1)2+1 I E
4 2 16 4
Det gir areal
Loyt mr Ne 215 _ 521
areal = A dxdy 4 y+2dy = 3 =%



Eksamen, 29. mai 2019



Oppgave 1. La A veere matrisen

A= )

a) Finn egenverdiene og egenvektorene til A.

Swvar:
Den karakteristiske likningen blir

det(M — A) = (A — 2/5)(A — 1/5) — 12/25

5+25 25 5

3
A:‘r’i =%i%—ii_
2 107 10’

det vilsi Ay = —2/5, Ay = 1.

Vi har at
—EI—A— —-4/5 —-3/5 1 3/4
5 T \-4/5 -3/5 0o o)
Komponentene i en egenvektor for Ay = —2/5 méa dermed oppfylle © =

—3y/4. En generell slik ma derfor veere pd formen (_3;[/4). Setter vi

y = 4 fi vi spesielt egenvektoren (_43)



Vi har at / y
3/5 -3/5 1 -1
"_‘4_(—4/5 4/5)“(0 0)'
Komponentene i en egenvektor for Az = 1 mé dermed oppfylle r = y. En

generell slik mé derfor vere pa formen i) Setter vi y = 1 far vi spesielt

egenvektoren G) .

3
b) Skriv vektoren xg = ( ) som en sum av egenvektorer, og regn ut

24
grenseverdien lim,,_, . A"xy,.
Svar: Sett v; = (_4 ) og vz = G) Disse danner en basis av egenvektorer
for B®. For & skrive xg = (23:1) som en lineser kombinasjon av disse

radreduserer vi
-3 1 3 N 1 -1/3 -1 N 1 -1/3 -1
4 1 24 4 1 24 0 7/3 28
1 -1/3 -1 _fr o3
0 1 12 01 12)°
slik at @p = 3v; + 12vy. Vi far dermed

lim A"xy = lim A"(3v; + 12v;) = lim (3(—2/5)"v; + 12u,)
n—oo n—o0 n—oo

12
= 12?}2 = (12) .



Oppgave Z.

a) Finn volumet avgrenset av paraboloidene z = 4—2?—4? og z = 2422432
Swvar: Skjeeringen mellom de to paraboloidene finner vi ved & lgse

Az —y? =242 + 42

Dette gir 22 + 4? = 1, slik at sirkelen om origo med radius 1 er skjeeringen
mellom dem. Det er videre klart at paraboloiden z = 4 — 2% — y? ligger
gverst innenfor det avgrensede omridet (dette kan verifiseres ved & sette inn
x =1y = 0), slik at hgyden pa det avgrensede omradet er 4 — x% — 3 — (2 +
2® +y%) = 2— 227 — 2y%. Volumet blir derfor V = [ [,(2— 22 — 2¢*) dx dy,
der D = {(z,y) € R*: % 4 y* < 1}. I polarkoordinater blir integralet

2 1 2% 1 1
/ [f (2 - 2rz]rdr] dff = f [rE = —-rd} df)
o 0 0 2 |y
2
1
= f =df = .
n 2



b) Regn ut linjeintegralet [, (x — 2% —2y?) dy der C er enhetssirkelen
2% 4+ 4 =1 orientert mot klokka.
Svar: Med P(z,y) = 0 og Q(z,y) = = — 3* — ay® far vi forst at g =0og

% =1—a® — % Bruker vi Greens teorem far vi at

[ty (8-2)
= [ [a-=-vasa

= %IL(EZ—QEE—QyE)dxdy

_L_z

Ty
det vi brukte svaret fra a). Dette kan ogsi vises direkte ved regning: Med
parametriseringen r(t) = (cost, sint) far vi

L 2 2 1 3 2
f(z——x‘ — xy ) dy:/ (cosc——cos t — costsin t)oos!dt
- 3 A 3
yi4 1
=/ (1——cos2c—sjn2:)me2tdt
o 3
2 (=
= 3fn cos” tdt
1 =
=1 f (1 + cos(2))2dt
6 Jo
1 g2
= Ef {1+ 2cos 2t + cos®(2t))dt
0
1 1
= —j’ 14 2cos2t + =(1+ cos(4t)) | dt
6 Jo 2

- %fﬂw(l +1/2)dt = /2.
o



Oppgave 3. La A vere matrisen

B2 e =
Lo Lo da
[ )

TRTR=
== ]

a) Regn ut den reduserte trappeformen til A, og skriv ned tre sgyler fra A
som er linesert uavhengige.



Svar: Radreduksjon gir

5 0

11 1 1 5 0
4 4 20 1) poargy-argv—z (00 0 1
4 3 18 1 0 -1 -2 1
2 3 12 0 0 1 2 0
1 1 5 0
ey (00120
0 -1 -2 1
0 0 0 1
1 15 0
s |001°2°0
0001
o001
1150
- (00120
0001
o000
1030
0120
0001
0000

slik at sgyle 1,2, og 4 er pivotseyler.

Seyle 1,2, og 4 i A er derfor linesert
uavhengige.



b) Finn en basis for B, der de tre linesert uavhengige saylene du kom fram
til i a} innghr.

Svar: Vi erstatter den tredje seylen i den reduserte trappeformen til 4
med en vektor som er linesrt uavhengig fra de andre, og gjer de inverse



radoperasjonene over i motsatt rekkefolge:

1000
0100
0001
0010
1100
s |01 00
~ 0001
0010
1 100
AV 0100)
0001
0011
1 1 00
e |01 000
0 -101
0 0 11
1 1 00
e [00 11
0 -1 01
o 1 00
1100
rsaniiargvizr 404 101
4 3 01
2300

Vi kan derfor utvide de tre sgylene fra A som vi fant i a) med (0,1,0,0) for
i fa en basis for R'.



Oppgave 4.

Hva blir konvergensomradet for rekken S(z) = Y 2, "r"—'l;fm—“? Finn ogsi
et uttrykk for S(z) der rekken konvergerer.

Svar: Forholdstesten gir at |an i1 /an| = |[(z—1)*n/(n+1)| = |z—1, slik at
rekken konvergerer absolutt i (0,2). For 2 = 0 far vi rekka — 3 0o, %, og for
=2 far virekka 3 02 i Begge disse divergerer, slik at konvergensomradet
blir (0,2).

For & regne ut summen av rekka kan vi ferst dele med & — 1 pa begge sider:

xr—1

S(@) _ > o1
a1 n

Deriverer vi begge sider fir vi at

S@)\ _ e no1_ _2(z—1)
(m) —2;(2—1}2 1_1_(3_1)2

Integrasjon gir sh at % = —In|l— (x—1)?| 4+ C. Setter vi inn & = 1 ser
vi at ¢ = 0. Vi far dermed at

S(z)=—(z—1)n|l - (z - 1)* = —(z - 1)In (1 — (z — 1)?).



Oppgave 5. 1 denne oppgaven skal vi se p& funksjonen
f(z,y) = 2% + (3y° — by)e” + 1.

a) Finn de stasjonsere punktene til f.

Swvar: Vi har at (2 )
= +2:|:+3y — Byle
vr= (G e ™)
Setter vi dette lik 0 folger det fra den andre likningen at y = 1. Setter vi
dette inn i den farste likningen far vi at 22 4 2¢ — 3 = 0, som gir at © = 1
eller # = —3. Dermed blir de stasjonsere punktene (1, 1) og (—3,1).



b) Avgjer om de stasjonsre punktene er sadelpunkter, lokale minimum-
spunkter, eller lokale maksimumspunkter.
Svar: Hessematrisen til f er

((m"1 + 2z + 3y — 6y + 2z + 2)e*  (6y — E]e’)

(6y — 6)e” fie™
(2 + 4z + 3y — By + 2)e”  (By — 6)e”
B (By — 6)e® Ge* '

For punktet (1,1) blir Hessematrisen e (3 g), som har egenverdiene de og

Gie. Derfor er (1,1) et lokalt minimumspunlkt.
For punktet {—3,1) blir Hessematrisen e~ (_(}4 g) som har egenverdiene

—4e~* og Ge—*, Siden disse har motsatt fortegn er (—3,1) et sadelpunkt,



¢) Bruk Lagrange’s multiplikatormetode til & vise at lokale ekstremalpunkter
for f under betingelsen y = 3 2x méa veere skjeeringspunkter mellom linjen

y = 3 — 2z og ellipsen I:'I + —&VW%F = 1. Forklar videre hvorfor f ma

ha et globalt minimum under denne betingelsen (du trenger ikke skrive opp
selve minimumspunktet). Har f et globalt maksimum under den samme
betingelsen?

Hint: Verifiser at f{1,1) < 1, og at lim, . f(2,3 — 28) = oo,
lim, , . flx,3—2x)=1. Deite ka.n brukes til & vise at f mé ha et globalt
minimum under den gitte betingelsen.

Svar: Vi setter g(x,y) = 2x + y — 3. Fra lereboka felger det at, i et lokalt
ekstremalpunkt for f under betingelsen g(z, y) = 0, si er enten Vg = 0, eller
Vf=AVyg.

Siden ¥g = (2,1) # 0 far vi ingen kandidater fra forstnevnte. Lokale
ekstremalpunkter méa derfor tilfredsstille V§ = AVg, som kan skrives

(2% 4+ 22 4+ 3y? — By)e™ = 2A
(6y —B)e” = A

Eliminerer vi A far vi at =% + 22 + 3y® — 6y = 2(6y — 6), som kan
skrives som 22 + 2z + 3y — 18y = —12. Fullferer vi kvadratene far vi
at (x4 1) + 3(y — 3)? = 16, som er ellipsen gitt i oppgaven. Dette beviser
at lokale ekstrmalpunkter under den gitte betingelsen er skjseringspunkter
mellom linjen og ellipsen.



Vi har at g(1,1) =0, og f(1,1) =e' —3e' + 1 =1— 2e < 1, slik at f antar
verdier mindre enn 1 under den gitte betingelsen. Nar x — 0o vil 2%e® — o0,
Videre vil da ogsa y = 3 — 2z — —o0, og da vil (3y? — 6y)e™ — oo ogsi.
Det folger at lim,_,., f(x,3 — 2x) = co. Det folger at f ikke ha noe globalt
maksimum under den gitte betingelsen.

Nar r — —oo si vil e® gh raskere mot 0 enn potenser av x, slik at
limy o fz,3—22) =1

Det fglger at det finnes et intervall [—K, K] slik at f{z,3 —2z) > 1—¢ >
f(1,1) utenfor dette intervallet, Siden f{x,3 — 2x) har et globalt minimum
ph intervallet [— K, K|, sA folger at dette ogsi er et globalt minimum for f
under den gitte betingelsen.

Man kan bruke samme argument som over til & vise at (1, 1) ogsi er et globalt
minimum for f, uten noen betingelse. Siden (1, 1) ligger pa linjen, s& mé det
ogsi vaere globalt minimum for f, med den gitte betingelsen.
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Oppgave 1. La R > 0 vaere et reelt tall.
a) Beregn dobbeltintegralet

ff e ™ siny drdy
D

der D er omradet i R? bestiende av alle punkter (z,y) slik at
0<r<Rogl<y<m.

b) La Kg veere omradet 1 R® bestiende av alle punkter (z,y, z) slik at

vel+y?+22 <R

Beregn trippelintegralet
I, = /// e_(zﬁ"'y?"'zz}sfgdmdydz,
Kg

lim Tgp.
R—oc Kn

og finn
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Oppgave 2. La f: R? — R veere skalarfunksjonen definert ved
flo,y) =422+ 3% — 242 — 10y + 61

a) Finn eventuelle stasjensre punkter til f, og avgjer om de er lokale
minimumspunkter, lekale maksimumspunkter eller sadelpunkter.

b) Skisser kurven
42 — 24z + 9y — 90y + 225 = 0,

og la D vere det lukkede omradet i R? begrenset av denme
kurven. Begrunn at f har et globalt maksimumspunkt og et glebalt
minimumspunkt p4 emradet D.
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Oppgave 3.
a) Avgjer for hvilke reelle tall = rekken
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Oppgave 4. La A vere matrisen gitt ved

(8 18)

a) Finn egenverdiene og egenvektorene til A,

b) Laxo=(1? )?og

X, =A"xg forn=12.23,...
Finn x, for n > 0, og vis at

lim x, =0.

—ro0

¢) Bevis at avhildningen F : R? — R? definert ved F(x) = Ax er en
kontraksjon.
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