
7.4 Singularverdi - dekomposisjon
a A rave en mxn matvise ( m under

og
n kolonnerl

.

Vi Kan tenia pi A som en linear transformation

A : IR
"
-SIR!

Vi er

inspivertavr.su/tateuforsymmetviokematriserogbetraktevpwblemet

{
maksimeve HAI'll ,

gift at 11×-71=1
.

Merknad
.
Huis A er nxn og

d en en egenvevdi
med egenvektor Ñ au lenyde I , si en

HAI'll =/Iii /1=111.11571--1×1 .

Eksempel 7.4.1

8 7 -2] .

Det en

↳ser problemet for
f) = [

4 11 14

ekvivalent i maksimere HAI'll? Derfor ,

HAI> 112 = (AI't • (AI ) = (AI
' /TAI

>



= It ATAI
>
= I

>
• (ATAIY

.

-

= B

Her er

100 170 140

* ** EEK : : 1=1 : .:| .
B er symmetviik 0g eyenverdiem er

✗ 1=360 , 112=90 0g 43=0 .

En orto normal mengele egenvektorer er

ii. If:| . i. = :[¥1 og vi= :-[÷ ] .

Fra Teorem 7.6 fir at makinen a. HAITI
?

for 11×-111=1 er d
,
__ 360

, og
at vi Kan

velge I
>
= Ñ? for a° oppniwakiimumut.si

for i mnksimeve HAITI fir ri VF=T36J=6Fo

son oppni > for ×→=Ñ?
.

Merknnd .

Avi = [%) og
Hari'll __ bro?

Noen genevelle betraktninger .
Huis A en en mxn matrix ,

si ATA en

symmetviok hxn -matrix
,

fovdi

( ATA)
-1
= AT / AT )

-1
= ATA

.



Sidew I
'

.AT/tI--llAIYlZfo1gerdetatmntrisenATApooitivtsemidefinitt,
son betyr at egenverdieu

til ATA oppfylle
✗
,
>
, dz > - . . 7 du > 0 .

La { VT , Ji , . . . ,Ñi} rare en ortonovm -1 mengele

au egenvektorw for ATA .

Da er

11 Añjll =VF.AT/tyF--FjFjy?=Fj'.Definisjon
La A rave en mxn matrix

og
ta

✗ 17, dz 7, - - . → In

here eyenvwdiem
til ATA . Singular verdiene til

A er
tallene Oj = Vij

' for j= 112 , . . .in .

Eksempel 7.4.2

For mntvi.eu/t-- [ 4g ¥ %) er singular vevdiene

0
,
-_ 3% = 6mi

, Oz = Fo
'
= 3Ñ og

03--107=0
.

Merknad .

Deter Ikki tilfeldig at 03--0 . Siden

A:/R' → 1122



er Det Hart at rank / ATA ) = rank / A) £2 , si

3×3 matvi.eu ATA mi ha 0 son egenverdi .

Teorem 7.9

La A rare en mxn matrix og
la

d
,
7h27 - - - 3 du

Vare eyenvevdieu til
ATA med ortonovmnle egeuvektorw

{ vi. ii. i. iii} .

Anta dj > 0 hvis
og

bare hvis j=1R ,
- . .ir. Da er

• { Avi , Avi , . . . ,Aii } er en ortogonal basis for

Col (A)
og

• rank / Al - r .

Mukund .

Siders A er mxw
,

si er ✓ Emin (mint .

→

Bevis .

Seiden Vj • ÑI= 0 for j=k fir vi

Avi • Avi = VI.

ATAv-i-vj.i.in?=XklVJ?.V-i1=O.Videre
er

HAV-jll-r.fi .



Fuilgeliy er

AÑG? =/ ① for g- = 112 , - . .ir ,

AVI = Ñ for j=r+h . - - in .

Altsi er { Avi
,
Avi , . . , Avi } er en ortoyonal basis

for et vnderrom au Colla ) ,
fordi Arj

'

e Col / A)

for 5=112 , - . - er .
Vi mi vise at undevrommet faktiik

er hele Col (A) .

La ije Col (A) .

Da finnis ÉelR
" slik at

y→= AI .

Seiden { VT
,
Ji

, . . .
.tn } en en

basis for IR
"

,
Sai en

I
>
= Citi + Citi + - . . + Citi .

Altsi blir

j=AÉ= GAVT + czAñi+ - - - + GAVI
.

=

c.AT?tczAv-i+--.+crAv-ifordiAvj---Oforj=r+1....cn.



Eksempel 7.4.3

For mntvi.eu A- = [ I ¥ ) hav ri

0
,
= bro

, Oz = 3. Fo
og

03=0 .

Videre er

E- If:] .
vi. = :(¥1 ogñ: :(÷) .

Til slutt

Ari:-[%) ,

Ari -- f ;] og
Ari -- I :| .

Define riv

ñ? = F. Avi = ¥1?] ,

ii. = I. Ari = ¥47 .

Da er

U=[ñiñi]= ¥ [? :) og

V= [Vivir;] = If ;
-22

a
: :|

beggeortogonalematris.eu .

Vi vil finna en matrix

2- slik at



A- = UEVT
T T T
2×3 2×2 3×3

si E er 2×3 .

Mirakuluit funyerer dette med

E- [To: :/ =/
6%00

0 3ft 0)
.

Altsi :

osr.io/.tFz.-??/.[ 8¥ f- ¥1 ? ;) .[
6%00

Dodgson - kondensjon llkkepensuml

/ ! ? ? / = -1213
- s

- s 2 / = -17 .

/
' - ' / =3 I -21241=-8
I 2

/
1 2

31
/ = -5 /

2 4

13
/ = 2


