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Sa over til R3. Underrommet utspent av nullvektoren 0 € R3 blir bare null-
vektoren selv (dvs. origo). Underrommet utspent av en enslig vektor v £ 0
blir linjen gjennom v og origo, akkurat som i tilfellet R?. Har vi to lineeert
uavhengige vektorer vi og v» i R?, blir underrommet utspent av dem et plan
gjennom origo. Planet er entydig bestemt ved at det inneholder origo samt de
to punktene v; og va. Et eksempel er illustrert pa figur 8.4.5, der et utsnitt av
planet er markert. Vi skal se naermere pa begrepet plan i seksjon 8.6.

Figur 8.4.5 Underrommet utspent
av vy og v, er et planiR?

vi=(1,0,-1)

vy =(0,2,0)

Hvis vi har tre vektorer i R3 som er linezrt uavhengige (dvs. som ikke ligger i
samme plan gjennom origo), blir disse en basis for R3, dvs. de spenner ut hele

rommet.

XN oPPGAVER

1. La u = (2,3,5) og v =
lineeerkombinasjoner av u og v:

(=2,1,3). Beregn folgende

a) a =2u—3v b) b=v—3u

2. Avgjer om folgende samlinger vektorer i rommet R3 er linezert
avhengige:

a) (—1,2,0), (1,1, og (0,1, 1)

b) (1,-2,3),(1,2,2) og (1,6, —4)
3. Avgjor om folgende samlinger vektorer i planet R? er linezert
avhengige:

a) (—1,4)og (2, —8) b) (1,1) og(1,0)

4. Lau=(1,2,2)o0gv = (0,-2,3).
a) Hva er dimensjonen til underrommet U C R3 utspent av u
og v? Skisser U pa en figur.
b) Avgjer ved regning hvorvidt x = (3, 2, —1) ligger i under-
rommet U C R utspent av u og v. Illustrer din konklusjon

ved 4 tegne inn punktet svarende til x pa figuren fra a).

5. Beskriv underrommet U < R? utspent ava = (2, —1) og
b = (—4, 2). Illustrer U pa en figur.

6. I hvert av punktene under skal du finne en basis for underrom-
met U utspent av de gitte vektorene, og angi dimensjonen til U.
lustrer sa U samt et sett basisvektorer for U pa en figur, i den
grad det lar seg gjore.

a) (—2,4,19),(1,-2,—-1/2) og (4, -8, =2)
b) (1,0,0),(=2,0,0), (1,0, 1) og (1,0, 1)
c) 3,1,1),(2,2,2) 0g (0,0, 1)
7. LaU C R® vaere mengden av vektorer som har prikkprodukt

0 med vektoren n = (1, 0, 1). Begrunn at U er et 2-dimensjonalt
underrom av R?, og finn en basis for U.

8. La U < R* vare underrommet utspent av vektorene
a1,-1,1,-1), 2,1,0,1), (4,—1,2 — 1) 0g (0,0,0, 1). Finn
en basis for U.
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BN opPGAVER

1. Matrisen
-1 0
A= [ 1 0j|
0 1

definerer en funksjon T, : R> — R?, ved at A(x) = Ax for alle
x € R2.
a) Lae; = (1,0) og e; = (0, 1) vaere standardbasisvektorene
iR%. Finn A(e;) og A(ey).

b) Finn en basis for bildet Col A til A. Illustrer bildet til A pa
en figur. Hva er rangen til matrisen A?

2. I hvert av punktene under er oppgitt en matrise A. Finn i hvert
tilfelle n og m slik at matrisen definerer en funksjon 74 : R" —
R™. Finn sa en basis for bildet Col A til matrisen. Angi rangen
til A. Skisser bildet Col A til A pé en figur, i den grad det lar seg

gjore.
-1 2 -1 2 2
2 [ 1 —2] b [ 1 -2 —2]

1 2 3
c) |:1 -2 —1i|
0 1 1

3. Vis at bildet til matrisen

A= 5

1

er et todimensjonalt underrom i R*. Finn en basis for dette under-
rommet. Hva er rangen til A?

1 2 0

0 3 3
1 5
0

-2

m Plan

DEFINISJION I

Na

Planet

Figur 8.6.1 Et plan med en
normalvektor N

I seksjon 8.4 kalte vi underrommet utspent av to linezrt uavhengige vektorer
a,b € R3 for et plan. Alle slike plan inneholder nullvektoren 0 = (0, 0, 0),
altsa origo.

Vi skal na se pa en mer generell definisjon av planbegrepet. Den nye
definisjonen tillater ogsa plan som ikke gar gjennom origo.

Plani R3

La a, b, ¢, xo, yo, zo vere gitte reelle tall, der (a, b, ¢) # 0. Mengden av
alle punkter (x, y, z) i rommet slik at

a(x —xo0) +b(y —yo) +c(z—2z0) =0

kalles planet gjennom punktet (xg, yo, z0) med normalvektor (a, b, c).

Tolkningen av dette er vist pé figur 8.6.1. Hvis N = (a, b, ¢), Py = (x0, Yo, 20)
ogP = (x,y,z),séer

N'(P_PO):(aab»c)'(x_Xan_}’O’Z_ZO)
=a(x — xo) + b(y — yo) + c(z — 20)

Planet bestar altsa av alle punkter P slik at P — Py star vinkelrett pa N.
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La A vare en kvadratisk matrise slik at |A| < 1, 0gla I vaere
identitetsmatrisen. Forn > 1,1a S, = + A+ A2 + ... + A",

a) Visat (I — A)S, =1 — A"".

|A|!

1— Al

c) Vis at for hver kombinasjon ij er folgen {(S,);;},2, en

b) Vis at hvis m > n, har vi [(S,)i; — (Sp)ij| <
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Cauchy-folge. Bruk dette til & vise at det fins en matrise
S slik at lim S, = S.
d) Vedédlan — ooipunkta),visat (I —A)S=1.
e) Vis at matrisen / — A er inverterbar, og at
=AD"= T+A+A2+A+. -

1. Om to vektorer i R” vet vi at de begge har lengde 3, og at
vinkelen mellom dem er 45°. Finn prikkproduktet av vektorene.

2. Finn ligningen for planet som gér gjennom punktet (0, 2, 3)
og har N = (1, 0, 0) som normalvektor. Illustrer pa en figur.

3. Hva er ligningen for skjeeringslinjen mellom planet
x + 7y — 5z =12 og xy-planet?
4. Star vektorene (1, 1, —1) og (=2, 1, 2) normalt p4 hverandre?

5. Finn vinkelen mellom folgende vektorer:
a) (7,2) og (4,3)
b) (1,1,1)0g(1,0,0)
c) (1,1,1,1) og (1,0,0,0)

6. Laa= (3,5,6) ogb = (0,0,2). Regnut
a)b—a b) a+9b
d) |a+Db| e) |a-b|

¢) (1/2)b
f) la-a
7. Finna x b nar
a) a=(1,0,0)0gb =(2,2,2)
b) a=(3,2,1)0gb=(1,2,3)
8. La P = (2,2) og Q = (1,3). Beregn arealet av parallel-

logrammet som har P og Q som to av sine hjerner, dessuten et
hjerne i origo.

9. LaP = (2,2)0g Q = (1, 3). Beregn arealet av trekanten som
har P og Q som to av sine hjerner, og det tredje i origo.

10. Finn ligningen for planet som gar gjennom punktet (1, 2, 0)
og har

N=(-1,2,1
som normalvektor.
11. Sett
a=(ay,a,...,a,)
b:(blvb27~-~7bn)
c=(c,c2,...,Cn),

og sjekk reglene 1-7 fra teorem 8.1.1 ved & regne ut begge sider
og se at du far det samme.

12. Begrunn at de tre planene x +y +z=1, —x+y—z=0
og 5x — 17y + 13z = 3 har neyaktig ett punkt felles.

13. Finn en basis for bildet til matrisen
2 9 0 32
M= |:—1 1 6 28i|
-1 2 -3 -7
(Hint: Eksempel 7.2.2 kan spare deg for litt regning.) Finn alle
vektorer x € R* slik at

Mx = (13,19, 13)

14. Mer om kattekolonien. (Denne oppgaven er en fortsettelse
av oppgave 7.8.2.) La M vere matrisen fra oppgave 7.8.2.
a) Vis at bildet til M er et plan P i R?, og finn ligningen for P.
Tolk ligningen biologisk.
b) La L vare mengden av punkter (x,y,z) € R3 som laser
ligningssystemet fra punkt b) i oppgave 7.8.2. Beregn

LNP,

dvs. snittet mellom L og bildet til M. Hva er den biologiske
tolkningen av dette snittet?

15. La a vere et reelt tall, og la M vare en n x n-matrise. Vis
at hvis x er en egenvektor for M med egenverdi A, sa er x en
egenvektor for matrisen

aM

ogsa, med egenverdi aX.

I denne oppgaven skal vi sjekke at alle underrom i R” har
en basis. Dessuten skal vi bevise teorem 8.4.3. I resonnementene
har du lov til & bruke alle resultater frem til og med teorem 8.4.2,
samt definisjonen av basis.

a) Vis at hvis U er et k-dimensjonalt underrom av R”, sa fins
det k linezert uavhengige vektorer som spenner ut U. Med
andre ord: Alle underrom U har en basis.



b) Vis teorem 8.4.3. Hint: La k vaere dimensjonen til U og
V. Ved a) fins det k lineert uavhengige vektorer vy, ..., vi
som spenner ut U. Anta at det fins en vektor x € V slik at
x ¢ U. Vil ikke samlingen {vy, ..., v;, X} da matte vere
linezert uavhengig, mon tro? Hva far du ut av dette?

17. Finnmatrisen som representerer den gitte avbildningen i R>.
a) Speiling om x-aksen.
b) Speiling om y-aksen.
c) Speiling om linjen y = x.
d) Rotasjon en vinkel & mot klokken. Hint: Gjer som vanlig,

dvs. se hva standardbasisvektorene mé avbildes pd. Dermed
far du seylene i matrisen.

Eksentrisiteten til kjeglesnitt. Kikk pa hjelpefigurene ne-
derst side 372, med referanse videre til standardligningene i bok-
sen side 369. For ellipser og hyperbler definerer vi eksentrisiteten
e ved

e=c/a.
Eksentrisiteten til parabler defineres som e = 1.

a) Begrunn at for ellipser er ¢ € [0, 1), der e = 0 tilsvarer en
sirkel. Begrunn ogsa at for hyperblerer e > 1.

b) Finn eksentrisiteten til disse tre ellipsene:
@/ +y =1
224 (2/16) = 1
24y =1
Tegn disse ellipsene. Hvordan kan du tolke eksentrisiteten

til en ellipse geometrisk?

¢) Finn eksentrisiteten til kurven x> — y? = 1.

19. Fra mekanikkens ligninger kan man utlede at objektene som
gér i bane rundt solen, beveger seg i ellipseformede baner med
solen i det ene brennpunktet. Jordbanen har eksentrisitet e =~
0.0167, og Plutos bane har eksentrisitet e ~ 0.249. Banen til
kometen Kohoutek har derimot eksentrisitet ¢ ~ 0.99993. Finn
forholdet a/b mellom sterste og minste halvakse for banene til
Jorden, Pluto og Kohoutek. Skisser formen pa ellipsene, med
solens posisjon i det ene brennpunktet.

En alternativ geometrisk beskrivelse av kjeglesnittene. La
p > 0 veare et reelt tall, og F vare punktet ' = (p, 0) i planet,
og la L vaere den rette linjen med ligning
xX=-p
La sa kurven K veere mengden av punkter (x, y) i planet slik at
(avstanden til F) = e - (avstanden til L)
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Se figur 8.13.1.

(=p.0)

L K
Figur 8.13.1 Kurven K

Vi skal i denne oppgaven se at kurven K blir et kjeglesnitt med
eksentrisitet ¢ og brennpunkt F. Med andre ord:

e Hvise < 1, far vi en ellipse
e Hvis e = 1, far vi en parabel
e Hvis e > 1, far vi en hyperbel
Linjen L kalles styrelinjen til kjeglesnittet K.
a) Vis atkravet for at (x, y) skal ligge pa kurven K, kan skrives
(=) =2p(l+e)x +y* = —p*(l —¢?)

b) Vis at hvis
e=1

sa er K en parabel med brennpunkt F. Angi ligningen til
K.

c) Antande # 1, og dep
1+¢é°
1—e2

Vis at ligningen fra punkt a) da kan skrives
2

h=p

x% 4+ 2xh +h* + =-p*+h
1 —e?
Lasa
at=—p>+h?
Vis at ligningen for K da kan skrives
(x —h)? ¥y’ _
a? a2(l —e?) —

d) Vis at hvis ¢ < 1, blir K en ellipse med eksentrisitet ¢ og
brennpunkt F.
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e) Vis athvis e > 1, blir K en hyperbel med eksentrisitet ¢ og
brennpunkt F.

@ La A vare en m x n-matrise. Med nullrommet Nul A til
A menes mengden

def

NuldA = {xeR"|Ax=0}

Med radrommet Row A til A menes underrommet av R” utspent
av radvektorene (linjevektorene) i matrisen A.
a) Forklar at Row A = Col (AT).

b) Forklar at Nul A kan beskrives som lgsningsmengden til det
homogene ligningssystemet med koeffisientmatrise A.

c) Forklar at Nul A kan beskrives som mengden av alle x slik
at Ty (x) = 0,der T4 : R" — R™ er lineartransformasjonen
definert av matrisen A.

d) Vis at Nul A er et underrom av R,

e) Vis at x € R” oppfyller Ax = 0 hvis og bare hvis x star
normalt pa alle radvektorene i A.

f) Begrunn at hvis du bruker Gauss—Jordan-metoden pa A, sa
vil radvektorene i den reduserte trappeformen til A som in-
neholder et pivotelement, utgjore en basis for radrommet til
opprinnelige matrisen A. (Hint: Se pa hver av de tre Gauss-
operasjonene separat. Ingen av dem kan endre underrommet
som spennes ut av radene i matrisen.)

g) Begrunn at
dim (Row A) = dim (Col A) = rank A

Hint: Begge dimensjonene blir lik antall pivotelemeter i den
reduserte trappeformen til A.

h) Begrunn at
dim (Nul A) + dim (Row A) = m
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Hint: Dimensjonen til Nul A blir antall seyler i den reduserte
trappeformen til A som ikke innholder et pivotelement.

22. (Eksamen MAT1120 UiO hest 2021) Betrakt matrisen

1 0 3 1
0 6 7 5
A= 2 9 15 8
1 6 6 2

Finn en basis for Col A. Finn ogsa en basis for Nul A.

I teksten har vi vist at en determinant kan regnes ut ved a
lose opp etter forste rad eller etter forste soyle. Dette resultatet kan
generaliseres; det viser seg at man kan regne ut en determinant ved
4 lose opp etter en Vilkarlig rad eller soyle. I denne oppgaven er
det meningen at du skal forske deg frem til en presis formulering
av dette resultatet samt finne en begrunnelse for det.
a) Sett opp en (4 x 4)-determinant D med ukjente elementer
A;j. Hva skjer med determinanten D hvis vi bytter 1. og
2. rad?

b) La D' vere determinanten D med 1. 0g2 . rad byttet. Los opp
D’ etter 1. rad. Se pa underdeterminantene du far. Hvordan
henger disse sammen med underdeterminantene du hadde
fatt hvis du hadde lost opp D etter 2. rad ved & stryke raden
og seylen hvert tall er med i?

¢) Formuler ut fra punkt b) et resultat om hvordan man kan lose
opp en determinant etter 2. rad.

d) Start na med D igjen, og bytt 1. og 3. rad. Undersek hva
som skjer nd. Hva blir regelen for opplesning etter 3. rad?

e) Formuler et generelt resultat om opplesning av en determi-
nant etter n-te rad.

f) Bruk et analogt resonnement til & formulere et generelt re-
sultat om opplesning av en determinant etter n-te soyle.
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SEKSJON 12.1 Aksiomatisering av reelle vektorrom 581

1. Avgjer om den gitte funksjonsmengden er et vektorrom nar
vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon foregar etter de vanlige

reglene (f + g)(x) = f(x) + g(x) og (rf)(x) = rf(x). Hvis
mengden ikke er et vektorrom, sa oppgi hvilke aksiomer som ikke
holder.

a) Mengden av alle funksjoner f : R — R som oppfyller
f©)=0.

b) Mengden av alle funksjoner f : R — R som oppfyller
FG) =1.

¢) Mengden av alle polynomer med grad neyaktig 3.

d) Mengden av alle kontinuerlige funksjoner f : R — R.

e) Mengden av alle funksjoner f : R — R som ikke er konti-
nuerlige.

f) Mengden av alle deriverbare funksjoner f : R — R som
oppfyller f(0) = f'(0) = 0.

g) Mengden av alle begrensede funksjoner f : R — R.

h) Mengden av alle funksjoner f : R — R som er losninger
av differensialligningen y” 4+ 13y" + 5y = 0 pa hele R.

i) Mengden av alle funksjoner f : R — R som er lgsninger
av differensialligningen y” 4+ 13y" + 5y = 1 pa hele R.

2. La U vare mengden av alle vektorer i R® som er pa formen
(a+b,2a,b),dera, b e R. Finn vektoreru, v € R? slik at U =
Span {u, v}. Vis at U er et underrom av R?. Hva er dimensjonen
til U?

3. Lau,v,w e R? Visat Span {u, v, w} = R3 hvis og bare hvis
matrisen med u, v og w som seyler har determinant forskjellig fra
0.

4. La V vere vektorrommet av alle funksjoner f : R — R med
addisjon og skalarmultiplikasjon definert pa den vanlige méaten.
La f og g vere funksjonene gitt ved f(x) = sinx og g(x) =
cosx. Vis at Span { f, g} er et underrom av V, og finn dim U.

5. Avgjor om mengden R? blir et vektorrom hvis vi utstyrer
den med de oppgitte alternative definisjonene av vektoraddisjon
og skalarmultiplikasjon. Hvis mengden ikke er et vektorrom, sa
oppgi hvilke aksiomer som ikke holder.

a) (\, )+ G@w=+z,y+w)ogrx,y =(x,0)

b) (x,y) + (z,w) = +w,y+2)ogrlx,y)=(x,ry)

¢) (x, y)+(z, w) = 2x+2z,2y+2w) ogr(x, y) = (rx,ry)
6. La K vare forste kvadrant i R?, altsi mengden av alle v =

(vi, v2, v3) slikatv; > Ofor j =1,2,3. Visatdersomu, v € K,
sderu+v e K. Er V et underrom av R3?

7. La P C P, vaere mengden av alle polynomer av grad 4 eller
mindre som har heltallige koeffisienter. Er P et underrom av P?

8. Avgjor om den gitte matrisemengden er et vektorrom nér
vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon defineres som henholds-
vis vanlig matriseaddisjon og vanlig multiplikasjon av skalar med
matrise. Hvis mengden ikke er et vektorrom, si oppgi hvilke
aksiomer som ikke holder.

a) Mengden av alle (2 x 2)-matriser.

b) Mengden av alle (m x n)-matriser, der m og n er gitte na-
turlige tall.

c) Mengden av alle invertible (3 x 3)-matriser.
d) Mengden av alle (3 x 3)-matriser som har determinant 0.

e) Mengden av alle (2 x 2)-matriser som har minst én reell
egenverdi.

f) Mengden av alle sdkalte nullpotente (2 x 2)-matriser, dvs.
(2 x 2)-matriser M som oppfyller M" = 0 for minst ett
naturlig tall n.

I denne oppgaven skal vi bevise punkt 2—-6 fra teorem 12.1.1.
La V vere et vektorrom.

a) Vis at hvis v € V er gitt, sd har ligningen x + v = 0 den
unike lgsningen x = —v i vektorrommet V.

b) Vis at hvis u, vog w er vektoreri V slikatu +v=u+w,
saerv=w.

c) Vis at for alle vektorer v € V gjelder at Ov = 0.
d) Vis at for alle skalarer r € R gjelder at 70 = 0.
e) Vis at foraller € Rogv € V gjelder at

(=r)v=r(—=v) = —(rv).

Vis at samlingen

S ={l,x,x%x

s x")

er en basis for vektorrommet P, av polynomer med grad n eller la-
vere. (Se eksempel 12.1.3.) Hva er dimensjonen til vektorrommet
P,?

11. I denne oppgaven skal vi studere vektorrommet Py, fra
eksempel 12.1.4.

a) Vis at samlingen
S = {l,x,xz,x3,x4,...}

er en basis for Py.

b) Vis at P, er et uendeligdimensjonalt vektorrom.
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12. La M vare mengden bestiende av katten Sushi. Mengden
M har altsa ett element. Vi definerer vektorromsoperasjoner pa
M ved a si at Sushi 4 Sushi = Sushi, og r - Sushi = Sushi for alle
reelle tall . Avgjer om mengden M blir et vektorrom med disse

Hint: Vis at hvis et polynom kan skrives som en linezerkombi-
nasjon av x + 1 og x?, si kan det ogsa skrives som en linezr-
kombinasjon av x> — 3x — 3 og x*> 4+ x + 1. Resonner si motsatt
vei.

operasjonene.

13. Avgjor om den gitte delmengden U er et underrom av det

gitte vektorrommet V.

a) V errommet P, av alle polynomer, og U er mengden P, av

polynomer med grad heyst 4.

b) V errommet P, av alle polynomer, og U er mengden besta-
ende av nullpolynomet samt alle polynomer av grad 2 eller

heyere.

c) V er rommet Py, av alle polynomer, og U er mengden be-
staende av alle polynomer av grad enten 0 eller minst 3.

d) V =R?, og U er mengden av punkter (x, y) som oppfyller

y = 2x.

e) V =R? og U er mengden av punkter (x, y) som oppfyller

y=2x+1.

14. La P, vare vektorrommet av alle polynomer. Vis at

15. Avgjer om folgende samlinger av funksjoner i rommet Py, er
lineaert avhengige.

a) {x, x> =2x+1,x%

b) (x4 x3, x2 +x3 + x4

16. La P; vaere vektorrommet av polynomer med grad hayst 3.

Finn en basis for IP; der polynomene p(x) = x + x> + x3 og

q(x) = x inngar.

17. La V veare et vektorrom, og la U; og U, vere to underrom
av U. Avgjer i hvert tilfelle om den gitte mengden er et underrom
av vektorrommet V.

a) Snittet Uy N U, av U; og U,

b) Unionen U, U U, av U; og U,

¢) Summen U; + U,, altsa mengden av alle v € V slik at
v=a+b,deraec U, oghce U,

Span {x + 1, x?} = Span {x* — 3x — 3, x> + x + 1}

m Lineartransformasjoner

DEFINISJION 1

I denne seksjonen skal vi generalisere begrepet lineaertransformasjon introdu-
sert i seksjon 8.5 til generelle vektorrom, og studere egenskapene til slike trans-
formasjoner. Transformasjonene i seksjon 8.5 gikk fra vektorrommet V = R”
til vektorrommet W = R™, og var definert ved matriser.

Vi generaliserer definisjonen ved & ta utgangspunkt i to egenskaper som
vare matrisedefinerte transformasjoner har.

Lineartransformasjoner

Med en linezertransformasjon fra et vektorrom V til et vektorrom W menes
en funksjon 7 : V. — W som oppfyller de to kravene

Ll Ta+v)=T@)+ T(v)
L2 T@u) =r-T(u)

for alle vektorer u, v € V og alle skalarer r € R.

Det er viktig a tenke gjennom kravene som definisjonen stiller til 7. Vektoren



