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Lesning pa oppgave 1.

(a) U er definert som spennet av funksjonene cos og sin, som begge ligger i det
komplekse vektorrommet C°(R, C). Altsi er U et underrom, og er derfor i seg
selv et vektorrom.

Alternativ lgsning: U er definert som alle (komplekse) lineeerkombinasjoner
av funksjonene cos og sin. Dermed vil ogsa summen av elementer i U, og ska-
larmultipler av elementer i U, ligge i U. Nullelementet er nullfunksjonen, og
den negative inversen av f = « cos +f sin er — f := —« cos —f sin. De andre
vektorromaksiomene fglger som for alle andre funksjonsrom vi har sett.

(b) Siden U er definert som spennet av cos og sin, vil listen (cos, sin) utspenne
U. For a se at disse er linezrt uavhengige, lar vi o, § € C veere slik at f =
acos+pfsin = 0. Daer

0= f(0) = acos(0) + Bsin(0) = «,
sda =0, og
0= f(w/2) = Bsin(n/2) = B,

sa B = 0. Altsa er listen linezrt uavhengig, og er dermed en basis for U.

(c) Basisen i forrige deloppgave har to elementer, sd U har dimensjon 2.
Lgsning pa oppgave 2.
(a) Bildettil T er mengden
im7 :={Tx:x R}
og kjernen til 7' er mengden
kerT := {x e R®: Tx = 0}.

(b) Lauy,uz,us € R* vere kolonnene i matrisen. Da er

T(x) = x1u1 + x2uz + X3u3,

altsa en linezerkombinasjon av {u1, 15, u3}. Vi observerer at vi kan skrive uz =
U1 — Up, slik at

T(x) = (x1 + x3)u1 + (x2 — x3)us.
Altsd er T'(x) € span({uy,u,}) for alle x € R3, slik atim T C span({u1,us}).
Motsatt er imT = span({u1,us,u3}) 2 span({u,us}). Altsa er det likhet
mellom mengdene: im 7" = span({u1, u»}). Dette beviser utsagnet.



(¢) Vi ser at kolonnene u1, u, er lineert uavhengige, for om xju, + xou, = 0
sier andre komponent at —x, = 0, og tredje komponent sier at x; = 0. Alt-
sa er {u1,us} en basis for span({uy,us}) = im T, slik at dimim 7 = 2. Av
dimensjonssatsen far vi da

dimker 7 = dimR?® —dimim7T =3-2= 1.

Lgsning pa oppgave 3.
(a) La U veare et vektorrom over en kropp K og la uy,...,u, € U. Listen av
vektorer {uy,...,uy,} er lineewrt uavhengig om fglgende implikasjon er sann:

n
ap,...on € Kog Zakukzo - o1, ..., =0.
k=1

(b) LaU veare etindreproduktrom over K oglauy,...,u, € U.Listen {uy,...,u,}
er ortogonal dersom ingen av vektorene er lik nullvektoren, og om (u;, ug) = 0
foralle j,k =1,...,n,j #k.

Listen er orfonormal om den er ortogonal, og om ||ug| = 1 fork = 1,...,n
(der || - || er normen indusert av indreproduktet). En annen mate & si dette pa er
at (uj,ug) =8 for jk =1,...,n.

(¢) La{uy,...,u,} vere en ortogonal liste, og anta at «q, ..., o, € Ker slik at

n
Z orur = 0.
k=1

Ta indreproduktet mellom denne ligningen og vektoren u ;:

n

2
0= (ko orupus) = o (wieouy) =ej{ujuy) = a;fu;|>
N———

k=1 =0fork#j

Siden listen er ortogonal er u; # 0, s vi kan dele pé [|u||> p& begge sider og

fd a; = 0. Siden argumentet gjelder for alle j, far viat oy, ..., 0, = 0, slik at
listen er linezert uavhengig.

Det samme er sant for ortonormale lister, fordi alle ortonormale lister ogsa er
ortogonale, slik at vi kan anvende det vi nettopp har bevist.

Lgsning pa oppgave 5.

(a) En fglge x1,x5,--- € R” konvergerer mot x € R” med hensyn pa || - ||
dersom det for enhver ¢ > O finnes en N € N slik at

lx; —x|l1 <& nar j > N.

(b) Siden R” er endeligdimensjonalt, er alle normer pa R” ekvivalente, sé || - ||
0g || - |lmax €r ekvivalente. Dermed vil konvergens med hensyn pa || - ||; implisere
konvergens med hensyn pa || - || imax-



Alternativ lgsning: La x1, xo,... vere en fglge i R” som konvergerer mot x.
Lae > 0ogla N € N veare slik at

lx; —x|l1 <& ndr j > N.

Vi har || y[l1 == Zk 1)k foralle y € R”, sa (y)e < X p—y [0)&] = ll¥la
foralle { = 1,...,n Dermed er

|(x; —x)el < llxj — x|l <e
foralle{ = 1,...,nnar j > N.Dermed vil ogsa

I3ty =l =, max_|Gej —x)e] <&

.....

nar j > N. Altsa konvergerer fglgen mot x 0gsd i || + || max-nOrmen.
Lgsning pa oppgave 6.
(a) Vi ma vise fire betingelser:

Veldefinert: Vi péstér at || f||sp er et endelig tall for alle f € U. Siden f er
en kontinuerlig funksjon pa et lukket, begrenset intervall, har den et mak-
simum og et minimum: Det finnes ¢1, #, € [0, 1] slik at

f) < f() < f()  VYrel01]

Dermed vil || f[lsup = sup;epo,1y [/ ()] = max(|f(1)]. [ f(22)]), som er et
endelig tall.

Positivitet: Vi md vise at || f|sp > 0 for alle f, og at || f|lsup = O kun nér
f = 0. Det fgrste er opplagt, siden || f||sup er definert som supremum av
en mengde ikkenegative tall. Dersom || f'[[sup = supyefo,17 |/ ()| = 0, er
| £(t)] < 0forallet € [0,1], som er det samme som & si at f(z) = 0 for
aller € [0,1]. Altsaer f = 0.

Homogenitet: Vi ma vise at [lof ||sup = ||| f ||sup for alle skalarer oc. Vi har

lloef llsup = s[l(l)p1 laf ()] = sup (Iallf(t)l)
te
= la| sup [f(D)] = Ialllfllsup.
t€l0,1]

Trekantulikheten: Vi ma vise at || /' + gllsup < || f lsup + 1€ llsup for alle £, g €

U. Vi har
I/ + gllsup = sup [(f +8)@®)]| = sup |f(2)+ g()]
tef0,1] t€[0,1]
< sup (|0 +|g@)]) < sup ()] + sup |g()]
t€[0,1] t€l0,1] t€(0,1]
= ”f”sup + ”g”sup-

(b) Om f € U, er 2f funksjonen ¢ — 2 f(¢). Siden multipler av kontinuerlige
funksjoner ogsa er kontinuerlig, vil ogsa 2f € U. Altsa er T veldefinert.



T er lineer, forom f,g € U oga € R, er
T(f+e=2/+8=2/+2=Tf+Tg

og
T(af) =2(af) =a2f) =aTf.

En linezr avbildning 7" er kontinuerlig hvis og bare hvis den er begrenset, det
vil si det finnes en konstant C > 0 slik at | Tf [|sup < C|| f ||lsup for alle f € U.
Vi har

ITf Nlswp = 12 lsup = 211/ llsup-

sa vi kan velge konstanten C = 2.
Alternativ lgsning: La f € U ogla e > 0. For en vilkarlig g € U er da
”Tf - Tg“sup = ||2f - 2g”sup = 2||f - g||sup~
Dersom || f —g|lsup < § :=¢/2,erda |Tf —Tg|lsup < €. Altsder T kontinuerlig.

Lgsning pa oppgave 7.

(a) Ethvert polynom er deriverbart, og den deriverte av et polynom av grad hgyst
3, er et polynom av grad hgyst 2. Altsd er Tp € &P, foralle p € P53, 54 T er
veldefinert.

Om p,q € P30ga € R, er
dip+q) _dp  dq

T(p+q) = 7 d[+E=Tp+Tq
og
d(ap) dp
T(ap) = Tl aE =aTp.

Altséd er T lineer.

(b) T er ikke injektiv, for det finnes ulike p,q € P; slik at Tp = Tq. Da for
eksempel p(t) = 1forallez og g(t) =2 forallet. Daer Tp = Tq = 0.

(¢) T er surjektiv: La g € &P,, ogla p(t) == fé q(s)ds. Daer p € P3, og av
Kalkulus’ Fundamentalteorem (eller Analysens Fundamentalteorem) er Z—’t’ =q.

Altsé finnes en p € Py slikat Tp = q.

(d) La po(t) = 1 for alle ¢ og px(t) = t* foralle ¢ for k = 1,...,3. Vi har
[T12 = ((Tpole [Tpile [Tp2le [Tpsle). Bildet av basispolynomene er

Tpo =0, Tpk:kpk_1 fork =1,...,3,

slik at
0 1 0 0
(Tpole = |0, [Tpile=10), [Tp2le=1|2], [Tpsle=|0
0 0 0 3
Vi far derfor
01 0 0
T2 =(0 0 2 0
0 0 0 3




(e) Ja, det gjgr det. At [S]% = A er det samme som 4 si at
[Sple = Alpls ¥V p€Ps.
Vi kan na definere S til & veere lineeravbildningen med nettopp denne egenska-
pen: For p € 93 definerer vi
Sp = Bopo + B1p1 + B2p2,

der

Bo
B1 | = Alpls.
B2

(f) T eren line®ravbildning fra et endeligdimensjonalt vektorrom til et annet. Av
det vi har bevist i MAT1125, er da 7" automatisk kontinuerlig.

(g) Vi har vist i MAT1125 at en linezravbildning er kontinuerlig hvis og bare
hvis det finnes en konstant C > O slik at |7/ || < C|| f| foralle f € U. Setter
viinn for T far vi da

| 2], <Clolw  Vpeds

Lgsning pa oppgave 8.
(a) Vihar
|Tul|? = (Tu, Tu) = (u, T*Tu) = (u, TT*u) = (T*u, T*u) = | T*u|>.
Tar vi kvadratrgtter pa begge sider, far vi den gnskede likheten.

(b) Ja, det samme er sant for bade selvadjungerte og unitere operatorer, fordi
slike operatorer automatisk er normale. Om T er selvadjungert, er T* = T, sé
T*T =TT =TT*.OmTeruniterer T* =T L, saT*T =TT =id =
TT ' =TT*
Lgsning pa oppgave 9. Vi ma sjekke folgende betingelser:

Positivitet: For alle p € 9, ma (p,p) > 0, og {p,p) = 0 kun nir p = 0. Fra
definisjonen far vi

1
(p.p) = /0 p()*(1 + 1) dt,

som aldri er negativt, siden integranden er ikkenegativ. Dersom (p, p) = 0, ma
p(t)?>(1 +1) = Oforalle ¢ € [0, 1], for den eneste ikkenegative funksjonen med
integral lik 0, er nullfunksjonen, Men 1 + ¢ > 1 for alle ¢, s& dama p(¢)> = 0
for alle 7, og dermed p = 0.

Additivitet: Foralle p,q,r € P, ma (p +q,r) = (p,r) + {q,r). Vi far
1
(p+a.r) = [ (00 +a@)r@+0ds
0

1
= / p@Or@) A +1)+q@)r@®)(1 +1)dt
0
1

1
- / pOF()(1 + 1) di + / JOr @)1+ 1) di
0 0

=(p,r) +{q.r).



Homogenitet: For alle p,q € %, og @ € Rma (ap,q) = a(p,q). Vi far
1

1
(op, ) = / ap(Dq(t)(1 + 1) di = « / P11 + 1) di = a{p.q).
0 0

Symmetri: For alle p,qg € 9, ma (p,q) = {(q. p); siden indreproduktet er reelt, er
sistnevnte lik (g, p), sa vi ma vise at (p,q) = (g, p). Vi far

1

1
(p.q) = / P (1 + 1) di = / dOp@)(1 + 1) di = {g. p).
0 0

Lgsning pa oppgave 10. Som i hintet starter vi med uttrykket A||v||?, der v er en
egenvektor til A:

Avl? = Av,v) = (Av,v) = (Tv,v) = (v, T*v)
= (v, Tv) = (v, Av) = A{v,v) = A|v%

Siden v er en egenvektor, er den ulik 0, sd vi kan dele p |[v||?> pa begge sider og fa

A = A. Altsd er A et reelt tall.

Lgsning pa oppgave 12.

(a) Lau € U og e > 0. Siden f og g er kontinuerlige, finnes §; > 0 0g §, > 0
slik at

lu —vlv < é = S-Sy <e.
lu —vllv <82 = lg) — gy <e.

La § := min(8;,82). Daer§ > 0,0g ||u —v||y < § impliserer bade ||u —v||y <
81 0g ||lu —vl|ly < 82, sadersom ||u —v|y <8, er

ICf 4+ &) = (f + v = (/) = f(v) + (g) —g@)lv
<f@) = fOlv + llg@) — gy < 2e.

Altsaer f + g kontinuerlig.

(b) La € R,lau e Uoglae > 0.Lad > O vereslik at |Ju —v|y < &
impliserer || f(u) — f(v)|ly < e.Daer

(/) () — (@) )lv = lla(f@) = f)Ilvy = lell f@) = f@v < o,
sa af er kontinuerlig.

(¢) Vihar vist at C(U, V) er lukket under addisjon og skalarmultiplikasjon. Res-
ten av beviset fglger som for alle andre funksjonsrom: Nullvektoren er nullfunk-
sjonen, addisjon og skalarmultiplikasjon gjgres punktvis, den additive inversen
er funksjonen (— f)(u) = —(f(u)), og sa videre.

Lgsning pa oppgave 13.



(a) Vihar

=ata=" A0 )=l )
A V3 0\ (V3 2 3 23

Denne matrisen har karakteristisk polynom
pA)=@=1)(T-1)—12=2>—101 +9,

som har rgtter A; = 9, A, = 1. Singularverdiene til 4 er altsd o7 = v/9 = 3 og
A, = 1. Egenvektorene tilhgrende A; og A, ma oppfylle

45 _ on -6 243\ . _
A* Al = 9, — (2\@ _2)M1—0,

3

(233 22/5) iz =0,

. ~ 1 o o po . o~ o
som er tilfellet om for eksempel 1] = ( f) Pa samme mate far vi at 11, ma

oppfylle

som bl.a. har lgsning ti, = ( 3). Normaliserer vi disse far vi

—1

a8 i)

Siden vi har to positive egenverdier o1, 0, kan vi definere v, v, direkte som
v = iAv = l V3 2 1 I = l 33 - l V3
Ta T30 o v3)2\V3) el 3 ) T2t

_ L1
1)2—0_2 U2—2 _\/g .

Altsa blir singul@rverdidekomposisjonen av A

A= (\5/22 _%/2) ((3) (1)) (%/22 f//i)

og

(som er det samme som den reduserte SVDen av A). Siden A ikke har 0 som
singulerverdi, er dimker A = 0, og siden A har to positive singulerverdier,
er dimim A = 2. Operatornormen er lik stgrste singulerverdi, sé | 4|l = 3.
Kondisjonstallet er lik stgrste singulerverdi delt pd minste singulerverdi, sa
k(A) =3/1 =3.

71
s _(7 05 (74 32
AA_(l 05)2(5)_(32 26)'

Denne matrisen har karakteristisk polynom

(d) Vihar

p(A) = det(A*A — A1) = A% — 1004 + 900,



som har rgtter A; = 90 og A, = 10. Dermed har A4 singulerverdier o7 = 34/10
og 0, = +/10. Vi finner sa egenvektorene til A* A:

% 4~ - —16 32\ .
A A, = 901, <~ ( 30 _64)1,{1:0,

som har Igsning ii; = (2) Videre far vi

1

e 64 32\ . _
A" A, = 1011, < (32 16)1/!2—07

som har Igsning i, = (_1 ) Normaliserer vi disse far vi

2

a0 ()

Siden de tilhgrende singul@rverdiene o1, 0, er positive, kan vi definere vy, v,
direkte:

1! 1 1!

1
v = —Au; = — [0, v = —Au; = —

0
01 V2 1 02 V2 -1

Dette gir den reduserte SVDen
A= (v va2)diagy,(01,0) (1 ua)”

/52 1/v2 (3¢To 0)(2/¢§ 1/ﬁ)
NN 0  V10)\1/v/5 =2/5)

Dersom vi var bedt om 4 finne den fulle SVDen til A, matte vi kompletterert
vektorene (v1, v2) med en tredje vektor vs slik at (vy, v, v3) var ortonormal.
Ved inspeksjon ser vi at vektoren

gjér jobben. Vi far dermed den fulle SVDen

A= (v1 Va v3) diags,, (01, 02) (u1 uz)*
1/v/2 1/4/2 0\ (3J10 0

1 0 V10
1/¥2 =1/v/2 0 0 0 N5 =2/V5

Dimensjonen til kjernen til 4 er lik antall singulerverdier som er lik 0, som er
0. Dimensjonen til bildet til A er lik antall positive singul@rverdier, som er 2.
Operatornormen er lik stgrste singulerverdi, sa A = 34/10.



Lgsning pa oppgave 14.
(i) LaA; = 1 0og A, = 1/2. Vi finner de tilhgrende egenvektorene 11 og u; til A. Vi

har
9 3 2
0=(A—A1-Lu; = (_142 —5) " < e (_3)

og

0=(A—hrDu = (_152 —9/1) e eE (_2) |

Omvilar R := (uy uz) = (_é _z), far vi R71 = (_g _3) Vi far

dermed diagonaliseringen
A= 2 3\(1 O 5 3
“\=-3 =5)\0 12)J\-3 =2)

(ii) Lgsningen er gitt ved xx = A¥x, som vi kan forenkle ved hjelp av diagonalise-

ringen:

k1. (2 N [(1F o0 5 3\ (-1

Y = RDTRx0 = (—3 —5) (o 2 J\-3 —2J\ 2
(2 3\(1 O 1
T \-3 —=5)\0 12k ]\ 1
(2 3 1 (2 3 1
T \=3 5)\=12k ) T3 —5) \—1)2%
[ 2=3/2F
T3 45020 )

(iii) Nar k — oo vil x; konvergere mot u; = (_23), egenvektoren tilhgrende egen-

verdien 1.

Lgsning pa oppgave 15.
(a) Listen 98 := (u1,us,us3) har tre elementer og spenner V, sd vi mé vise at
listen er line@rt uavhengig. La oy, a», o3 € R vere slik at

3 o1
a1 + oy
0= oAU =
I; Kk o1+ o + a3
B ay +op +as

Av fgrste ligning er ¢y = 0; av andre ligning er dermed a», = 0; og av tredje
ligning er o3 = 0. Dermed er listen linezrt uavhengig.

(b) Vi bruker Gram-Schmidt pa 9B:

1

. Ui 111
1= = - ,

lutle 2|1

1




0 1 —3/a
1 3111} 1/4
1 2201 | val”
1 1 1/4

U 1

Uy = up — (U2 - V1)V = (
-3
B 1
021l 2 2«/_ }

Uz == u3 — (U3 - v1)v1 — (U3 - V2)v2

0 1 -3
o] ]2 |
1 211 2v32v3] !
1 1 1
0
=7
= 1/3 ,
1/3
0
_ U3 . 1 -2
o3l V6| !

1

Gram—Schmidt-prosedyren garanterer at den nye listen er ortonormal og har
samme spenn som den opprinnelige. Altsa er (vq, vp, v3) en ortonormal basis
for V.

Lgsning pa oppgave 16.
(a) Vihar f(t) = e ' fort € (—m,0) og f(t) = e’ fort € (0, 7), s&

1 - 1 0 ) p '
_/ f(®)ex(t)dt = _(/ e~ te ikt gy +/ ot o ikt dl)
2 27 \J_, A

1 X
R / —t(1+lk) d[+/ et(l—lk) dt
2w 0

1 /1= mA+ik) N em(1=ik) _ 1
22\ —(1+ik) 1—ik

1 errenrk 1 erre—iﬂk -1
ZZ( T+ik T 1—ik )
1 e”(—l)k—1+e”(—l)k—1
T 27 1+ik 1—ik ‘

Om gnskelig kan dette forenkles videre til

A

S

»em(-DF -1
=i ry

10



Dermed er fourierrekken til f

e"(—DF—1 ,,
2 1+ k2) ¢ E

keZ

Siden f er kontinuerlig, vil fourierrekken til f konvergere mot f i L?-normen.

(b) Vi pastar at g er to ganger kontinuerlig deriverbar pa T.

Lintervallet (—, ) er funksjonen g en komposisjon av to ganger (egentlig uen-
delig mange ganger) deriverbare funksjoner, og er dermed to ganger deriverbar.
Vi har

g'(t) = —2cos(t) sin(z), g (t) = 2sin?(t) — 2 cos?(1),

sa i endepunktene 1 = £ har vi

g(—flf) = l» g/(—]l') = 07 g//(—ﬂ) = _2!
g(m) =1, g'(m) =0, g'(m) = -2.
Altsd er g, g’ og g” ogsa kontinuerlig i 1 = =, s g er to ganger konti-

nuerlig deriverbar pé hele sirkelen. Dermed oppfyller g kravet i teoremet om
uniform konvergens av fourierrekken. Siden uniform konvergens impliserer L2-
konvergens, konvergerer fourierrekken ogsa i L2-norm.

Lgsning pa oppgave 17. Vi bruker dimensjonssatsen:
dimim 7 4 dimker 7 = dim U.

Dersom T er injektiv, er dimker 7 = 0, sa dimim 7 = dimU = dim V. Men da ma
imT = V,sa T er surjektiv. Dersom T er surjektiv, er im7 = V, sa dimkerT =
dimU —dimim 7T = dimU —dimV = 0, sa T er injektiv.

Lgsning pa oppgave 18. Om (-, -)7 er et indreprodukt, vet vi spesielt at {(u,u)r > 0
for alle u # 0. Altsd er (Tu, Tu) > 0 for alle u # 0. Siden (T'u, Tu) > 0 hvis og
bare hvis Tu # 0, kan vi altsa slutte at Tu # 0 for alle u # 0. Altsa er ker T = {0},
som er ekvivalent med at 7" er injektiv.

Anta motsatt at 7" er injektiv. Vi har

(u,u)r = (Tu,Tu) >0 Yuel,

ogom (u,u)yr = O0er (Tu,Tu) = 0, det vil si Tu = 0. Men T er injektiv, sa u = 0.
Linearitet og konjugatsymmetri beviser man som vanlig:

(au + Bv,w)r = (T(au + Bv), Tw) = («Tu + BTv, Tw)

a{Tu, Tv) + B(Tv, Tw) = (u,w)r + (v, w)T,

og

(u,v)r = (Tu, Tv) = (Tv, Tu) = (v,u)T.

Lesning pa oppgave 20.

11



(a) La T:R* — R* vare den linezre avbildningen

(05} 0

o 0
T =

a3 aq

04 (0%

Om (e, e2, e3, e4) er standardbasisen i R*, er da

im7T ={Tx:x e RY = T(aje; + -+ aseq) 1y, ...,04 €R}
= {06183 + azeq P 01,...,04 ER}
= span(es, e4),

mens

kerT = {x e R*: Tx =0}
={aje1 + -+ ageq:q,...,04 € Rogaje; + azeq = 0}
={aje1 + -+ ageq 0y, 0 =0o0gas, oy e R}
= {Oé3€3+---+0{4€420[3,0l4 ER}

= span(es, e4).
AltsaerimT = kerT.
(b) Om T € L (R>) erslik at ker T = im T, far vi av dimensjonssatsen at
5=dimR’> = dimker T + dimim 7 = 2dimim T.
Venstre side er et oddetall, mens hgyre side er et partall — en selvmotsigelse.

Lesning pa oppgave 22. Nei, de er ikke ekvivalente. Anta motsatt at de er ekvivalente;
da finnes en C > Oslik at ||a||; < Cl|alleo foralle a € £1(R). Lan € N og definer

a=(1,...,1,0,...).
~———

n ganger

Daer |lal; =n og |lallcc = 1,58 vi farn < C. Men om vi velger n > C gir dette en
selvmotsigelse.

Lgsning pa oppgave 23.

(a) Foru,v € Eer

|f) = f@)] = [l =zl = v —zll] < | —2) = (v =2)|| = [lu—v]|

(der vi har brukt den omvendte trekantulikheten). Altsa er f Lipschitz-kontinuerlig,
sa f er kontinuerlig.

(b) f er en kontinuerlig funksjon pa en lukket, begrenset mengde i et endeligdi-
mensjonalt normert vektorrom, s f antar et minimum i et punkt v € E. Altsa
er f(v) < f(u) foralle u € E, som var det vi gnsket.
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Lgsning pa oppgave 25. Siden T er selvadjungert og U er endeligdimensjonalt, sier
spektralteoremet at det finnes en ortonormal basis (41, ..., u,) for U slik at

n
Tu = Zkk(u,uk)uk YueU,
k=1

der A1,...,A, € Reregenverdier for T, og uq,

., U, er tilhgrende egenvektorer.
Anta forstat Aq, ..

., A, > 0. For en ikke-null u € U er da

(Tu,u) (Zk 1 A ug)ug, u Z)Lk u, ug ) (U, u)
—Z)tkuuk U, Ug) Zlk’uuk
k=1
Siden u # 0, er minst ett av tallene (u, uy ) ikke-null, la oss si ledd k = m, sa

(T, u) > Ao (u, um)|* > 0.

Anta motsatt at (T'u, u) > 0 for alle ikke-null ¥ € U. Lar viu = uy for en vilkarlig
k, far vi

0 < (Tug, ug) = (Aguk, ug) = A |Jugl*.

Deler vi pa |lu ||? pa begge sider fr vi A > 0.
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