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Om dette notatet

Jeg har skrevet dette notatet med en forventning om at du som student kommer pa
forelesninger og at du jobber aktivt med stoffet. Du vil finne hele MAT1125-pensum i
notatet, men du vil ikke finne utfgrlige forklaringer eller motivasjoner for stoffet. For
dette ma du komme til forelesning. Det vil vaere en fordel & ha lest (eller i alle fall
skumlest) de relevante seksjonene fgr forelesning.

I hvert kapittel finner du flere oppgaver spredt rundt om i teksten, markert med en
Hver gang du ser en slik oppgave i teksten, méa du stoppe opp og prgve a lgse
den! Du vil finne Igsninger pa de fleste oppgavene i Tillegg D bakerst i dette notatet.
Om du star fast pa en oppgave, ta en rask kikk pa lgsningsforslaget, og forsgk a lgse
oppgaven pa nytt.

Matematisk tekst er ikke noe man bare leser, det er noe man ma jobbe seg gjennom;
det er bare ved & trene pa stoffet at du faktisk vil forsta det. S& finn fram penn og papir
og sett i gang!
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0 REPETISJON OG NOTASJON

0.1 Repetisjon fra MAT1105

0.1.1 Matriser og vektorer

En reell n-tuppel (eller bare n-tuppel) er en ordnet liste av reelle tall (xy,...,x,). Vi

betegner ofte n-tupler som x = (xy, ..., X,). | MAT1105 uthevet vi gjerne vektorer slik

x eller slik X, men fra nd av kommer vi ikke til & utheve vektorer. Du ma derfor selv

holde rede pa om et symbol refererer til et tall, en vektor, eller noe annet. (Men det vil

nesten alltid vare tydelig ut ifra sammenhengen hva slags objekt et symbol refererer til.)
En reell matrise (eller bare matrise) er en rektanguler tabell av reelle tall,

a1 a1z vt din
az1 422 o danp

A= . X . . . 0.1.1)
Am,1 Adm,2 Am,n

En m x n-matrise er en matrise med m rader og n kolonner (eller sgyler); vi sier den
har dimensjon m x n. En kvadratisk matrise er en matrise med like mange rader som
kolonner. Tallene a1,1,4a1,2, - ..,am,n e komponentene eller elementene til matrisen.
Indeksene ; x i subskriptene angir posisjonen til et element: Fgrste indeks er radnummer
og andre indeks er kolonnenummer. Vi slgyfer ofte kommaet nar det ikke kan lede til
misforstaelser: a ji.

En kolonnevektor (eller sgylevektor) er en n-tuppel skrevet vertikalt:

X1

Xn

En kolonnevektor av dimensjon n er dermed en n x 1-matrise. Dimensjonen av en
n-tuppel er antall komponenter i tuppelen (altsa n).

Diagonalen i en matrise er de komponentene som ligger langs den diagonalen
som begynner gverst til venstre og gar nedover mot hgyre. I matrisen (0.1.1) er dette
elementene a1, az,2, og sé videre, opp til enten a, , eller a,, ,, (avhengig av om
n < meller n > m). Den transponerte av en matrise er den nye matrisen vi far ved &
speile matrisen om diagonalen. For matrisen A4 i (0.1.1) er den transponerte dermed den
nye n X m-matrisen

a1 a1 ot Ama
AT a2 dazp o Am2
Ain A2n *°° Amn

Vi lar altsé radene i A bli til kolonneri A7, og vice versa.
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Kapittel 0. Repetisjon og notasjon 0.1. Repetisjon fra MAT1105

To matriser er spesielt viktige: nullmatrisen og identitetsmatrisen. Nullmatrisen av
dimensjon m x n er m x n-matrisen kun bestaende av 0-er:

0 --- 0

mxn — | : .o
0 --- 0

Nar dimensjonen m x n er tydelig ut fra kontekst, skriver vi ofte bare “0”. Identitets-
matrisen av dimensjon n er n X n-matrisen med 1-ere langs diagonalen, og 0-er ellers:

Pa samme mate som med relle tupler og matriser, kan vi definere komplekse n-tupler
og komplekse matriser, der komponentene kan veare vilkarlige komplekse tall.

Vi kan addere og subtrahere vektorer eller matriser med hverandre, safremt de har
lik dimensjon. Addisjon og subtraksjon gjgres komponentvis:

(A+B),;, =i +(B)ij. (A= B),; = (A)ij — (B)y.

Vi kan multiplisere matriser med skalarer, altsé reelle tall (eller komplekse tall for
komplekse matriser):

(aA)ij = Ol(A)ij

for en skalar & og en matrise A.
Produktet av en m x n-matrise A og en kolonnevektor x er en lineerkombinasjon
av kolonnene i A med koeffisienter (x)g:

(Ax); = > (A jx (k-

k=1

Produktet Ax er dermed en m-tuppel. Pa samme mate er produktet av to matriser A og
B av dimensjon hhv. m x n og n x p matrisen vi far ved & gange hver kolonne i B med
A:

(AB),; = Y ()i (B)y;-
k=1

Produktet AB er dermed en m x p-matrise. Et relatert produkt er prikkproduktet av to
n-tupler x, y € R,

n
Xoy =) Xk
k=1

En (kvadratisk) n x n-matrise A er inverterbar dersom det finnes en n X n-matrise
A~ slik at
AA = A7 A = 1,.

Matrisen A1 kalles inversmatrisen til A.



Kapittel 0. Repetisjon og notasjon 0.1. Repetisjon fra MAT1105

0.1.2 Determinanter

Determinanten er en nyttig funksjon som tar en kvadratisk matrise som argument og gir
tilbake et reelt tall (eller et komplekst tall, om matrisen er kompleks). Determinanten av
en 1 x 1 matrise er definert slik:

A= (a) = det(A) = a.

For stgrre matriser definerer vi det(A) rekursivt pa fglgende méte. For en n x n-matrise
A ogindekser j,k € {1,...,n},lar vi Aj; vere (n — 1) x (n — 1)-matrisen vi fir ved
a fjerne rad j og kolonne k i A. Vi har da

n

det(A) = Z(—l)j+1(A)_i1 det(A1).
j=1

For eksempel er determinanten av en 2 x 2-matrise gitt ved
det(A) = A11422 — A12421,
mens determinanten av en 3 x 3-matrise gitt ved

det(A) = A11(A22A33 — A23A32) — A21(A12433 — A13A432)
+ A31(A12423 — A1342,).

Determinanten har flere nyttige egenskaper. Vi nevner noen av de viktigste:
(i) det(I,) = 1 for enhver n
(ii) A er inverterbar hvis og bare hvis det(A4) # 0; isafall er det(A~') = 1/ det(A)
(iii) det(AT) = det(A)
(iv) det(AB) = det(A) det(B) for n x n-matriser A og B
(v) det(eA) = o™ det(A) for en n x n-matrise A og en skalar .

0.1.3 Linecere systemer

Et linecert system er en ligning pa formen
Ax =b 0.1.2)

der A er en kjent m x n-matrise, b er en kjent m-tuppel, og x er en ukjent n-tuppel. A
lpse systemet (0.1.2) vil si & finne en n-tuppel x slik at (0.1.2) stemmer.

Systemet (0.1.2) har alltid enten ingen, én, eller uendelig mange Igsninger, avhengig
av verdien av A og b. For kvadratiske systemer — det vil si nar m = n — kan vi finne
ut om systemet har én lgsning pa flere mater. De fglgende utsagnene er ekvivalente:

(i) systemet (0.1.2) har én og bare én lgsning for enhver n-tuppel b
(ii) A er inverterbar
(iii) det(A) # 0
(iv) hver kolonne i A er en pivotkolonne
(v) om y er en n-tuppel slik at Ay = 0,sama y = 0.
I alle tilfeller er lgsningen gitt ved x = A~'h.

vi



Kapittel 0. Repetisjon og notasjon 0.2. Notasjon

0.1.4 Egenverdier og egenvektorer

Om A er en (kvadratisk) n x n-matrise og A er en skalar, sier vi at A er en egenverdi av
A dersom det finnes en n-tuppel x som ikke er null-vektoren og som er slik at

Ax = Ax.

Vi kan (i prinsippet) finne alle egenverdier til A ved hjelp av det karakteristiske polyno-
met til A. Dette er definert som

p(t) == det(A—1tl,)  for skalarer 7.

Det karakteristiske polynomet er alltid et n-tegradspolynom. Et tall A er en egenverdi
av A hvis og bare hvis p(1) = 0 (dette fglger av ekvivalensen (iii) < (v) i forrige
seksjon). Om vi kan finne alle rgttene til p (det vil si alle skalarer A der p(A) = 0), har
vi dermed funnet alle egenverdier til A. Merk at det kun finnes formler for rgttene av
n-tegradspolynomer for n < 5, sa denne framgangsmaten fungerer kun for relativt sma
matriser.

0.2 Notasjon

0.2.1 Komplekse tall

Om x = a + ib er et komplekst tall, er R(x) = a den reelle delen og J(x) = b den
imaginzre delen av x.

0.2.2 Definisjoner
Vi bruker symbolet := (uttales “definert som”) for & definere nye symboler. Uttrykket
X :=2m

[T L]

(uttales “x er definert som to pi”) betyr at hver gang vi skriver “x”, mener vi “27z”.
Dette ma ikke forveksles med utsagnet

x =2

som betyr “x har verdien 27r”. Det sistnevnte kan vare sant eller usant, avhengig av den
faktiske verdien til x.

0.2.3 Restriksjon

Om f: A — B er en funksjon, og E C A er en delmengde av A, er f|E den nye
funksjonen f ’ g+ E — Bgittved

flg(x) = f(x) forxeE.

Funksjonen f | g er restriksjonen av f til E.

vii



Kapittel 0. Repetisjon og notasjon 0.2. Notasjon

0.2.4 Indeksering

En m x n-matrise A er en tabell med m rader og n kolonner. Komponenten i rad j og
kolonne k betegnes som (A); x eller (ndr det ikke kan lede til misforstaelser) (A) .

Motsatt, om ax er gitte tall for alle j = 1,...,mogk = 1,...,n, kan vi bygge
m x n-matrisen med disse komponentene med notasjonen
A= (aj,k)_,'=1 ,,,,, m (0.2.1)
k=1,...,n

eller (nar dimensjonen m X n er klar fra kontekst)

A= (aj,k)j,k'

Kommaene kan slgyfes om det ikke kan lede til misforstaelser.
P4 samme mate som med matriser, skriver vi (a;);—1,..., nar vi mener kolonne-
vektoren av dimensjon » med komponenter ay, . .., a,. Vi skriver noen ganger istedet
\n
(a; )_,'=1~
Med denne notasjonen kan vi skrive nullmatrisen som

Omxn = (0)j=l ..... m-

=1,...,n

Den transponerte av matrisen A i (0.2.1) er n x m-matrisen

0.2.5 Mengder av matriser

Vi lar My, x» (R) betegne mengden av alle m x n-matriser med reelle elementer. (I
MATI1 105 betegnet vi denne mengden R™*".) Mer generelt, for en kropp K (se Defi-
nisjon 1.1.1) lar vi My, (K) betegne mengden av alle m x n-matriser med elementer
i K. For kvadratiske matriser (som har like mange kolonner som rader) skriver vi
My (K) == Myxn (K).

0.2.6 Kronecker delta

Kronecker delta er funksjonen gitt ved

5., — 1 omj=k
k= 0 ellers.

Vi skriver 6 j; om det ikke kan misforstds. Med denne notasjonen kan vi enkelt definere
identitetsmatrisen i M, (R) som

In = (8jk)j,k=1,...,n'

Kronecker delta ma ikke forveksles med Dirac delta (ogsé kalt “Dirac-funksjonen”,
“Dirac-malet” og “Dirac-distribusjonen”), som er noe helt annet, og som du lerer i et
kurs i malteori.

viii



Kapittel 0. Repetisjon og notasjon 0.2. Notasjon

0.2.7 Blokkmatriser
Gitt matriser A, B, C, D kan vi bygge en stgrre matrise ved hjelp av blokkmatrise-

notasjon:
A| B
Cc|D )’

For at dette skal gi mening, ma A og B ha samme antall rader; C og D ha samme antall
rader; A og C samme antall kolonner; og B og D ha samme antall kolonner. Om for

eksempel
1 4 -1 3 -8
A‘(z 3 5) og D—(4 4)’
blir
1 4 -1 1 O
A I 23 5 0 1
0x3| D) |0 0O 0 3 -8
0 0 0 4 4
0.2.8 Standardbasisen
Standardbasisen i R" bestar av vektorene ey, ..., e, € R" gitt ved
0
e; = 1 s
0
der 1-tallet er i rad j. Dette kan ogsa skrives som ej = (Sjk)zzl. Vektorene eq, ..., ey,

kalles ogsa ofte enhetsvektorene eller koordinatvektorene i R™.

ix



1 VEKTORROM

For vektorer i R” har du leert a addere vektorer og & multiplisere dem med skalarer:

* 2u
\
\ eu+v
\\ i
\
*M \
1 \
\ /,JU
\ -
-
0&”

Vi uttrykker vektorene i et koordinatsystem, og adderer respektive komponenter, eller
ganger hver komponent med skalaren:

e 2u = (2”1,2%2)

e U + U= (uy + vi,uz + v3)
\ \

Y u = (uy,uz) i
\ T

\
\

v =(v1,v2)

\ --T
0né&-"
0 e

Vi definerer altsa addisjon og skalarmultiplikasjon i R” ut fra koordinatsystemet de er
uttrykt i. Men det viser seg at disse operasjonene er uavhengig av hvilket koordinatsystem
vi velger:

¢ 2u e 2u
\ \ \
i U+ ' U+ V.
“ \ ‘\ \ \
\ \
*M \ *u s
\ ' 0 \
\ /bv \ ’,»51)
\ _ - 1 T _\- Y
\ T \ Y- A7
0= o0&

Det essensielle er ikke selve koordinatsystemet, men at operasjonene defineres rela-
tivt til et fast punkt, et origo. Enhver generalisering av R” og konseptet “vektorer”
ma derfor inkludere et objekt “0”, og en konsistent definisjon av vektoraddisjon og
skalarmultiplikasjon relativt til objektet “0”.
I dette kapittelet introduserer vi generelle vektorrom. Vi skal se at mange (men
ikke alle) vektorrom har en basis, og at hver basis svarer til et koordinatsystem for

vektorrommet. Vi skal ogsa se at basiser gir opphav til en grunnleggende karakteristikk
ved et vektorrom, dimensjonen, som vil vare et viktig verktgy senere.



Kapittel 1. Vektorrom 1.1. Vektorrom og underrom

1.1 Vektorrom og underrom

1.1.1 Definisjon (Kropp). En kropp er en mengde K utstyrt med to operasjoner +
(“addisjon”) og - (“multiplikasjon”) fra K x K til K, slik at for alle o, 8,y € Ker
felgende oppfylt:

(i) Addisjon er assosiativt:
(@+p)+y=a+(B+y) og (x-p)-y=a-(B-y).
(ii) Addisjon og multiplikasjon er kommutativt:
a+pB=F+a og a-B=p-c.
(iii) Multiplikasjon er distributivt med hensyn pa addisjon:
a-B+y)=a-fta-y.

(iv) Det eksisterer to elementer 0 € K og 1 € K (den additive og multiplikative
identiteten) slik ata + 0 = a og o - 1 = « for alle o € K.

(v) Alle @ € K har en additivt invers, det vil si et element —o € K slik at o + (—a) =

0.
(vi) Alle @ # 0 har en multiplikativ invers, det vil si et element o~ ! € K slik at
a-al=1.

Elementene i K kalles skalarer. Vi skriver ofte a8 istedenfor « - 8 og «/f istedenfor
o - B~1. Nér vi skriver @ — B mener vi o + (—p).

1.1.2 Oppgave. Fra MAT1100 husker du mengdene

N := {alle naturlige tall} = {1,2,3,...},

Z = {alle heltall} = {...,—=2,1,0,1,2,...},

Q := {alle rasjonale tall} = {p/q : p.q € Z og q # 0},
R := {alle reelle tall},

C := {alle komplekse tall}.

Forklar hvorfor Q, R og C er kropper. Er N eller Z kropper?

1.1.3 Definisjon (Vektorrom over K). La K vare en kropp. Et vektorrom over K er
en mengde U utstyrt med en operasjon + fra U x U til U (“vektoraddisjon”) og en
operasjon - fra K x U til U (“skalarmultiplikasjon”) slik at for alle u,v,w € U og
a, B € Ker fglgende oppfylt:

(i) Vektoraddisjon er assosiativt:
u+v)+w=u+ v+ w).
(ii) Vektoraddisjon er kommutativt:
U+v=v+u
(iii) Skalarmultiplikasjon er distributiv med hensyn pa vektoraddisjon:

a-U+v)=a-u+o-v



Kapittel 1. Vektorrom 1.1. Vektorrom og underrom

(iv) Skalarmultiplikasjon er distributivt med hensyn pé addisjon i kroppen:
(a+pB)u=a-u+p-u.
(v) Skalarmultiplikasjon og multiplikasjon i kroppen er kompatible:
(@B)-u=a-(f-u).

(vi) 1-u=u foralleu e U

(vii) Det eksisterer et element Oy € U (nullelementet) slik at u + Oy = u for alle
uelU

(viii) Alle u € U har en additivt invers, det vil si et element —u € U slik at u + (—u) =
Oy.

Elementene i U kalles vektorer. Som med kropper skriver vi ofte cu istedenfor o - u.

Nar det ikke kan lede til misforstéaelser skriver vi O for nullelementet Ogy. Nar vi skriver

u — v mener vi u + (—v).

Ved hjelp av egenskapene (i)—(viii) (ogsa kalt aksiomene for vektorrom) kan vi
bevise andre “naturlige” egenskaper:

1.1.4 Proposisjon. La U vere et vektorrom.

(i) Det finnes kun ett nullelement.

(ii) For enhver u € U er elementet —u unikt.
(iii) Omu +v =w,eru =w — 0.

(iv) a -0y =0y forallea € K.

(v) 0-u =0y foralleu € U.

(vi) (—=1)-u = —u foralleu e U

Bevis. Vi viser bare (i) og (iv), og overlater resten som [oppgaver til leseren.

(i) Anta at bade Oy og O/U er nullelementer. Da er

0 "= 0y + 0y Z 0y, + 0y = 0,

sa nullelementene er like.
(iv)
0" Za -0y — (@-0py) "= «- 0y + 0y) — (@ - 0p)
(g)(OWOU +Ol~0U)—(Ol-0U) 2Ol'OU + (a-OU—(Ol-OU))

(viii)

o0y + 0y (éﬁ)a-OU.
|

Proposisjon 1.1.4, sammen med aksiomene for vektorrom, viser at vi kan gjgre
“vanlig algebra” med vektoruttrykk — gange med en skalar pa begge sider, flytte ledd til
den andre siden av likhetstegnet, gange ut parenteser, og sa videre.
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1.1.5 Oppgave. Bevis fglgende pastander. Husk at du ogsa ma sjekke at vektor-
addisjon og skalarmultiplikasjon er veldefinerte operasjoner — altsa athvisu, v € U
oga €K, vilogsau +velUogaucl.

(a) For enhver n € N er R” et vektorrom over R, der vi definerer vektor-
addisjon og skalarmultiplikasjon komponentvis, som vi gjorde i MAT1105.
(b) Mengden C” av alle n-tupler av komplekse tall er et vektorrom over C.

(¢) Mengden M,,x,(R) av alle m x n-matriser med elementer i R, er et
vektorrom over R. Likeledes er My, x, (C) et vektorrom over C.

(d) La I < R vere et intervall (for eksempel I = [0, 1] eller I = R) og
definer
C°(I,.R):={f:1—R: f erkontinuerlig}.

(Vi skriver ofte bare C istedenfor C°, og ofte C°(I) istedenfor C°(1,R).)
Daer C O(I ,R) et vektorrom over R, der vi definerer vektoraddisjon og

skalarmultiplikasjon punktvis: (f4+g)(t) = f(¢)+g(t) og (f)(t) = af(?)
fort € I.

(e) Mengden
P = {alle reelle polynomer}

er et vektorrom over R. (Et reelt polynom er en funksjon f: R — R pa
formen f(x) = ag + at +--- + axt* forallet € R, der ay. ... ,a; € R.)

(f) Lam e Ny og definer
P = {alle reelle polynomer av grad hgyst m}

Da er &P, et vektorrom over R. (Graden til et polynom f(x) = ag + at +
-+ + agt® er det stgrste tallet j € Ny som er slik at a; # 0. Vi definerer
graden til nullfunksjonen til a vaere 0.)

(g) Det trivielle vektorrommet
U = {0}

er et vektorrom over en hvilken som helst kropp K. (Her har det ingenting a
si hva slags objekt “0” er, sa lenge man definerer 0 + 0 = 0 og «0 = 0 for
alle o € K.)

1.1.6 Definisjon (Underrom). La U veare et vektorrom over K. En ikke-tom delmengde
V C U eretunderrom av U dersom V er lukket under vektoraddisjon og skalarmulti-
plikasjon, det vil si

(i) u+veV foralleu,veV

(ii) au € V foralleu € V oga € K.

1.1.7 Eksempel. La
U:=R> og V:={(2rr):re]R}. v

Daer U et vektorrom over R, og V' et underrom av 0
U |(bevis dette!).
O
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1.1.8 Oppgave. La U vere et vektorrom.
(a) La V vere et underrom av U . Bevis at V' i seg selv er et vektorrom.

(b) La V; og V, veere underrom av U, ogla W := V; N V,. Vis at W ogsa er
et underrom av U.

1.2 Lister av vektorer

1.2.1 Definisjon. La U vere et vektorrom. En liste av vektorer er en tuppel (uy, ..., uy,)
av vektorer uq,...,u, € U.Om B = (uy,...,u) 0g € = (v1,...,vy) er to lister
av vektorer, skriver vi 8 C 6 dersom

uj €{vy,..., vt foralle j =1,...,n,

altsd at hver vektor i 9B ogsa forekommer i 6. Vi sier at ‘6 er en stgrre liste enn 9B.
Merk at alle lister ma inneholde minst én vektor, og kan inneholde kun endelig mange
vektorer.

1.3 Linezr uavhengighet

1.3.1 Definisjon. La U vare et vektorrom over K, og la 98 = (uq,...,u,) vere en
liste av vektorer i U. En lineewrkombinasjon av 9B er et uttrykk pa formen

o Uy + -+ oy, deray,...,a, € K.
Spennet til 9 er mengden av alle linezerkombinasjoner av 8,
span(9B) = {aqus + -+ epp 1y, ..., ap € K}.

Om V C U er en delmengde sier vi at B utspenner V dersom span(PB) = V.
sy + 2u;

oy +u2

Uz 4 ‘ ‘ ‘:
. 2M1
‘ Uy :

0

1.3.2 Oppgave. La U vere et vektorrom og B = (u1,...,u,) en liste av vektorer
i U. Vis at span(2B) er et underrom av U.

1.3.3 Definisjon (Linear uavhengighet). La U veare et vektorrom over K og la % =

(u1,...,uy,) vere en liste av vektorer i U. Vi sier at 9B er lineert uavhengig dersom
fglgende implikasjon er sann for alle oy, ..., o, € K:
Ol]u1+"'+anun=() = alz...zanzo_

Vi sier at B er lineert avhengig hvis den ikke er lineert uavhengig, det vil si at det
finnes o1, ..., o, € K som ikke alle er lik 0, og som er slik at

auy + -+ azu, = 0.



Kapittel 1. Vektorrom 1.3. Linear uavhengighet

1.3.4 Oppgave. La K veare en kropp, for eksempel R eller C.

(a) Laey := ((1)) og ey = ((l)) Vis at listen (eq, e;) er lineaert uavhengig
i K2

(b) Generaliser forrige oppgave til listen (e1, ..., e,) K", dere; = (8;x)f_,
(se Seksjon 0.2.8).

1.3.5 Oppgave.
(a) Vis at hvis (ug,...,uy) er lineert uavhengig, er ingen av vektorene
Ui, ..., Uy lik nullvektoren.
(b) Vis at fglgende er ekvivalent med at (u1, ..., u,) er lineert uavhengig:
minst én av o, ...,y erulik0 = ojug + - + ayu, # 0.
(¢) Vis at fglgende er ekvivalent med at (41, ..., u,) er lineert avhengig:
en av vektorene u1, ..., U, er en lineerkombinasjon av de andre.

(Se ogsda Lemma 1.3.6.)

Fglgende resultat vil vaere nyttig for & bestemme om en liste er linezrt uavhengig.
Det sier at en liste av ikke-null vektorer (u1, ..., u,) er lineert uavhengig hvis og bare
hvis hver av vektorene uy ikke er en lineerkombinasjon av de foregdende vektorene
Up,...,Ur_q 1listen.

1.3.6 Lemma. La (41, ...,uy) veere en liste av ikke-null vektorer i U. Da er fplgende
ekvivalent:
(i) (uy,...,uy) erlineert uavhengig

(ii) ug ¢ span(uy, ..., ugp—q) fork =2,...,n.
Bevis. Dersom n = 1 er begge utsagn automatisk sanne. Vi antar derfor at n > 2.

(i) = (ii) Anta motsatt at uy € span(uq,...,u;—1) forenk € {2,...,n}, slik at det
finnes skalarer oy, ..., o1 slik at

U = Uy + -+ O Ug—1.

Daer
iy + -+ agur =0

der oy = —1, som motsier at (u1, ..., uy,) er lineert uavhengig.
(i) < (ii) Laay,...,a, vere skalarer slik at
Uy + - + oyu, = 0.

Enten er alle skalarene lik 0, eller sd er iy # O forenk € {1,...,n}. Lak vare
den stgrste slike indeksen, slik at

Uy + -+ agup =0, og ar # 0.
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Denne indeksen k mé minst vere lik 2, for ellers er &y 7# 0 men aju; = 0, slik
at u; = 0, som motsier antagelsen om at vektorene er ulik 0. Lgser vi for uy far
vi

a1 Qf—1
U = ——U] — =+ — Uk—1-
(4773 0773
Men da er uy € span(uy,...,Ug—1), SOM motsier (ii).
[ ]
1.3.7 Lemma. La 9B = (uy,...,uy) vaere en liste avn > 2 vektorer i U, og anta

at én av vektorene er en linecerkombinasjon av de andre: uy € span(R’), der B’ =
(U1, o Ug—1, Ufy1s---,Up). Daer

span 9B’ = span 8. (1.3.1)

Som et korollar gjelder det at for enhver liste av vektorer B slik at span B # {0}, finnes
en mindre liste € C 9B som er linecert uavhengig og som er slik at span 9% = span 6.

Bevis. Vi trenger kun 4 vise at span 9B’ D span 9B, for inklusjonen “C” fglger av at 5B

er en stgrre liste enn 98’. Om w € span B, finnes 1, . .., oy slik at
n
w = Z Otj u,-.
j=1
Siden uy er en linezrkombinasjon av 98’, finnes skalarer B, ..., Br—1, Bk+1,---»Pn

slik at ug = > 44 Bju ;. Dermed er

w = Za,uj = Za,u, + opuy = Za,u, —kaZ,B,uj = ZVJ”J

J#k J#k J#k J#k

dery; == aj + agf;. Altsa er w € span B'. Dette beviser (1.3.1).

Det gjenstar & bevise korollaret. Dersom 98 er lineart uavhengig, lar vi 6 := 9% og
vi er ferdig. Om 9B er lineart avhengig, finnes det (av negasjonen av Lemma 1.3.6) en
k €{2,...,n}slik at uy € span(uy,...,ur_1). Dermed er ogsa

Uy € span(%By), der By i= (U1 U1 Ufd s s Up).

Av (1.3.1) er da span B = span ZB;. Om B, fremdeles er linert avhengig gjentar vi
prosedyren flere ganger og far lister 98 D 9B D %B, O --- D 9B, med samme spenn.
Siden 9B har ikke-trivielt spenn, inneholder den minst én ikke-null vektor, sd denne
prosedyren ma ende etter hgyst m < n steg (for etter n — 1 steg star vi igjen med en liste
av én ikke-null vektor, som derfor er line@rt uavhengig). Vi kommer da til slutt fram til
en ikke-tom, linezrt uavhengig, mindre liste ‘6 := 9, med samme spenn som 9. W

1.4 Basis og dimensjon

1.4.1 Definisjon (Basis). La U vare et vektorrom. En basis for U er en liste (eq, ..., ey)
av vektorer i U som er linezrt uavhengig og som utspenner U .
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1.4.2 Oppgave. Vis at standardbasisen i K" (se Seksjon 0.2.8) er en basis for K”.
Hint: Se Oppgave 1.3.4.

1.4.3 Definisjon. Et vektorrom er endeligdimensjonalt hvis det utspennes av endelig
mange vektorer; ellers er det uendeligdimensjonalt. Det trivielle vektorrommet {0}
defineres som endeligdimensjonalt.

Sagt med andre ord: Et vektorrom U er endeligdimensjonalt om det eksisterer en
liste (u1,...,u,) av vektorer i U slik at

U = span(uy,...,uy).

1.4.4 Teorem. La U veere et vektorrom over K med en basis B = (eq,...,ey,). For
enhver u € U finnes da en unik n-tuppel (x1, ..., x,) € K" slik at

U =x1e1+--+ xpen. (14.1)
Vi betegner denne n-tuppelen som [ulg = (X1, ..., X,), 0g kaller den basisrepresenta-

sjonen av u i basisen .

Bevis. |Oppgave til leseren.l |

1.4.5 Oppgave.
(a) La6 = (ey,...,ey,) vere standardbasisen i K" (se Seksjon 0.2.8). Vis at

[x]le = x VY x € K".
(b) La U vere et vektorrom over K med en basis %8 = (f1,..., fu). Vis at

[fils =e; Vji=1,...,n

derey,...,e, ersomi (a).
1.4.6 Lemma. La (uy,...,u,) og (v, ..., Vy) vere lister av vektorer i vektorrommet
U. Anta at (uy,...,uy,) utspenner U, og (vy,...,Vy) er lineert uavhengig. Da er
m < n.
Bevis. Antamotsattatm > n.Siden (u1, ..., u,) utspenner U, finnes skalarer o, . .., oty
slik at
n
v = Z oju;j. (%)
j=1

Siden v # 0 (se Oppgave 1.3.5 (a)), ma minst én av skalarene vere ikke-null, la oss si
ay 7 0. Lgser vi (x) for uy, far vi

-1 -1
Up = o vl—Zoek aju;j.
i#k

Altsa ligger uy i spennet til listen

(Ul,ul,-u,uk—l,ukﬂ,--.,Mn), ()
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sé fra Lemma 1.3.7 kan vi da si at listen (%) ogsa utspenner U. Vi gjentar dette na
n — 1 ganger, og finner at listen

(V1,...,0p)
utspenner U. Men det betyr at v,4+; er en lineeerkombinasjon av (vq,...,v,), som
motsier antagelsen om at (vq,..., Uy, ..., Uy) er lineert uavhengig. Vi konkluderer
med at antagelsen m > n ma vare usann. |

1.4.7 Teorem. La U vere et endeligdimensjonalt vektorrom. Da er alle basiser for U
like store (det vil si: de inneholder like mange vektorer).

Bevis. |Oppgave til leseren. Bruk Lemma 1.4.6.| |

1.4.8 Definisjon (Dimensjon). La U vere et vektorrom over K. Dersom U er ende-
ligdimensjonalt, sier vi at dimensjonen til U over K (eller bare dimensjonen til U),
forkortet dim(U ), er antall vektorer i en basis for U. I grensetilfellet U = {0} definerer
vi dim(U) := 0. Dimensjonen til et uendeligdimensjonalt vektorrom U definerer vi
som dim(U) := oo.

1.4.9 Oppgave. La K vare en kropp oglan € N.
(a) Vis at dimensjonen til K” er n. Hint: Se Oppgave 1.4.2.

(b) Vis at vektorrommet M, (K) har dimensjon mn.

1.4.10 Proposisjon. La U veere et vektorrom og V et underrom av U. Da er dim(V') <
dim(U). Om U er endeligdimensjonalt, er dim V = dim U hvis og bare hvis V. = U.

Bevis. Om U er uendeligdimensjonalt, er pastanden at dim(V') < oo, som alltid er sant.
Anta derfor at U er endeligdimensjonalt, og la n := dim(U). Dersom V = V, := {0}
er dim(V) = 0 < n, og vi er ferdige. Ellers finnes en vektor e; € V \ Vp. Dersom
V = V; := span(e;y),erdim(V) = 1 < n, og vi er ferdige. Hvis ikke fortsetter vi denne
prosessen: Hver gang velger vien e, € V \ V,,—1 og definerer V},, := span(eq, ..., en).
Av Lemma 1.3.6 er vektorene (eq, .. ., e,) vi har funnet etter m steg lineart uavhengige,
fordi hver vektor er valgt utenfor spennet av de foregdende vektorene. P4 grunn av
Lemma 1.4.6 ma derfor m < n. Altsd ma prosessen ende etter hgyst n steg. Vi far da
V =V, = span(eq, ..., ey) ogdim(V) =m < n = dim(U).

Dersom dim(V) = dim(U), har V en basis med n elementer (eq, ..., e,). Dersom
V # U finnes en vektore, 1 € U\ V.Mendaer (ey, ..., ey, €,+1) line@rt uavhengig,
noe som (av Lemma 1.4.6) er umulig i et n-dimensjonalt vektorrom. Altsd ma U =
V. |

Fglgende korollar er nyttig nar vi skal vise at en liste er en basis: Nar vi allerede vet
hva dimensjonen av vektorrommet er, og listen var har riktig antall vektorer, er det nok
a vise at listen er linezrt uavhengig.

1.4.11 Korollar. La n € N, la U vere et n-dimensjonalt vektorrom, og la B =
(e1,...,ey) veere en liste av n vektorer i U. Da er fglgende ekvivalent:

(i) 9B er en basis for U

(ii) 9B er lineert uavhengig.
Bevis. Implikasjonen (i) = (ii) er automatisk. For den motsatte implikasjonen lar vi
V := span(9), som er et underrom av U. Da er 9B en basis for V, og siden 9 har n

elementer, er dim V' = n. Men U har ogsa dimensjon 7, sa av Proposisjon 1.4.10 ma
V = U, sa B spenner U. Altsa er B en basis for U. |
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1.5 Polynombasiser
Fra Oppgave 1.1.5 husker vi mengden av polynomer av grad hgyst n,
P, = {alle reelle polynomer av grad hgyst n}.
(Et reelt polynom er en funksjon p: R — R pa formen p(t) = ag + ait + --- + axt*

for alle t € R, der ay, ...,ax € R. Graden til polynomet p er det stgrste tallet j € Ny
som er slik at a; # 0. Graden til nullfunksjonen definerer vi som 0.)

y y=t/2
y=3/2
\ y=1t2/6—t/2+1/3
> 1

Figur 1.1: Grafen til forskjellige reelle polynomer i 9.

1.5.1 Den kanoniske polynombasisen

1.5.1 Proposisjon. Definer py: R — R som 1 P2
k 1 % P1
pot) =1, pr@)=t" VteR k=1,...,n. Do

Daer (po. ..., pn) en basis for Py, den kanoniske ,
polynombasisen (eller standardbasisen). 1

Bevis. Siden &, er definert som alle funksjoner pa formen
pt) =ao+ a1t + -+ ayt" =agpot) + a1 p1(t) + -+ + anpn(t) ViteR,

altsa lineerkombinasjoner av (po, cees pn), finner vi at %, = span(po, cees pn). Det
gjenstar a vise linesr uavhengighet. For k = 2,...,n vil span(po, ey Pk—l) be-
std av polynomer av grad hgyst k — 1, mens pj er et k-tegradspolynom, sa p; ¢
span(po. ..., pk—1). Av Lemma 1.3.6 er dermed (po. . . ., pn) line@rt uavhengig. M

1.5.2 Oppgave. Vis at
(@) dim%P, =n+1
(b) dimP = oo
(¢) dimC°R,R) = oo.

1.5.2 Newton-basisen

Det finnes flere nyttige polynombasiser enn den kanoniske. Fra MAT1105 husker vi
Newton-formen pa interpolasjonspolynomer: Polynomet av grad n som interpolerer en
funksjon f in + 1 forskjellige punkter fo, ..., t, er

p(t) = ao +ai(t —to) +aat —to)(t —11) + -+ + on(t —10) -+ (f —ln—1),

10
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der koeffisientene er gitt som dividerte differanser av f:

fla] = f@),

= 1o, ..., 1|, d tit1,..., i — tiy...,lji—
ar = flto k] er Fltieen )] = Sflti+1 ;]_{[l J 1].
j i

Om for eksempel n = 2 far vi

f)=f@) _ feD=rf(o)

tr—t 1 —t
(t —10)(t — 1)) —— S
1 — 1o

PO = o)+ 1 — 1)L

Newton-formen pa interpolasjonspolynomet gir et hint om at polynomer pa formen
(t —tg) --- (t — ty) utgjgr en polynombasis.

1.5.3 Proposisjon. Laty,...,t,—1 € R vere n forskjellige tall, og definer py: R — R
som

k—1
po) =1  p@=]Je-1,) VieR k=1...n. (1.5.1)
j=0
Da er (po, e pn) en basis for 9, Newton-basisen.
D1
1

Po

/ p2

: + + > 1

to I 1)

Bevis. Av Korollar 1.5.2 er dim%, = n + 1, og siden (po. ..., p) inneholder n + 1
elementer, holder det (av Korollar 1.4.11) a vise at denne listen er lineert uavhengig.
Om vi ganger ut uttrykket for py, ser vi at py er et polynom av grad k, for hver
k =0,1,...,n. Dermed er py ¢ span(po,..., px—1) for hver k. Av Lemma 1.3.6 er
derfor (po, ..., pn) lineert uavhengig. |

1.5.3 Lagrange-polynomer

En annen mate & uttrykke polynomet som interpolerer en funksjon f er ved hjelp av

Lagrange-polynomer. La ty, ..., t, vere n + 1 forskjellige reelle tall. De tilhgrende
Lagrange-polynomene er funksjonene
et =15
Li(t) = M VteR, k=0,...,n. (1.5.2)

Hj;ék(tk —15)

(Produktet i teller og nevner gér over alle j = 0,...,n bortsett fra j = k.)
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Merk at
(i) siden tallene ty, . .., t, er forskjellige, vil nevneren i (1.5.2) aldri vere lik 0
(ii) Lo, ..., Ly er polynomer av grad n

(iii) Li(t;) = 8y fork,l € {0,...,n}.

1.5.4 Oppgave. Bevis egenskap (i)—(iii).

Lagrange-formen av polynomet av grad n som interpolerer f i punktene ?o, ...,
erda
n
p@) =Y flt)Li(1). (1.5.3)
k=0

Dette er en linezerkombinasjon av n-tegradspolynomer, sa p er selv et n-tegradspolynom.
Videre er

n
ptj) =Y fte) Li(ty) = f(1)).
k=0 SN——
= Sjk
sa p interpolerer faktisk f itg,...,1,.
1.5.5 Proposisjon. Laty,...,t, € Rveren+ 1 forskjellige tall, og definer Ly, ..., Ly
somi(1.5.2). Da er (LO, e Ln) en basis for 9P, Lagrange-basisen.

Bevis. Som i beviset for Newton-polynomene, bestar listen (Lo, R L,,) avn + 1
elementer, og dim %, = n+ 1, sa det holder a vise at (LO, ey Ln) er line®rt uavhengig.
Anta at a, ..., a, € Rerslik at ZZ:O ax L = 0. Evaluer dette uttrykketi? =¢;:

n
0= ZakLk(tj) = ;.
k=0
=5k

Siden dette gjelder for j = 0,...,n, far viay, ..., o, = 0, som var det vi gnsket. H

1.5.6 Korollar. Forn+1 forskjellige tall ty, . . ., t, € R og tilhgrende verdier yy, ...y, €
R, finnes et unikt polynom p € Py slik at p(ty) = yr fork =0,...,n.

Bevis. |Oppgave til 1eseren.| Bruk (1.5.3) for eksistens og Proposisjon 1.5.5 for unikhet.
|

1.5.7 Korollar. La p € %, vere et polynom med n + 1 forskjellige rotter — det finnes
n + 1 forskjellige tall ty, . . . , t, € Rslik at p(tp),..., p(ty) =0.Daer p = 0.

Bevis. |Oppgave til leseren.l Bruk Korollar 1.5.6. ]

1.5.4 Legendre-polynomer

En siste polynombasis, som vi skal komme tilbake til i Kapittel 4, er Legendre-polynomene.
Disse kan defineres pa forskjellige mater, men vi skal bruke en rekursiv formel:

po(t) =1,

pi(t) =1,

pr() = 2t () = 5 pra(t) - fork =23,
fort € R.

12
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1.5.8 Oppgave. Vis at de fire fgrste Legendre-polynomene er gitt ved

pt)=1, pi@)=t  pt)=3>-1  pi@t)=31>-3¢

fort € R.

Det vil bli tydelig fgrst mye senere hvorfor Legendre-polynomene er interessante.
Vi ngyer oss her med & vise at Legendre-polynomene utgjgr en basis.

1.5.9 Proposisjon. For enhver n € Ny er p,, et n-tegradspolynom, og (po, ..., pn) er
en basis for P,,.

Bevis. Vi pastdr at py har grad k for enhver k € Ny. Det er klart at po og p; har grad
henholdsvis 0 og 1. Om utsagnet gjelder forn = 0,...,k — 1 foren k > 2, far vi at

Pr(t) = 1pk—1(t) — Pk—2(1),
N———— N——
—— N——
konstant ulik 0 grad k konstant grad k—2
sd pr har grad k. Beviset for at (po, ..., pn) er en basis for &P, fglger nd samme
argument som for Newton- og Lagrange-polynomene. |

1.6 Moteksempler i uendeligdimensjonale rom

Flere av resultatene i dette kapittelet — sarlig i Seksjon 1.4 — gjelder kun for endelig-
dimensjonale vektorrom, altsa de vektorrom som utspennes av endelig mange vektorer.
I denne seksjonen tar vi med noen eksempler pa uendeligdimensjonalt vektorrom og
hva som kan vare anderledes i disse. Denne seksjonen er ikke pensum i MAT1125.

1.6.1 Eksempel (Uendeligdimensjonale vektorrom). Du har sett i Oppgave 1.5.2 at
C°(R,R) er uendeligdimensjonal. Vi skal se her at ogsid rommet U := {?(R) (se
Oppgave 1.7.1 (d)) er uendeligdimensjonalt for enhver p € [1, 0o]. Trikset vi bruker
(som vi skal bruke igjen senere; se ogsa Oppgave 1.7.7) er a vise at for enhver n € N
finnes et underrom V' € U med dimensjon dim V' = n. Konklusjonen fglger da av at
dimU > dim V (se Proposisjon 1.4.10) for ethvert underrom V.

Laderforn e N,oglaay,...,a, € U vere fglgene

aj = (8k)gens

altsa fglgen der element nummer j er lik 1, og alle andre elementer er lik 0. Listen

(ay,...,ay) er lineert uavhengig, for om «y, ..., ®, € Rer slik at Z?:l ajaj =0,
ma
n
0= Za-i(Sjk)kEN = (Z?:l ajgjk)keN = (Oll,...,an,o,...).
j=1
Altsaer oy, ...,a, = 0. Dermed har V := span(ay, ..., a,) dimensjon lik n. O

1.6.2 Bemerkning (Basiser for uendeligdimensjonale vektorrom). Vi har definert en
basis til & veere en endelig liste med lineeert uavhengige vektorer (eq, . . ., e,) som spen-
ner vektorrommet. Ifglge denne definisjonen har ikke uendeligdimensjonale vektorrom
en basis. Kan vi likevel utvide basisbegrepet til & omfatte slike vektorrom?
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Kapittel 1. Vektorrom 1.7. Flere oppgaver

Som vi har sett, er basisdefinisjonen var ekvivalent med at det for enhver vektor u
eksisterer unike skalarer o1, ..., o, € Kslik at

n
u = E aje;.

J=1

En naturlig utvidelse til et uendeligdimensjonalt vektorrom ville derfor vere a si at en
uendelig lang liste (e, ez, . ..) er en basis dersom det for enhver vektor u finnes unike
skalarer oy, a5, ..., € Kslik at

o0
u=Zajej. (%)
i=1

Men her ma vi vare forsiktig. Du har leert i MAT1100 at en “uendelig sum” som i () er
det vi kaller en rekke, og at en rekke kun er definert dersom rekken konvergerer, altsa at
grenseverdien

N
lim E aie;
N—o00 £ e
Jj=1

eksisterer. For a gi mening til en slik grenseverdi, trenger vi en mate a male konvergens
pa (noe vi kommer tilbake til i Kapittel 3). Og i motsetning til endeligdimensjonale
vektorrom, kan det til og med hende at et uendeligdimensjonalt vektorrom ikke engang
har en slik basis. (Rommet £*°(R) er et eksempel — det er pa en mate “for stort” til 4
ha en basis.)

Poenget her er at studien av basiser for uendeligdimensjonale vektorrom er mye
vanskeligere enn for de endeligdimensjonale. Vi skal derfor ikke bruke tid pa dem her,
men heller komme tilbake til dem i MAT2400.

Vi nevner til slutt at slike basiser som i () kalles Schauder-basiser. En annen type
basis er Hamel-basiser, der man insisterer pa at hver vektor skal kunne uttrykkes som
en (unik) endelig linezerkombinasjon av basisvektorer. En slik basis ma ngdvendigvis
inneholde et ikketellbart uendelig antall vektorer. O

1.6.3 Eksempel (Et vektorrom med flere “like store” underrom). Om V' er et underrom
av et endeligdimensjonalt vektorrom U, vet vi av Proposisjon 1.4.10 at dim U = dim V'
hvis og bare hvis U = V. Hva om U er uendeligdimensjonalt?

LaU = {?(R) foren p € [1, o0] (se Eksempel 1.6.1 og Oppgave 1.7.1 (d)), og la
V € U vare underrommet

Vi={aeU:(a)y =0foralle k € N},

altsd mengden av alle fglger i £7 (R) hvor alle partallselementene er lik 0. Ved a bruke
samme triks som i Eksempel 1.6.1 kan man da se at dim IV = oo. Altsd har U og V “lik
dimensjon”, men de er helt tydelig forskjellige. (]

1.7 Flere oppgaver

Seksjon 1.1

14



Kapittel 1. Vektorrom 1.7. Flere oppgaver

1.7.1 Oppgave.

(a) La U vere et vektorrom over C. Vis at U da ogsa er et vektorrom over R.
Kan dette generaliseres til andre kropper?

(b) Om K er en kropp, er mengden
P (K) := {alle polynomer over K}
et vektorrom over K. (Et polynom over K er en funksjon f: K — K pa

formen f(x) =ag +ayt +--- —|—aktk for alle r € K, der ag, ...,a; € K.)
(¢) Mengden

C°(I,C):={f: 1 — C: f erkontinuerlig}

er et vektorrom over C.

(d) Forettall p € [1,00) ogenten K = Reller K = C, er £7 (K) et vektorrom.
Her definerer vi £7 (K), eller bare £7 (uttales “lille ell-pe”), som mengden

o0
£P(K) := lalle fglger (ay,as,...)iKslik at Z lag|? < oo}.
k=1

For eksempel ligger fglgen (k_l);ozl i £2(R), men ikke i £!(R). (Beviset for
at summen av to fglger fra £7 ogsa ligger i £? er vanskelig nar p > 1, men
forsgk med tilfellet p = 1.)

(e) ForK=RellerK =C,er

L®(K) = {alle folger (ay,as,...) i Kslik at sup |ag| < oo}
keN

et vektorrom over K.

1.7.2 Oppgave. Bevis at
(a) Py, er et underrom av P, narm < n
(b) %P, er et underrom av P
() P, 0g P er underrom av CO(R, R).

Seksjon 1.3

1.7.3 Oppgave. La 9P, vare vektorrommet bestdende av alle reelle polynomer av
grad 1 eller lavere (se Oppgave 1.1.5 (f)).

(a) La p(t) .= 10gq(t) :==t. Vis at listen (p, g) er linezert uavhengig.
Hint: Anta at a1, 0, € R er slik at o1 p + aaq = 0, og sett inn forskjellige
verdier for t for d vise at a1, 05 = 0.

(b) La p(t) ==t 4+ 3 0gq(t) =1t —3. Visat (p, g) er linezrt uavhengig.

(©) Lap(t) =t+1,q@) =3t +50gr(t):=2t—4. Visat (p,q,r) er
line®rt avhengig.
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Kapittel 1. Vektorrom 1.7. Flere oppgaver

1.7.4 Oppgave. Vi sier at to vektorer u og v i et vektorrom er parallelle dersom
en av vektorene er en multippel av den andre vektoren (sd u = av eller v = qu
for en skalar ). Forklar hvorfor dette er ekvivalent med at listen (u, v) er linezrt
avhengig.

Seksjon 1.4
1.7.5 Oppgave. La U vare n-dimensjonalt. Vis at enhver line@rt uavhengig liste av
vektorer i U kan utvides til en basis. Mer presist: Om (e, ..., ex) (foren k < n)er
lineert uavhengig, finnes exy1,...,e, € U slik at (eq, ..., e,) er en basis for U.

Hint: En “nedenfra og opp”-lgsning er d iterativt legge til listen en vektor som ikke
ligger i spennet til listen. En “ovenfra og ned”-lgsning er d begynne med d legge
til listen en basis for U, og sa bruke Lemma 1.3.6 og 1.3.7 for a fjerne overflgdige
vektorer.

1.7.6 Oppgave.

(a) Ethvert vektorrom over C kan ogsa ses pa som et vektorrom over R (se
Oppgave 1.7.1 (a)). Vis at dimensjonen til C" over R er 2n.

(b) Generaliser forrige oppgave til et vilkarlig vektorrom U over C.

1.7.7 Oppgave. La U vare et vektorrom. Bevis at fglgende utsagn er ekvivalente:
(i) dimU = oo
(ii) for enhver n € N finnes et underrom U, av U med dimensjon #.

Hint: For implikasjonen (i) = (ii) er du nesten ferdig om du har bevist at det
for enhver n € N finnes en linecert uavhengig liste (uy, ...,u,). Gjgr dette med
induksjon.

Dvrige oppgaver

1.7.8 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) Definer det komplekse vektorrommet
U := {alle funksjoner f: R — C pa formen
f(t) = acos(t) + Bsin(t) Vi € R fora, f € C}.

(a) Forklar kort hvorfor U er et vektorrom.
(b) Finn en basis for U.

(¢) Finn dimensjonen til U.
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2 LINEZARE AVBILDNINGER

Da du lerte om linezralgebra over R”, var hovedfokuset pa matriser. Du har blant annet
leert & gange matriser, & lgse matriseligninger, & invertere matriser, og a finne matrisens
egenverdier og -vektorer.

Det vil vise seg at nar vi generaliserer R” til et generelt vektorrom U, er lineere
avbildninger den korrekte generaliseringen av matriser; i Seksjon 2.5 skal vi faktisk se
at pa endeligdimensjonale vektorrom er matriser og linezre avbildninger én og samme
ting.

At en matrise er inverterbar vil svare til at en line@r avbildning er en isomorfi (som
bare betyr at avbildningen er inverterbar). Isomorfier mellom to vektorrom U og V' er
spesielt nyttige fordi den gjgr oss i stand til & ga fram og tilbake mellom U og V' — om
en beregning er vanskelig a gjgre i U, kan vi bruke isomorfien til & avbilde til V, gjgre
beregningen der, og sa avbilde tilbake igjen.

2.1 Definisjoner

2.1.1 Definisjon. La U og V vare vektorrom over K. En funksjon 7: U — V kalles
en linecer avbildning (eller kortere: T er lineeer) dersom

(i) Tw+v)=Tw)+ T() foralleu,v e U
(it) T(ou) = T (u) foralleu € U oga € K.
Vi skriver
£ (U, V) = {alle linezre avbildninger T: U — V'}.
To viktige spesialtilfeller er

L) = LU, U),

mengden av alle operatorer pa U, og
U =% (U,K),
mengden av alle funksjonaler pa U. Mengden U’ Kalles dualrommet til U .

Nar T er en line@r avbildning kommer vi ofte til & skrive Tu istedenfor 7 (u).
Uttrykket 7'u betyr altsa “T evaluertiu”, og ikke “T ganger u”. Om S og T er to linezre
avbildninger, er ST komposisjonen mellom S og T, definert ved ST (u) := S(T (u)).
Se Figur 2.1 for en illustrasjon.

2.1.2 Oppgave. Bevis at T (0y) = Oy for enhver linear avbildning 7: U — V.

2.1.3 Oppgave. Vis at de fglgende funksjonene er linezre.

(a) T: R" — R™ gitt ved Tx := Ax for en matrise A € My,x,(R) (der vi
med “Ax” mener “A ganger x”).
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Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.1. Definisjoner

(b) Laa,b € R,a < b, og definer T: C°([a,b],R) — R ved
b
Tf :=/ faydi ¥ f eCa,b]R).

(c) Lag € C°([0, 1], R) vaere en gitt funksjon, og definer 7: C°([0, 1], R) —
R ved

1
Tf ::/0 fHgt)ydt Y feC0,1],R).
d) T:P — C%la,b],R) gitt ved

Tp = p‘[a’b]’

altsa restriksjonen av p til intervallet [a, b] (se Seksjon 0.2.3).

Figur 2.1: Lineere avbildninger T € L (U, V) og S € L(V, W).

2.1.4 Proposisjon. &£ (U, V) er et vektorrom over K.

Bevis. |Oppgave til leseren.| Du trenger ikke sjekke alle vektorromaksiomene i detalj,
men pass pa at du forstar hva som menes med vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon
og hvorfor disse operasjonene gir line@re avbildninger; hva det er som gjgr at vek-

torromaksiom (i)—(vi) er sanne; hva nullelementet er; og hva den additive inversen
er. |

2.1.5 Proposisjon. La U, V veere vektorrom over K, la (e, ..., e,) veere en basis for
U,oglawy,..., w, € V. Dafinnes en unik T € £ (U, V) som er slik at

Te; = w; Vi=1,...,n. (2.1.1)
Bevis. Siden 9B er en basis, har enhver u € U en unik representasjon
u=oe; +---+aye,. (%)
Om T oppfyller (2.1.1) far vi da

Tu =T(xre1 + -+ agey) =a1Tey + - +ay,Te, =oywy + -+ + dpwy.
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Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.2. Bilde og kjerne

For en vilkérlig u € U definerer vi derfor
Tu =ajwy + -+ + opwy,

der «y,...,a, € Kerskalarene i (x). Denne funksjonen er veldefinert fordi skalarene
o1,...,0q, er unikt bestemt av u. |Vi overlater til leseren| a bevise at denne funksjonen
T oppfyller (2.1.1) og er lineer. ]

2.2 Bilde og kjerne

Vi skal her definere to viktige underrom relatert til en linesr operator.

2.2.1 Definisjon. Vi definerer kjernentil T € L (U, V) som
ker(T) :={ueU:Tu) =0}
og bildet til T som
im(T) ={T(u):ueU}.
Rangen til T er gitt ved rank(7T) := dim(im(7")).

Et annet navn for kjerne er nullmengde, mens et annet navn for bilde er verdimengde.
Vi kommer ofte til a utelate parentesene og skrive ker 7', im 7" og rank 7'.

2.2.2 Proposisjon. La T € L (U, V). Da er

(i) ker T et underrom av U
(ii) im T et underrom av'V
(iii) rank T < min(dim U, dim V).

Bevis. |Vi overlater bevisene for (i) og (ii) til leseren,l og beviser kun (iii). Siden im T’
er et underrom av V', ma ngdvendigvis rank 7 < dim V' (se Proposisjon 1.4.10). Det
gjenstar dermed a vise at rank 7' < dim U'.

Dersom dim U = oo er det ingenting & bevise. Om dimU = 0, er bade U ogim T
det trivielle vektorrommet, sé rank 7 = dim(im 7") = 0 = dim U . Det gjenstar dermed
avise (iii)nar 0 < dimU < oo. La (eq,...,e,) vere en basis for U. Da er

im7T = span(Tey,...,Tey,),
saim T er utspent av n vektorer, og har dermed dimensjon hgyst 7. |

2.2.3 Teorem (Dimensjonssatsen). La U, V veere vektorrom over K, oglaT € £ (U, V).
Da er
dim(im 7') 4+ dim(ker 7') = dim U.

2.2.4 Bemerkning. Tallet dim(im 7") er rangen til 7, og tallet dim(ker 7") kalles noen
ganger nulliteten til T. Dimensjonssatsen kalles derfor ogsa rang—nullitetssatsen (eller
rank—nullity theorem pa engelsk). t

Bevis for dimensjonssatsen. Vi antar fgrst at dimU < oo. Dersom im7T = {0y},
er kerT = U, og resultatet fglger automatisk. Ellers er m := dim(im7) > 0. La
(v1,...,vm) vaere en basis for im 7. For hver j = 1,...,merv; € imT, si det
finnesene; € U slikat Te; = v;.La(fi,..., f;) vere en basis for ker 7. (En basis
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Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.3. Injektiv, surjektiv, bijektiv

eksisterer fordi dim(ker 7) < dimU < o0.) For en vilkarligu € U er Tu € im T, sé
det finnes «y, ..., o, € Kslik at

m m m
—_— . . — . . — / /'— . .
Tu = E ajvj = E ajTe; =Tu', deru’ = E ajej.
j=1 j=1 =1

Altsder0=Tu —Tu' = T(u—u'),sdu —u’ € kerT, sd det finnes B1,...,8; € K
slikatu —u’ = ch:l Bk fi- Vi har dermed vist at enhver u € U kan skrives som en

lineerkombinasjon av listen % := (eq,...,em, f1...., f1), sd denne listen utspenner
U. Vi pastar at denne listen er line@rt uavhengig. Dersom o1, ..., 0y, B1,..., 1 € K
er slik at
m 1
U= Zajej + Z,kak =0,
j=1 k=1
er0 = Tu = T(Z?’zloejej) = Y jajv,sda = - = oy = 0 (siden

(v1, ..., Uy) er linezrt uavhengig). Men da er Zi:l Brfr =0,s8aB1,....,08 =0.
Altsé er B en basis for U. Vi far dermed dimU = m + [ = dimim T + dimker T.

Vi behandler til slutt tilfellet dimU = oo. For enhver n € N finnes et under-
rom U, € U av dimensjon n (se Oppgave 1.7.7). Anvend det vi har vist pa T,, =
T|Un: U, — Vogfa

dim(im 7;,) + dim(ker 7,) = dim U, = n.

Menim 7, € imT ogker T, C ker T, sa dim(im 7,,) < dim(im 7') og dim(ker 7},) <
dim(ker T") (av Proposisjon 1.4.10). Dermed er

dim(im T) + dim(ker T') > n

for enhver n € N. Altsd ma dim(im 7") + dim(ker 7)) = oo = dim U.. ]

2.2.5 Oppgave. La T: Pg — R vere den lineare avbildningen

1
T(p) = /0 p(t)dt VY pePs.

(a) VisatimT = R.

(b) Bruk dimensjonssatsen til & finne dimensjonen til kjernen til 7". Vil du si
at kjernen til T er “stor” eller “liten”?

2.3 Injektiv, surjektiv, bijektiv

2.3.1 Definisjon. La A og B vare mengder. En funksjon f: A — B er injektiv dersom
f(u) = f(u') kun nér u = u’. Funksjonen er surjektiv dersom det for alle v € B finnes
enu € Aslik at f(u) = v. Funksjonen er bijektiv (eller inverterbar) om den bade er
injektiv og surjektiv.

Vi husker fra MAT1105 at f: A — B er bijektiv hvis og bare hvis det finnes en
inversfunksjon f~': B — Aslikat f o f~! =idp og f~'o f =idy.

232Lemma. La T € L (U, V). Da er fplgende ekvivalent:
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Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.3. Injektiv, surjektiv, bijektiv

(i) T er surjektiv
(ii) imT = V.

Bevis. |Oppgave til leseren. | ]

2.3.3 Oppgave. (Prgvecksamen 2025) La T € ZL(U,V), der dimU = 9 og
dim V = 7, og anta at kjernen til T har dimensjon 2. Vis at T er surjektiv.

234 Lemma. LaT € L (U, V). Da er fplgende ekvivalent:
(i) T erinjektiv
(ii) Tu = 0 kun dersomu = 0
(iii) ker T = {0}
(iv) om (Uy,...,uy) er en linecert uavhengig liste i U, er ogsa (Tuy,...,Tuy)
linecert uavhengig.

Bevis. Vi beviser implikasjonene
(i1)
1 @) (@Gv)
(i) < (iii) Egenskap (ii) er bare en omskrivning av (iii).
(i) = (ii) Siden bade Tu = 00g T0 = 0 ma dau = 0, siden T er injektiv.

(ii) = (i) Omu,v € U erslikat Tu = Tv, erogsa T (u — v) = 0, av linearitet. Da er
u—v =0, det vil si u = v, som var det vi gnsket.

(ii) = (iv) Laay,...,a, € K vare slik at Z_’}=1ajTuj =0.Daer
n
n
0= ZO(]‘TMJ‘ = T(Zj:l ozjuj),
j=1
sa 27=1 oju; =0.Men (uq,...,u,) er lineert uavhengig, sd oy, ..., o, = 0.

(iv) = (ii) Anta motsatt at Tu = 0 men u # 0. Siden listen (1) er linezert uavhengig
er da ogsa listen (7'u) line@rt uavhengig, som er en selvmotsigelse siden Tu = 0.
Dermed ma u = 0.

2.3.5 Oppgave. La T: P3 — 9P, vere gitt ved

dp
Tp = — Y p e,
V4 dr p 3

den deriverte til polynomet p.
(a) Forklar hvorfor T er en veldefinert linear avbildning.
(b) Er T injektiv? Surjektiv? Bijektiv?

(¢) Generaliser de foregdende oppgavene til avbildningen T: &P, — P,
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Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.4. Tsomorfier

definert ved Tp := Z—f, for en vilkarlig n € N.

2.3.6 Proposisjon. La U og V vere vektorrom over samme kropp K.
(i) Om det eksisterer en surjektiv T € L (U, V), erdimU > dim V.

(ii) Om det eksisterer en injektiv T € L(U,V), erdimU < dim V.

(iii) Om det eksisterer en bijektiv T € L (U, V), er dimU = dim V.

Bevis. |Oppgave til leseren. Bruk dimensjonssatsen.l |

2.3.7 Proposisjon. Dersom T : U — V er linecer og bijektiv, er dens inversfunksjon
T~V — U ogsa linewr. Med andre ord: Om T € L (U, V) har en inversfunksjon
T, sierT™' € L(V,U).

Bevis. Siden T: U — V er bijektiv er dens inversfunksjon 7~': ¥V — U veldefinert.
Landu,v e V;vivilviseat T~ (u +v) = T~ 'u + T~'v. Vi har nd

u+v=T(T""u)+T(T") =T(T"'u+T"v).
Anvender vi T~! pa begge sider far vi

T'u+v)=T"1u+T""v,

som er det vi ville ha. |Vi overlater beviset for at T~ (ou) = o7 u til leseren.| W

2.4 Isomorfier

2.4.1 Definisjon. En isomorfi er en bijektiv linezr avbildning. Vi sier at to vektorrom
U og V er isomorfe dersom det eksisterer en isomorfi 7: U — V. Vi skriver da

UxV.

2.4.2 Oppgave. La V = {x € R3: (x)3 = 0}. Vis at R? = V. (Med andre ord:
X1-Xz-planet i R3 er isomorft med R?2.)

2.4.3 Oppgave. La U, V og W vare vektorrom over K. Bevis at
(i) U=U
(ii) hvisU = V,erV = U
(iii) hvisU = VogV = W,erU = W.

(Dermed er = en ekvivalensrelasjon.)

2.4.4 Teorem. La U og V vere endeligdimensjonale vektorrom over K med lik dimen-
sjon. La T € £ (U, V). Da er fplgende ekvivalent:

(i) T er en isomorfi
(ii) ker T = {0}
(iii) T er injektiv
(iv) T er surjektiv.

Bevis. Vi beviser implikasjonene
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Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.5. Lineare avbildninger i koordinater

@ (i)

AN

(iv) = (i)

Implikasjonen (i) = (iv) er automatisk (hvorfor er det slik?). Ekvivalensen (ii) <> (iii)
beviste vi i Lemma 2.3.4.

(iv) = (ii) At T er surjektiv er det samme som at im 7" = V. Av dimensjonssatsen far
vi da dim(ker 7)) = dim(U) — dim(V) = 0, slik at ker T = {0}.

(ii) = (i) Vima vise at T er injektiv og surjektiv. For & se at T er injektiv, lau,v € U
vere slik at T(u) = T(v). Daer T(u —v) = 0,sdu —v € kerT = {0}, sa
u=v.

Foraseat T ersurjektiv viser viatim 7 = V. Sidenker T = {0} erdim(ker 7") =
0, sa av dimensjonssatsen er dim(im7') = dimU. Men dimU = dim V, sa av
Proposisjon 1.4.10erim7 = V.

2.4.5 Oppgave. Teorem 2.4.4 er ikke annet enn en “abstrakt” versjon av et teorem
som gir en lang liste av ekvivalente betingelser for at et lineart ligningssystem
Ax = b har en unik Igsning (se Seksjon 0.1.3). Forsgk a “oversette” Teorem 2.4.4
til betingelser pa matrisen A.

2.4.6 Bemerkning. Teorem 2.4.4 er ikke sant i uendeligdimensjonelle rom. La U =
V := £'(R) (se Oppgave 1.7.1 (d)). Daer U og V uendeligdimensjonale, s de har “lik”
dimensjon. Definer 7: U — V ved

Ta:= (0,a1,0,a2,0,a3,...) Vael'(R).

Da er T veldefinert, og (ii) og (iii) i Teorem 2.4.4 er sanne, men ikke (i) og (iv)
|(oppgave til 1eseren).| (]

2.5 Lineare avbildninger i koordinater

2.5.1 Teorem. Lan € N. Alle n-dimensjonale vektorrom over K er isomorfe med K".
Om B = (e1,...,ey) er en basis for et vektorrom, er avbildningen u — [u]g en slik
isomorfi. (Her er [u]g vektoren gitt i Teorem 1.4.4.)

Bevis. La U vere et n-dimensjonalt vektorrom med basis B = (ey, ..., e,). Vi pastar
at funksjonen 7: U — K" gitt ved T'(u) = [u]gs er en isomorfi. Av Teorem 1.4.4 er
T veldefinert. Om u,v € U har koordinater [u]g = (x1,...,X,) € K" og [v]g =

(V1s---,yn) € K* oga, B € Ker gitt, er

n

n n
au + fv =« Z xjej +p Z yiej = Z(O‘X.i +Byje;.
ji=1 ji=1 j=1

Dermed er

T(au + pv) = [ou + pvlg = afulg + Bvlg = oT W) + BT (v),

23



Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.5. Lineare avbildninger i koordinater

sa T er lineer.

For a konkludere med at T er en isomorfi, er det ifgplge Teorem 2.4.4 nok a vise
at T er surjektiv. La derfor x = (x1,...,x,) € K" vere vilkarlig, og definer u =
x1e1 + -+ xue,. Daer T (u) = x, som vi ville vise. |

2.5.2 Oppgave. Bevis fglgende korollar: Alle n-dimensjonale vektorrom over
K er isomorfe med hverandre. (Merk at dette resultatet er motsatsen til Proposi-
sjon 2.3.6 (iii); vi kan dermed si at to endeligdimensjonale vektorrom er isomorfe
hvis og bare hvis de har lik dimensjon.)

2.5.3 Oppgave. I vektorrommet P, (se Oppgave 1.1.5 ()) lar vi B = (pg, p1, p2)
veare den kanoniske basisen (se Seksjon 1.5.1) og 6 = (g0, 41, ¢2) vere Newton-
basisen over punktene g = 0,#; = 1, t, = 2 (se Seksjon 1.5.2). Finn [p]g og [ple.
der p(t) =2 —1t + 3t2.

2.5.4 Teorem. La U,V vere ikke-trivielle vektorrom over K av endelig dimensjon
n:=dimU ogm :=dimV,o0glaT € L(U,V). La 9B og B veere basiser for hhv. U
0g V. Da finnes en unik matrise A € My, x, (K) slik at

[Tw))g = Alulg YuelU (2.5.1)

(der Alu]gg betegner matrisen A multiplisert med n-tuppelen [ulg ). Vi betegner denne
matrisen [T]%l = A.

Bevis. La ay,...,a, € K™ betegne kolonnene i A4, og kall basiselementene 9B =
(fi,-.., fn). Videfinerer a; := [T f;]g. For en vilkarlig u € U med basisrepresenta-
sjon [u]lg = (x1,...,x,) € K") erda

[Tule = [T (o1 % /i)lg = Y xilTfile = Y xja; = Alula,
j=1 j=1

der vi i andre steg brukte linearitet av 7' og av [-]g.
For & vise unikhet lar vi A og A’ vaere to matriser som oppfyller (2.5.1), og kaller

kolonnene deres henholdsvis a ; og a’j forj =1,...,n. Vihar[fj]lg = e; = (§;1)}_,
(der (ey, ..., ey) er standardbasisen 1 K"), sa

aj = Ae; = Al fila = [Tfjle = A'[fjla = A'ej = d;
forj =1,...,n. Altsier A = A'. [ ]

2.5.5 Definisjon. Matrisen [T]% i forrige teorem er basisrepresentasjonen av T i
basisene 9B, B, ogsa kalt matrisen tilhprende T .

Beviset for Teorem 2.5.4 forteller oss hvordan vi finner basisrepresentasjonen [T]%
For hvert basiselement f; i 98 beregner vi Tf;, finner basisrepresentasjonen [7'f;]¢ av
denne vektoren i basisen 6, og setter denne i kolonne . Vi far da m x n-matrisen

T2 = (Thle [Thle - [Tfile)- 2.5.2)

2.5.6 Oppgave. La 9B og B veare standardbasisene i henholdsvis K” og K™, og la
A € Mpyx,(K). LaT: K" — K™ vere den tilhgrende avbildningen 7'(x) := Ax.
Vis at

[T)g = A.

Hint: Se Oppgave 1.4.5.
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2.5.7 Teorem. Under samme betingelser som i Teorem 2.5.4, er avbildningen T +
[T]% en isomorfi. Vektorrommene &£ (U, V) 0g My xn(K) er dermed isomorfe.

Bevis. | Vi overlater til leseren| & vise at avbildningen er linezr, det vil si [T + S]% =
[T]% + [S]% og [ocT]%’ = a[T]% foralle T, S € (U, V) ogalle o € K.

Vi bruker Lemma 2.3.4 (ii) for a vise injektivitet. Om [T]% =0, er [Tu]g = 0 for
alleu e U.Mendaer Tu =0Qforalleu € U,detvilsi T = 0.

Skriv basiselementene i € som € = (g1,...,gm). Om A € M., (K) er en
vilkarlig matrise, lar vi

m
Tu = Zajgj, der (al,...,am)T = Alu]gs.
j=1

Daer T en lineer avbildning og [Tu]g = A[u]g foralleu € U, sa [T]% = A. Altsé
er []% surjektiv. |

2.5.8 Proposisjon. La U, V, og W veere vektorrom over K med basiser B, 6 og 9.
LaS eZUV)ogT € L(V,W). Daer

[TS15 = [T151S1%.
Bevis. Foru € U er
[(TS)uly = [T(Su)ley = [T1E[Sule = [T15[S]% [ula.
Resultatet fglger. ]

2.5.9 Oppgave. La U og V vare endeligdimensjonale vektorrom av lik dimensjon,
oglaT € £ (U, V). La % og 6 vere basiser for henholdsvis U og V. Vis at T er
en isomorfi hvis og bare hvis den kvadratiske matrisen [T]%’ er inverterbar.

2.6 Basisskifte

2.6.1 Proposisjon. La U vere et endeligdimensjonalt vektorrom med to basiser B og
6. Da er
[ulg = [id|Z[u]le VYuelU (2.6.1)

derid: U — U er identitetsavbildningen id(u) = u. Matrisen [id]% er inverterbar med
inversmatrise [id]g.

2.6.2 Definisjon. Matrisen [id]% er basisskiftematrisen fra 9B til 6.

Bevis for Proposisjon 2.6.1. Vi|overlater til leseren| 4 vise (2.6.1). Lan := dim U. For
alleu € U er

[ulg = [id]S[ule = [id]S [id]% [u]g.

s [id] € [id]Z = I,. Likeledes er [id]2[id]G = I,. [ |

Ved a bruke det vi vet om basisrepresentasjonen av linezre avbildninger (se (2.5.2)),
og det faktum at id(u) = u for alle u € U, ser vi at basisskiftematrisen kan skrives som

(2 = (lele le2ls -+ [en)s)

derey,...,e, er basisvektorene i 9.
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2.6.3 Oppgave. La%B = (f1,..., fn) vare en basis for K" ogla 6 = (eq,...,ep)
vere standardbasisen pa K”. Vis at

(2 = (A - fu)

(altsa matrisen med kolonner fi,..., fu).

2.6.4 Oppgave. I vektorrommet R? lar vi B = (u, u,) vare basisen med vektorer

Uy = (;) Uy = (_22) og € = (e1,ey) vaere standardbasisen e; = ((1))

ex = . Finn basisskiftematrisene [id];f; og [id]%.

1

2.7 Sum og direktesum av vektorrom

2.7.1 Definisjon. La U vere et vektorrom og la V og W vare underrom av U. Summen
av'V og W er damengden V 4+ W C U definert ved

V+W={v+w:veV,weW}.

2.7.2 Oppgave. La U veare et vektorrom og la IV og W vere underrom av U..
(a) Visat V + W er et underrom av U.
(b) Visat V og W erunderromav V + W.
(¢) Visatdim(V + W) < dim V + dim W.

2.7.3 Teorem. La U vere et vektorrom med underrom V og W. Da er fplgende
ekvivalent:

(i) V.nw = {0}
(ii) Enhveru € V 4+ W kan skrives som v + w for unike v € V ogw € W.
(iii) (I tilfellet der V og W er endeligdimensjonale) dim(V + W) = dim V + dim W.

Bevis. Vi beviser implikasjonene

(iii) <= (1) = (i)

og |overlater implikasjonen (ii) = (i) til leseren.|

(i) = (i) Lavu € V 4+ W.Dersomu = vy + w; = v2 + wp forv; € V,w; € W,
kan vi stokke om og fa v; — v, = w; — wy. Venstre side i denne ligningen
ligger i V, mens hgyre side ligger i W. Disse rommene har kun 0 til felles, sa
v — vy = wy —wy = 0, altsd vy = v, 0g w1 = w,. Altsa er representasjonen

av u unik.
(i) = (iii) La 9B = (v1,...,v,) vere en basis for V og 8 = (wy,...,wy) vere en
basis for W, og definer & = (v1,..., Uy, Wy, ..., Wy). Da spenner & summen

V + W. Anta at o, By er slik at
n m
Zajvj + Z'Bkwk =0,
j=1 k=1
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det vl si )7, ajv; = — Y ;) Brwg. Venstre side ligger i V, og hgyre side i
W . Men disse mengdene har bare punktet O til felles, sa begge summene er lik 0.
Siden bade 98 og 6 er linezrt uavhengige, ma alle koeffisientene veere lik 0. Altsa
er @ en basis for V + W, s rommet har dimensjon lik 7 +m = dim V +dim W.

(iii) = (i) Vi viser det kontrapositive, altsd atom V N W # {0} er dim(V + W) <
dim V +dim W. (Av Oppgave 2.7.2 (c) er alltid dim(V + W) < dim V +dim W)
Lau € VN W vere ikke-null. Lan := dimV ogm := dimW. Sidenu € V,
kan listen (u) utvides til en basis (u, v,,...,v,) for V (se Oppgave 1.7.5), og

siden u € W kan listen (u) utvides til en basis (u, wy, ..., wy,) for W. Slar vi
disse listene sammen far vi en liste med (hgyst) n 4+ m — 1 vektorer som spenner
V+W. Altsaerdim(V + W) <n+m—1<dimV + dim W. |

Om U er et vektorrom med underrom V' og W, sier vi at U er direktesummen av 'V
og W og skriver
U=VeWw

dersom alle u € U kan skrives som v 4 w for unike v € V og w € W. Av Teorem 2.7.3
kan vislutteat U = V @ W hvisogbare hvis VN W = {0} og V + W = U.

Merk at med denne bruken av symbolet @, har ikke uttrykket “V @ W en betydning
i seg selv — det brukes kun i utsagn pa formen “U = V @& W for a uttrykke den
ovennevnte sammenhengen mellom U, V og W.

Pa samme mate sier vi at U er direktesummen av underrommene Vi, ..., V,, og
skriver

U=V1®&-&Vn

dersom alle u € U kan skrives som vy + -+ -+ v, forunikevj € V; (for j = 1,...,m).

2.7.4Eksempel. LaV = {x ¢ R*>: (x)3 = 0log W := {x e R3: (x); = (x), = 0.
Vi pastar at
R*=Va@W.

Vi overlater til leseren 4 vise at VV og W er underrom av R3 ogat V N W = {0}.
Av Teorem 2.7.3 kan vi konkludere at enhver u € V + W kan skrives som v + w
for unike v € V og w € W. Av punkt (iii) i samme teorem kan vi ogsa konkludere
med at dim(V + W) = dimV +dimW = 2+ 1 = 3. Rommet V + W er da et
tredimensjonalt underrom av R3, men siden R3 ogs4 er tredimensjonalt, ma V + W =
R3 (se Proposisjon 1.4.10). Dermeder R3 = V @ W. (]

2.8 Flere oppgaver

Seksjon 2.2

2.8.1 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La U vere et vektorrom, og anta at S, T €
L(U)erslikatimS C kerT. Vis at (ST)? = 0.

2.8.2 Oppgave. (Prgveeksamen 2025)
(a) Gieteksempel pid T € L (R*) slik atim7 = ker T.
(b) Bevis at det ikke finnes 7 € & (R?) slik at im 7 = ker T.
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2.8.3 Oppgave. (Prgvecksamen 2025) La T : R®> — R* vare en linezr avbildning.
(a) Definer bildet og kjernen til 7T'.

(b) Vilarnd T vere gitt ved matrise-vektor-multiplikasjonen

3 1 2 . .
1 1

T(x):= (]) ! 1 X2 Vx=1|x, e R3.
0 o0 o)\ 3

Vis atim 7" er utspent av de fgrste to kolonnene i matrisen ovenfor.

(¢) Finn dimensjonen til kjernen og bildet til T'.

Seksjon 2.3

2.8.4 Oppgave. (Eksamen 2025) La U og V vare endeligdimensjonale vektorrom
oglaT € £ (U, V). For hvert av fglgende utsagn om T skal du enten gi et eksempel
paen slik T, eller bevise at ingen slik 7" eksisterer.
(i) T erinjektiv, og dimU < dimV
(ii) T er injektiv, og dimU > dim V'
(iii) T er surjektiv, og dimU < dim V
(iv) T er surjektiv, og dimU > dim V.

Seksjon 2.5

2.8.5 Oppgave. Pd vektorrommet &P, (se Oppgave 1.1.5 (f)) lar vi B =
(po, p1, p2) vaere den kanoniske basisen (se Seksjon 1.5.1) og ‘€ = (go.91,92)
vare Newton-basisen over punktene o = 0, #; = 1, f, = 2 (se Seksjon 1.5.2). Finn
basisskiftematrisene [id]g og [id]%.

2.8.6 Oppgave. La T: P3 — 9P, veare gitt ved

dp
Tp = — Y p e,
V4 dt V4 3

den deriverte til polynomet p. (Se Oppgave 2.3.5.)

(a) La 9B = (po, p1, P2, p3) 02 B = (po. p1, p2) veere de kanoniske basise-
ne for henholdsvis 93 og P, (se Seksjon 1.5.1). Finn basisrepresentasjonen
[T1%-

(b) Generaliser den forrige oppgavene til avbildningen T: &P, — P,
definert pa samme mate, for en vilkérlig n € N.

28



Kapittel 2. Line®re avbildninger 2.8. Flere oppgaver

Dvrige oppgaver

2.8.7 Oppgave. (Prpveeksamen 2025) Vi betrakter det reelle vektorrommet R2.
(a) Visat B = (ey, e2) er en basis for R?, der

o) ()

(b) La T: R? — R? vere gitt ved matrise-vektor-multiplikasjonen T (x) :=
Ax (for x € R?) for en matrise A € M, (R). Du fér oppgitt at

=5 3)

(der 9B er basisen fra oppgave (a)). Finn matrisen A.

2.8.8 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La py, p1, p» vare funksjonene

po() =@+ 1> pi@0)=@—-1> pat):=1>
(a) Vis at (po, p1. p2) er en basis for P,.

Hint: Skriv ut en linecerkombinasjon av funksjonene, og sett inn noen spesifik-
ke verdier fort.

(b) Finn basisskiftematrisen fra standardbasisen til basisen (pg, p1, p2).

2.8.9 Oppgave. (Konteeksamen 2025) For en n € N lar vi
9, = {alle reelle polynomer av grad hgyst n}.

La S: 9Py, — Py vere definert ved
t
Sp(t) = / p(s)ds VteR
1

for p € P,. (For t < 1 tolker vi uttrykket flt p(s)ds som — le p(s)ds, som
vanlig.)

(a) Vis at S er en veldefinert linear avbildning fra 9, til Ps.

(b) La po. p1.... vare standardbasispolynomene po(t) := 1, p(t) = t*
fort e R,k eN.La

% = (po.p1.p2)  og  6:=(po,p1, P2 p3)
vere standardbasisene for &, og P;. (Du trenger ikke & vise at disse er
basiser.) Finn basisrepresentasjonen [S ]% av §.
(¢) Bruk basisrepresentasjonen til 4 finne Sp nér p(t) = 5 — 2t + 3t2.
(d) Vis atdimim S = 3. Er S surjektiv?

(e) Finn dimensjonen til kjernen til S. Er S injektiv?
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3 ANALYSE I VEKTORROM

Analyse er den delen av matematikken som handler om konvergens, kontinuitet, de-
rivasjon, integrasjon, og andre begreper som fglger naturlig fra disse. For a kunne
gjgre analyse pa en samling objekter, er det et minimumskrav at vi har en mate a
male avstand mellom objektene: For a bestemme om en gitt fglge konvergerer mot
et punkt, for eksempel, ma vi kunne male avstanden mellom punktet og elementene i
fglgen. For eksempel har vi pa R malt avstander mellom punkter x og y med absolutt-
verdifunksjonen |x — y|, og pd R” har vi mélt avstander med den euklidske normen
[x =yl = \/(xl =yt (o — yn)?

Pa mer generelle vektorrom kan vi beregne lengder og avstander ved hjelp av normer.
En norm er en funksjon som oppfyller visse minimumskrav for at den skal svare til
var idé om en “avstand”. Nar vi har introdusert normbegrepet (Seksjon 3.1) kan vi
definere konvergens av fglger av vektorer (Seksjon 3.3) og kontinuitet av funksjoner pa
vektorrom (Seksjon 3.4). Kontinuitet av linezre avbildninger viser seg a vare spesielt
enkelt & jobbe med.

Vi skal bevise tre viktige satser pa endeligdimensjonale vektorrom (Seksjon 3.6). Vi
skal generalisere ekstremalverdisetningen; vi skal vise at alle normer er ekvivalente (at
de i bunn og grunn maler det samme, bare i “andre maleenheter”), og at alle linesre
avbildninger er kontinuerlige. Det viser seg at ingen av disse satsene er sanne pa
uendeligdimensjonale rom (se moteksempler i Seksjon 3.8). Til slutt skal vi introdusere
en norm pa vektorrommet bestaende av matriser (Seksjon 3.7).

3.1 Normer

3.1.1 Definisjon. La U veare et vektorrom over enten K = R eller K = C. En
norm pa U er en funksjon ||-||: U — R som er slik at

(i) |lu|| = O foralleu € U, og ||u|| = 0 hvis og bare hvis u = 0
(ii) |leu|| = |e|||u| forallea € Kogu € U
(iii) |lu 4+ v| < |lu|l + ||v|| foralleu,v € U.

Et normert vektorrom er et par (U , ||||) bestdende av et vektorrom U og en norm ||-||
pa U. Nar det ikke kan lede til misforstaelser skriver vi bare U istedenfor (U , ||||)
Lengden av en vektor u € U er tallet ||u]|. Avstanden mellom vektorer u, v € U er tallet
[l —v].

3.1.2 Eksempler.
(a) Absoluttverdifunksjonen |-| pa R, definert som

X omx > 0,
|x| = - for x € R,
—x omx<0

er en norm pa R. Vi bruker samme notasjon for lengdefunksjonen pa C,

|x] == v/xXx for x € C,
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som er en norm pa C.

(b) Den euklidske normen pa R" (eller C") er gitt ved

Ixll2 == /D=y Ixk|? for x € R".

For en generell p € [1, 00) er p-normen pa K" (for K = R eller K = C) gitt ved

1/p
. n
Il = (Shes bl?) for x € R”.
Om vi formelt setter p = oo far vi co-normen (eller “maksnormen”):

[x]loo ;== max |xg] for x € R”.
k=1,...,n
Det andre ytterpunktet, p = 1, kalles ofte manhattanmetrikken,
n
Ixfy =) lx|  forx e R
k=1

(“Metrikk” er et annet navn for “avstand”. En taxisjafgr pa Manhattan ma bruke
manhattanmetrikken for & beregne avstanden mellom to punkter.)

Prgv a vise at 1- og co-normene er normer! Beviset for at p-normene er normer
nar p € (1, 00) er vanskeligere; du finner beviset i Appendiks B

x = (x1,x2)

Ixllh = x1 + x2

[*lloo = max(|x1], [x2]) = x2

Figur 3.1: p-normene i R2. Merk at siden x ligger i fgrste kvadrant, er bide x; og x5 ikke-
negative, slik at vi kan fjerne absoluttverditegnene.

(¢) La[a,b] € R vare et intervall. Supremumsnormen pa C°([a, b], R) (se Opp-
gave 1.1.5 (d)) er gitt ved

IS Nlsup = sup |f (@]

t€la,b

(d) La[a,b] C R vare et intervall og la p € [1, 00). L?-normen pi C°([a, b], R)
(se Oppgave 1.1.5 (d)) er gitt ved

IfllLe = ([ab | f(0)|? dt)l/p.

(e) Forettall p € [1,00) ogen folge a = (ax)p>, i R definerer vi {7 -normen

1/p
laller = (X221 laxl?) .
mens £°°-normen er gitt ved

llalleeo := sup |ag|.
keN

Vektorrommet £7 (R) fra Oppgave 1.7.1 (d) er definert nettopp som mengden av
alle fglger a med endelig £7-norm. ([

31



Kapittel 3. Analyse i vektorrom 3.2. Apen, lukket og begrenset

3.1.3 Oppgave. La x, y € R? vere gitt ved

=0 )

Beregn lengden av x og y og avstanden mellom x og y i hver av de tre normene
-l 1-M12 0g l+lloo-

3.1.4 Oppgave. La U veare et vektorrom med basis B = (eq, ..., ey), og definer
lul :== || [u]% ||2 foru € U.

Vis at ||-|| en norm pa U.

Hint: Du kan (og ma) bruke at ||-||» er en norm pa R”.

3.1.5 Proposisjon (Den omvendte trekantulikheten). For alle vektorer u, v i et normert

vektorrom er
el = o] < e = v (3.1.1)

Bevis. Av trekantulikheten er

lull = | (u = v) + v < Ju—vll + o]

[ull = lloll < flu — vl (%)
Bytter vi om rollen til u og v i (*) far vi
vl = llull < llv —ull = [Ju— vl ()

Ulikhetene (x) og () gir sammen (3.1.1). |

3.2  Apen, lukket og begrenset

3.2.1 Definisjon. La U vare et normert vektorrom, u € U og r > 0. Den apne kula
sentrert i u med radius r er mengden

B,(u)y={velU:|u-v|<r}
Den lukkede kula sentrert i u med radius r er mengden

B (u)={velU:|u—v|<r}

3.2.2 Oppgave. P4 vektorrommet R? betrakter vi normene |-||, for p = 1, 2 og
oo (se Eksempel 3.1.2). Forklar hvorfor enhetskula B;(0) i R? med hver av disse
tre normene ser slik ut:

32



Kapittel 3. Analyse i vektorrom 3.3. Konvergens

X2 X2 X3
ES T X T [ X1
p= 1 p= 2 p =00
(Strekene p_ﬁl aksene markerer punktene —1 og 1.) Kommenter ogsa hva som skiller
Bl (0) fra Bl(O)

3.2.3 Definisjon. La U vere et normert vektorrom og la £ C U vare en delmengde.

(i) Visier at E er dpen om det for enhver u € E finnes en § > 0 slik at Bs(u) C E.
Med andre ord: For enhver u € E finnes en § > 0 slik at for enhver v € U med
lu —v| <§,erogsav € E.
(ii) Visier at E er lukket dersom komplementet U \ E er apent.
(iii) Vi sier at E er begrenset om det finnes en r > 0 slik at £ C B, (0).

3.2.4 Oppgave. Vis at
(a) alle kuler er begrensede
(b) alle apne kuler B, (u) er &pne mengder
(¢) alle lukkede kuler B, (u) er lukkede mengder.

Hint: I (b) lar du v € B,(u) og ma finne en s > 0 slik at Bs(v) € By (u). I alle tre
oppgaver ma du bruke enten trekantulikheten eller den omvendte trekantulikheten.

3.2.5 Oppgave. La U veare et normert vektorrom. Vis at U
(a) er en apen delmengde av U

(b) er en lukket delmengde av U

(¢) er begrenset kun dersom U = {0}.

3.3 Konvergens

3.3.1 Definisjon. En fpige av vektorer i et vektorrom U er en uendelig lang liste
(u1,uz,...) av vektorer uy,us,... € U.

3.3.2 Definisjon. La U vare et normert vektorrom. En fglge av vektorer (uq, uz, . ..)
i U er begrenset dersom det finnes en r > 0 slik at |ug| < r for alle k € N (eller
ekvivalent, om mengden {u 1, u5, ...} er begrenset).

3.3.3 Definisjon. La U vare et normert vektorrom. La (ug)rey vare en fglge av
vektorer, og la u € U. Vi sier at fglgen konvergerer mot u og skriver uy — u eller
limy_, o Ux = u, dersom det for enhver ¢ > 0 finnes en N € N slik at

k>N = |ur—u|<e
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3.3.4 Oppgave. Forklar hvorfor fglgende er ekvivalent:

(i) fglgen av vektorer (uy)xen konvergerer mot u

(ii) fglgen av reelle tall (||u k—U ||) konvergerer mot 0.

keN

3.3.5 Oppgave. Vis at enhver konvergent fglge er begrenset.
Hint: Anta at uy — u, ogla N € N vere slik at ||urp —u| < 1 nark > N.

3.3.6 Proposisjon. La U vere et normert vektorrom og la E C U. Da er E lukket hvis
og bare hvis fplgende gjelder:

for enhver konvergent fglge (uy)ren av vektorer uy € E,
vil limg_, oo Uy € E.

Bevis. Anta fgrst at E er lukket, slik at E€ = U \ E er apen. La (ug)ren Veere en
konvergent fglge i E, og definer u := limy_, o, ug. Vi pastar at u € E. Hvis ikke, er
u € E€, som er apen, sa det finnes en r > 0 slik at B,(u) € E°. Siden uy — u,
finnesen N € Nslik at |uy —u| <r.Mendaeruy € B,(u) € E€, som motsier at
uy € E.

Anta motsatt at utsagnet i proposisjonen er sant, men at £ ikke er lukket. Da finnes
enu € E€slik at B, (u) € E€ for enhver r > 0 — med andre ord er B, (u) N E # 0
for enhver r > 0. Velgnd r = 1/k for k € N, og velg en vilkarlig uz € By/x(u) N E.
Daer |lugy —ul|| < 1/k for alle k € N, sd up — u. Av egenskapen i proposisjonen ma
da ogsd u = limg_,oo U € E, som motsier at u € E€. |

3.3.7 Definisjon. En delfplge av en folge (uy)ren er en fglge pa formen (uk(l)) der

k(1) <k(2) <--- ogk(l) e Nforalle/ € N.

leN

En delfglge er med andre ord en ny fglge som kun inneholder noen (men fremdeles
uendelig mange) av vektorene i den opprinnelige fglgen.

3.3.8 Oppgave. Vis at om (1 )ren konvergerer mot en vektor u, vil enhver delfglge
av fglgen ogsa konvergere mot u.

Hint: Bruk at k(1) > [ for alle | € N. Hvorfor stemmer dette?

3.4 Kontinuitet

3.4.1 Definisjon. La U og V' vare normerte vektorrom og la E € U vare en delmengde.
Vi sier at en funksjon f: E — V er kontinuerlig i et punkt u € E dersom det for
enhver ¢ > 0 finnes en § > 0 slik at

vEE, Ju-vlv<d = [f)- SOl <e (34.1)

Vi sier at f er kontinuerlig overalt, eller bare kontinuerlig, dersom f er kontinuerlig
1 alle punkter u € E. Mengden av alle kontinuerlige funksjoner fra E til V kalles
CO(E,V),eller bare C(E, V).

3.4.2 Oppgave. En funksjon f: E — V er Lipschitz-kontinuerlig dersom det
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finnes et tall L > 0 slik at

If@)— flv < Lllu—vly  VYuvek.

Vis at alle Lipschitz-kontinuerlige funksjoner er kontinuerlige.

3.4.3 Proposisjon. La U, V, E og f vere som i Definisjon 3.4.1. Da er f kontinuerlig
iu € E hvis og bare hvis fplgende gjelder:

Om (Up)nen er en fplge i E som konvergerer motu € E,
vil 0gsa (f(Un))nen konvergere mot f(u).

(Denne egenskapen kalles ofte sekvensiell kontinuitet.)

Bevis. Anta fgrst at f er kontinuerlig i u, og la (4, )nen veere som i utsagnet. La ¢ > 0,
oglad > 0 vere slik at (3.4.1) holder. La N € N vere slik at ||u — u, ||y < § nar
n > N.Davil

If () = flun)lly <e  ¥n=N,

sd f(un) —> f(u).

Anta na at utsagnet i proposisjonen er sant, men at f ikke er kontinuerlig i u. Det
finnes da en ¢ > 0 slik at for enhver § > 0 finnes en v € E slik at |[u — v||y < §, men
| f(w)— f)|ly = e. Velg u, til a vere et vilkarlig punkti E slik at |[u —u, ||y < 1/n,
men || f(u) — f(un)lly = e. Da vil (uy)yen konvergere mot u, men (f(4y))nen
konvergerer ikke mot f(u) — en motsigelse. Altsa er f kontinuerlig i u. ]

3.4.4 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La U og V vare normerte vektorrom over
R.

(a) La f, g: U — V vere kontinuerlige funksjoner. Vis at funksjonen f + g
er kontinuerlig.

(b) La f: U — V veare kontinuerlig og la « € R. Vis at «f er kontinuerlig.

(¢) Forklar hvorfor mengden
C (U, V) := {alle kontinuerlige funksjoner fra U til V'}

er et vektorrom over R.

3.4.5 Oppgave. Bevis fglgende:
(@) Om f: U — V ogg: V — W er kontinuerlige, er ogsa g o f kontinuer-
lig.
(b) Funksjonen f: U — R gitt ved f(u) := |u|ly er kontinuerlig. (Her
betrakter vi R som et vektorrom med normen |-|; se Eksempel 3.1.2 (a).)

(¢) Om f: U — V erkontinuerlig og F C V er apen, er ogsa

Y F)={ueU: fu) e F}

apen.

(d) Om f: U — V er kontinuerlig og F € V er lukket, er ogsd f 1 (F)
lukket.
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3.4.6 Teorem. La T: U — V vere en linecer avbildning mellom normerte vektorrom
U og V. Da er fplgende ekvivalent:
(i) T er kontinuerlig
(ii) T er kontinuerlig i 0
(iii) det finnes et tall ¢ > 0 slik at

Tully <cllullu VueU (3.4.2)

(iv) det finnes et tall ¢ > 0 slik at

ITully <c  YueUmed|ully =1. (3.4.3)

3.4.7 Bemerkning. En line®r avbildning som oppfyller (3.4.2) kalles en begrenset
linecer avbildning. Merk at “begrenset” her brukes pa en annen mate enn det du lerte i
MATI100, altsa at funksjonsverdiene ikke kan bli vilkarlig store. O

Bevis for Teorem 3.4.6. Implikasjonen (i) = (ii) fglger direkte av definisjonen av kon-
tinuitet. Vi beviser implikasjonene (ii) = (iii) = (iv) = (i).

(ii) = (iii) Om vi lar u = 0 og ¢ = 1 i definisjonen av kontinuitet, finner vi at det
finnesen § > Oslikat |[70—Tv||y < 1 nar |[0—v|y < §,detvilsi||Tv|y <1
nér ||v||y < 8. Definer nd ¢ :== 2/8, oglau € U vere vilkarlig. Da har vektoren

U = 4 norm mindre enn §, sa ||Tv|ly < 1. Men daer

ITully = |7 (2v)| = 24k ol <eluly.
——

<1
(iii) = (iv) Fglger direkte.

(iv) = (i) Lau € U vere vilkérlig, oglae > 0.Omv € U erslik at |u —v|y <8
foren§ > 0, erda

1T =Ty = IT@ =l =~ vlo |7 (53],
o)

norm=1

<cllu—v|v <.

Om vi velger § := ¢/c, vilda |[T(u) — T(v)|v < e&. |

3.5 Kompakthet

3.5.1 Definisjon. La U vere et normert vektorrom. En delmengde K € U er kompakt
om det for enhver fglge (1 )xen av vektorer uy € K eksisterer en delfglge (i ))ien
ogenu € K slik at ugy) — u ndr/ — oo.

3.5.2 Oppgave. La K veare en endelig delmengde av et normert vektorrom. Vis
at K er kompakt. (En mengde er endelig om den bare inneholder endelig mange
elementer.)

3.5.3 Lemma. Enhver kompakt mengde er lukket og begrenset.
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Bevis. |Fullf¢r fglgende bevisskisse. | For @ se at K er lukket, la (uy )xen veEre en fglge
i K som konvergerer mot u € U. Velg en konvergent delfglge. Denne ma ha grense i K,
og samsvarer med u, som dermed ligger i K.

For a se at K er begrenset, anta det motsatte; da finnes for enhver k € Nenu; € K
slik at ||ug| > k. Velg en konvergent delfglge. Men ingen delfglge av (uy)xen kan
konvergere. |

Motsatsen til Lemma 3.5.3, nemlig at alle lukkede, begrensede mengder er kompakte,
er ikke ngdvendigvis sann i et vilkarlig vektorrom. Bolzano—Weierstrass-teoremet (som
du lerte i MAT1110) gir et viktig unntak til dette, nemlig R” og C”.

3.5.4 Teorem (Bolzano—Weierstrass i euklidsk rom). La K = R eller K = C, og la
vektorrommet K" veere utstyrt med normen ||-||2. La K € K". Da er K kompakt hvis og
bare hvis den er lukket og begrenset.

3.5.5 Lemma. La U og V vere normerte vektorrom og la K C U vere kompakt. Om
f: K — V erkontinuerlig, er f(K) kompakt.

Bevis. La (vg)ren vere en fglge i f(K). Da finnes for hver k € N en uy € K slik at
Jf(ux) = vg. Siden K er kompakt, har (ux)xen en delfglge (1x())en som konvergerer
motenu € K. Siden f erkontinuerlig, vil da ogsd viy = f(ukp)) = f(w) e K. W

3.5.6 Teorem (Ekstremalverdisetningen). La U vere et normert vektorromogla K C U
veere kompakt. Om f: U — R er kontinuerlig, antar [ et maksimum og et minimum i
K. Med andre ord: Det finnes u™ og ux i K slik at

Sux) < f(w) < f") foralleu € K.

Bevis. Av Lemma 3.5.5, er mengden E = f(K) en kompakt delmengde av R. Av
Lemma 3.5.3 er da E lukket og begrenset, sa den har et maksimum M € E og et
minimum m € E. Siden E er bildet av K, finnes u*, u, € K slik at f(u*) = M og
f(uyx) = m. Siden f(u) € E foralle u € K, fglger na resultatet. |

3.6 Tre endeligdimensjonale teoremer

3.6.1 Kontinuitet av linecere avbildninger

3.6.1 Teorem. La T: U — V vere en linecer avbildning mellom normerte vektorrom
U ogV,der U erendeligdimensjonal. Da er T kontinuerlig.

Bevis. La9B = (e, ..., e,) vare en basis for U, og la [u]g € K" vare basisrepresen-
tasjonen av en u € U (se Teorem 1.4.4). Av Teorem 2.5.1 er avbildningen u +— [u]g
en isomorfi, og dens inverse er avbildningen Bx := )_";_, x;e; — med andre ord er
By = [u]g foralleu € U.

Definer enhetssferen i K” som S := {x € K" : ||x||2 = 1}, og definer funksjonen
f:S - Rsom f(x) = ||Bx|ly. Vi pastar at f er kontinuerlig. Merk fgrst at
|x;| < ||x]||2 for alle komponenter x; av x. Om x,y € S, er

(3.1.5)
|f() = fOD)I = [IBxlly = IByllu| < [Bx—Byly

= | Yo xje =Y vieilly = [ X521 —viei|y
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(trekantulikheten) n
<Y b =yilllejly < Lix = yla,
N——

j=1
<lx=yll2

der L = Z’}=1 lle;llu. Altsa er f Lipschitz-kontinuerlig (se Oppgave 3.4.2), sd den er
kontinuerlig. Siden S er lukket og begrenset, er S kompakt (av Bolzano—Weierstrass,
Teorem 3.5.4), sa det fglger av ekstremalverdisetningen (Teorem 3.5.6) at det finnes et
punkt y € S der f antar sitt minimum. Definer m := f(y), slik at

m < ||Bx|ly  forallex € S.

For en vilkarlig x € K” far vi derfor

X
1Bxllu = | B(Ixl=) | = Il B()] = milxle.
I+ I/ v
——
€S

Lau € U og x = [u]g, slik at Bx = u. Ulikheten over sierda at || x|» < |u|lv/m,
som gir oss

iy = [1(Shers)], = [t e,
Z|xk|||Tek||V ||x||zz||Tek||V
k=1
\cnunu,

der C ==Y 7_, | Tex|lv/m. Altsd har vi funneten C > Oslik at || Tully < C|lulu
for alle u € U, sa av Teorem 3.4.6 er T kontinuerlig. [ |

3.6.2 Bolzano—Weierstrass i endeligdimensjonale rom

3.6.2 Teorem (Bolzano—Weierstrass i endeligdimensjonale rom). La U vere et endelig-
dimensjonalt normert vektorrom, og la K C U. Da er K kompakt hvis og bare hvis den
er lukket og begrenset.

Bevis. Av Lemma 3.5.3 vet vi at alle kompakte mengder er lukket og begrenset, sa
det gjenstar a vise motsatt implikasjon. Anta derfor at K er lukket og begrenset. For
en basis B = (ey,...,e,) lar vi B: K" — U vere gitt ved Bx = Y ;_, Xk,
slik at B~'u = [u]g for alle u € U. Siden B og B~ er linezre avbildninger pa
endeligdimensjonale vektorrom, fglger det av Teorem 3.6.1 at de er kontinuerlige. Det
fplger at mengden B~1(K) € K” er lukket og begrenset |(oppgave til leseren!)|. Av

Bolzano—Weierstrass-teoremet i euklidsk rom, fglger det dermed at B~!(K) er kompakt.
Siden B er kontinuerlig, er dermed ogsd K = B(B~!(K)) kompakt. ]

3.6.3 Ekvivalens av normer

3.6.3 Definisjon. La U vare et vektorrom over enten K = Reller K = C, ogla ||| og
|lI-lll veere to normer pa U'. Vi sier at de to normene er ekvivalente dersom det eksisterer
tall ¢y, c2 > 0 slik at

lull <culllull og  flull <czllul  Vuel. (3.6.1)
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3.6.4 Eksempel. Normene ||-||; og ||-|loo pd R” er ekvivalente. Merk fgrst at for enhver
j=1,...,ner
G 1 < lully oz ()] < lulloo

|(0ppgave til leseren).l For enhver u € R” er dermed

n n
hully = 7 1)1 < 3 Nulloo = nllufloo:
= e !
Motsatt er
[ulloc = max |(w);| < max(flullr,.... ulli) = [lul.
<l

Vi skal snart se at ikke bare disse to normene, men alle normer pa R”, er ekvivalente.
O

3.6.5 Oppgave. Vi betrakter normene |-||; og ||-||> pa R2.

(a) Vis at
lullh < 2fulz og  lull2 < flufl

for alle u € R2.

(b) Vettakollen er en topp nord for Blindern. Etter en Igpetur fra foten av
Vettakollen til toppen, viser GPS-klokken din at du har 1gpt 1100 meter i
horisontal retning, og steget 145 meter i vertikal retning. (Stien opp er veldig
ujevn, men den gar aldri nedover.) Forklar hvorfor den faktiske lgpeavstanden
din ligger et sted mellom 1100 og 1100 + 145 = 1245 meter.

3.6.6 Oppgave. La U vere et vektorrom med tre normer |-, ||-|| og [||-]||. Bevis at
(i) enhver norm er ekvivalent med seg selv
(ii) hvis |-| er ekvivalent med |||, er ogsa ||-|| ekvivalent med |-|

(iii) hvis |-| er ekvivalent med ||-|| og ||-|| er ekvivalent med ||-|||, er ogs4 || ekviva-
lent med [|-[].

(Dermed er normekvivalens en ekvivalensrelasjon.)

3.6.7 Oppgave. La U veare et vektorrom med to ekvivalente normer ||-|| og ||-|||.

(a) Vis at en fglge konvergerer med hensyn pa den ene normen hvis og bare
hvis den konvergerer med hensyn pa den andre, og grensene er det samme.
(b) La B, (u) betegne apne kuler med hensyn pa normen ||-||, og B, (#) med

hensyn pa normen |||-]||. Vis at

Br(u) € B;.,(u)  og  By(u) € Bre, (),

rco

der c; og ¢, er konstantene i (3.6.1).

(¢) Vis at en delmengde E C U er apen/lukket/begrenset med hensyn pa den
ene normen hvis og bare hvis den er apen/lukket/begrenset med hensyn pa
den andre.
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3.6.8 Teorem. La U vere et endeligdimensjonalt vektorrom over K = R eller K = C.
Da er alle normer pa U ekvivalente.

Bevis. Om U er det trivielle vektorrommet, er nullfunksjonen den eneste normen pa U,
sa utsagnet er tomt. Vi kan derfor anta at U er ikke-trivielt.

La ||-|| veere en vilkarlig norm pa U. Vi skal konstruere en ny norm |||-||| pd U og vise
at ||-|| og |II|ll er ekvivalente. Siden normen ||-|| er vilkarlig, er da alle normer ekvivalent
med |||-|||, og dermed ogsa med hverandre (se Oppgave 3.6.6).

For en basis B = (ey,...,e,) larvi B: K" — U vere gittved Bx = Y ;_, Xxex,

slik at B~'u = [u]g for alle u € U. Siden B og B~! er linezre avbildninger pa
endeligdimensjonale vektorrom, fglger det av Teorem 3.6.1 at de er kontinuerlige.
Definer

llull = 1B~ ull,  forueU,

som ifglge Oppgave 3.1.4 er en norm pa U. Siden B og B! er linezre og kontinuerlige,
finnes det ifglge Teorem 3.4.6 (iii) tall ¢, c; > O slik at

IBxl| <cilixlla og B 'ul2<ealul  VxeK', uel

For en vilkérlig u € U er dermed

lull = IBB™ ul < 1| B~ ulla = cilfjull
0og
-1
lloelll = 1B~ ull2 < c2lull.
Altsaer ||-|| og |||l ekvivalente. |

3.7 Operator- og matrisenormer

3.7.1 Operatornormen til linecer avbildning

3.7.1 Definisjon. La U og V vare normerte vektorrom og T € & (U, V). Operator-
normen til T er tallet

| Tully
ITll¢w,v)y = sup =———— = sup [[Tv]y. (3.7.1)
uelU ”u”U velU
u#0 lvll=1

Nar det ikke kan lede til misforstaelser skriver vi || T ||« istedenfor || T || w,v)-

3.7.2 Oppgave. Vis at de to supremumene i (3.7.1) er like.

3.7.3 Proposisjon. La U, V, W vere normerte vektorrom og T € L (U, V).

(i) T er kontinuerlig hvis og bare hvis ||T | < oo.
(ii) Hvis T er kontinuerlig, er

ITully <ITlllully  Yuel, (3.72)

og ¢ := ||T||¢ er det minste tallet slik at (3.4.2) (0g (3.4.3)) er sant.
(iii) HvisT € L(U,V) o0g S € L(V, W) er kontinuerlig, er

IST e w.w) < ISlewmIT 2w, v).
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Bevis. |Oppgave til leseren.| Bruk Teorem 3.4.6. |

Vi sd i Proposisjon 2.1.4 at £ (U, V) er et vektorrom. Vi skal né se at ||-|| er en norm
pd L (U, V), sd lenge dimU < oo.

3.7.4 Proposisjon. La U og V vere normerte vektorrom over K = R eller K = C, og
anta at U er endeligdimensjonalt. Da er ||-||& en norm pd vektorrommet £ (U, V).

Bevis. Om U er det trivielle vektorrommet, er ||-||¢ nullfunksjonen, sa utsagnet er
automatisk sant. Vi antar derfor at U er ikke-trivielt. Av definisjonen er det klart at
T |l enten er et ikke-negativt reelt tall, eller co. Av Teorem 3.6.1 eralle T € L (U, V)
kontinuerlige, og av Proposisjon 3.7.3 (i) er dermed | T||¢ < oo foralle T € L (U, V).
Om7T € L(U,V)erslikat |T|¢ = 0, ser viav (3.7.2) at [|[Tu|y = 0 for alle
ueU,detvilsiTu =0y foralleu € U,detvilsiT = 0x.Oma € K, er

_ loTuly ||| Tully ITully
laT |l = sup ———— ——— = lo| sup = ol Tle-
uet  lullu uet  |ullu uet |ullu
u#0 u u#0

Om S, T eZLUV),er

IS + Tllg = sup 1S+ Dl S ISu+ Tully - ISy + [ Tully
uel lully wev ully wel lullo
u#0 u#0 u#0

[Sullv [ Tullv
su

uet ullv  wey lullu
u#0 u#0

= ISl + 1T ll<-

X

3.7.2  Operatornormen pa matriser

3.7.5 Definisjon. La K = Reller K = C, ogla A € M,,x,(K). Da er operatornormen
av A tallet

| Ax]2
| Allsen gmy = sup = sup ||Ax]z>-
xeK”" ||X||2 x€eK"
X#0 lxll=1

Som for linezre avbildninger, skriver vi ofte bare || 4| istedenfor || A || rm).

3.7.6 Teorem. LaK = R eller K = Coglam,n € N.

(i) ||lle er en norm pa My, x, (K).
(ii) Alle normer pa My, x, (K) er ekvivalente.
(iii) Om A € M5, (K) og x € K", er

[Axll2 < | Aflz [lx]2,

og ¢ := || Al||l¢ er det minste tallet som er slik at || Ax| 2 < c||x||2 for alle x.
(iv) Om A € Mpyxn(K) 0g B € Myxp(K), er

IABllz < [|Allz|Blls-

(v) Om A € My, (K) er inverterbar, er

1A e >

Al
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Bevis.

(i) Om vi lar T4(x) := Ax, operatoren tilhgrende A, ser vi at ||A|l¢ = |T4ll<.
Alle normegenskapene fglger na fra at operatornormen ||-||¢ er en norm (Proposi-
sjon 3.7.4) og at avbildningen A +— T4 er en isomorfi (Teorem 2.5.7).

(ii) Vektorrommet M, (K) har dimensjon mn (se Oppgave 1.4.9), og er derfor
endeligdimensjonalt. Av Teorem 3.6.8 er dermed alle normer pa M, x, (K) ekvi-
valente.

(iii) Dette er en omformulering av Proposisjon 3.7.3 (ii).
(iv) Dette er en omformulering av Proposisjon 3.7.3 (iii).
(v) Dette fglger av

Ly @ _
L= |lnllz = 1447 2 < [|All2llA7 . L

3.7.7 Oppgave. For A € M,,x, (K) definerer vi maksimumsnormen

[[Alloo := max [(A) jk|.
J.k

Vis at ||-||oo er en norm pa My, x, (K).

3.7.8 Oppgave. En diagonalmatrise er en matrise A € My, x, (IK) som har ikke-null
elementer kun langs diagonalen: (A4) jx = O for alle j # k. Vis at

Alle = mIaXI(A)ij

3.8 Moteksempler i uendeligdimensjonale rom

De fleste viktige resultatene i dette kapittelet gjelder kun for endeligdimensjonale
vektorrom. I denne seksjonen tar vi med noen moteksempler som viser at resultatene
er usanne for uendeligdimensjonale vektorrom. Denne seksjonen er ikke pensum i
MATI1125.

3.8.1 Eksempel (Moteksempel til ekstremalverdisetningen). Ekstremalverdisetningen
(Teorem 3.5.6) sier at alle kontinuerlige funksjoner pa en kompakt mengde antar et
maksimum og et minimum. Her er et eksempel som viser at utsagnet ikke er sant om vi
bytter ut “kompakt” med “lukket og begrenset”.

La U = C°([0,1],R) veere utstyrt med normen || f |[sup = sup;eqo,17 1./ (0] (se
Eksempel 3.1.2 (¢)). La E € U vere delmengden

k= {f eU: ”f”sup < 1og f(o) =0, f(l) = 1}

Da er E begrenset, per definisjon, og den er lukket, for om f1, f>,... € E konvergerer
mot f € U,erogsd || f|lsup < 1,08

I f O =170) = /i@ [ <f = fellwp > O
i

=0
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nar k — oo, sa f(0) = 0. P4 samme mate er
S =1 =110 = AW < IS = Sfillswp = O,
=1

sd f(1)—1=0,detvilsi f(1) = 1. Altsa ligger f i E, sa E er lukket.
Vi konstruerer nd en kontinuerlig funksjon F: £ — R som ikke har et minimums-
eller maksimumspunkt i £. Definer

1
F(f) = [o ()] dr.

Daer F veldefinert, for nar f er kontinuerlig, er ogsa | /| kontinuerlig, og alle kontinu-
erlige funksjoner er Riemann-integrerbare. Videre er F selv kontinuerlig — til og med
Lipschitz-kontinuerlig — forom f, g € E, er

1 1
|F(f) = F(9)l = ’/0 lf(O] = lg@)]dr </0 Lf )] = g®)]] dt

invers trekantulikhet

1 1
</ |f(z)—g(t)|dr</ sup [ £(s) — g(s)] dt = |.f — gllsup-
0 0 sefo,1]

= ”f_g”sup

Funksjonen F' er aldri negativ, og kan heller aldri vere lik 0, for om fol | f()|dt =
0, ma ngdvendigvis f(t) = O for alle € [0,1], men f(1) = 1 for alle f € E,
en motsigelse. Likevel kan vi komme vilkarlig nerme funksjonsverdien 0, for om
fi(t) :=t*fork e N,er f; € E foralle k € N, og

1
F(fo)= [ t*dt=—,
(= | —

som kan vere vilkarlig neerme O for store nok k € N. Vi konkluderer med at
inf F =0,
ot (f)

men at det ikke eksisterer en f € E slikat F(f) = 0.
Et lignende argument viser at sup scg F(f) = 1, men at det ikke eksisterer en
feEslikat F(f) = 1. O

3.8.2 Eksempel (Et annet moteksempel til ekstremalverdisetningen). Her er et annet
moteksempel; vi overlater detaljene til leseren. La U := £*°(R) vere utstyrt med
normen ||-||¢oc, og definer

E={ueU:|ulgpe <1 og lim (u)k eksisterer og er lik 1}.
—00

Definer

Daer E lukket og begrenset, og F: E — R er kontinuerlig. Funksjonen F tar verdier
vilkarlig neerme 0, men er strengt positiv over hele E£. Med andre ord er inf,cg F(u) =
0, men det eksisterer ingen u € E slik at F(u) = 0. (I
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3.8.3 Eksempel (Moteksempel til ekvivalens av alle normer). La
U=0R) = {(a)>, : Yrey lak| < oo}

(se Oppgave 1.7.1 (d)) og la ||-||¢» veere £7-normen fra Eksempel 3.1.2 (e). Da er bade
[I-ll¢1 og ||:|l¢oc normer pa U.La N € N vere vilkarlig og definer
b:=(L1,...,1,0,0,...).
———’
N ganger
Daerb € U og ||bll;1 = N, mens ||b]gec = 1. Om det finnes en ¢ > 0 slik at

lallyr < cllallgeo foralle a € U, mé derfor ¢ > N.Men N var vilkarlig, som motsier
at ¢ > N. Altsa er ikke de to normene ekvivalente pa U. O

3.8.4 Eksempel (Moteksempel til kontinuitet av alle linezre avbildninger). Vi lar £7 (R)
vere det normerte vektorrommet av fglger med endelig £7-norm (se Eksempel 3.1.2 (¢)).
La U vere vektorrommet £! (R) utstyrt med £>°-normen, og la V veare vektorrommet
£Y(R) utstyrt med £!-normen. La T: U — V vare den linezre avbildningen 7' (a) = a.
Fra Teorem 3.4.6 vet vi at T er kontinuerlig hvis og bare hvis det eksisterer en ¢ > 0
slik at ||T'(a)||y < c|la||y for alle a € U. Dette er det samme som at

lallon < cllal|geo Y a e (L(R).

Men fra Eksempel 3.8.3 vet vi at ingen slik ¢ eksisterer. Altsa er T diskontinuerlig. [

3.9 Flere oppgaver

Seksjon 3.3

3.9.1 Oppgave. Vi betrakter vektorrommet £!(R) (se Oppgave 1.7.1 (d)) med
normen ||-||,1 (se Eksempel 3.1.2 (e)). La uy, u,, ... € £}(R) vare vektorene

ug = (1,5,4,....560,0,...)  Vkel

Konvergerer fglgen (1 )ren? Hva er iséfall grensen?

Hint: Du ma skille mellom objektene ui,us, ..., ug, ..., som er elementer (vekto-
rer) i £, og objektene (ug)1, (Uk)2, . .., som for enhver k € N er reelle tall.
Seksjon 3.4

3.9.2 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La U := C°([0, 1], R), mengden av konti-
nuerlige funksjoner fra [0, 1] til R.

(@) La || fllsup = sup;epo,17 |/ (2)] for f € U. Vis at |-||sup €r en norm pa U.

(b) Definer T: U — U ved Tf = 2f. Vis at T er veldefinert, linesr og
kontinuerlig.

3.9.3 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La U veare et endeligdimensjonalt normert
vektorrom, og la E C U vare en lukket, begrenset mengde.
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(a) Laz € U og definer f: E — Rved f(u) := |ju — z|. Bevis at f er
kontinuerlig.

(b) Bevis at det for enhver z € U finnes en v € E som er slik at
lv—z| < |lu—z| YuetkE.

Formuler en geometrisk tolkning av dette resultatet.

Seksjon 3.6

3.9.4 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) Vi betrakter vektorrommet R” med normene

=1,...,

n
el = 3160kl og lxllma = max (x| forx €R"
k=1

(der (x)g er element nummer & i x).
(a) Definer hva det vil si at en fglge i R” konvergerer med hensyn pa ||-||;.

(b) Bevis (enten direkte eller ved a referere til resultater i boka) at dersom en
fglge i R” er konvergent med hensyn pé |-||1, er den ogsé konvergent med
hensyn pa ||| max-

Dvrige oppgaver

3.9.5 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) For en n € N lar vi &, =
{alle reelle polynomer av grad hgyst n}. La T : P53 — P, vere gitt ved

=

= , € Ps.
p di V4 3

(a) Forklar hvorfor T er en veldefinert, linezr avbildning fra &3 til %,. (Du
ma altsd vise at Tp € P, foralle p € P3, og at T er lineer.)

(b) Er T injektiv?

(¢) Er T surjektiv?

(d) La B og 6 vere standardbasisene (de “kanoniske basisene”) i henholdsvis
9P3 og P, . Finn basisrepresentasjonsmatrisen [T]%.

(e) La A € M3x4(R) vere en vilkarlig reell 3 x 4-matrise. Finnes det da en
S € L(P3. P,) slik at [S]E = A?

() Vi utstyrer &, med normen || p||sup := sup;epo,17 |2(?)]. (Du trenger ikke &
vise at dette er en norm pa &,.) Bevis (enten direkte eller ved & referere til
resultater i boka) at 7' er kontinuerlig.

(g) Bruk resultatet i oppgave (f) til & vise at det finnes et tall C > 0 slik at

dp
1] <clplw  Vpeos

L.
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4 INDREPRODUKTROM

Du har tidligere leert om prikkproduktet av vektorer x, y € R”,

n
xey=x'y=Y
k=1

(der xT er den transponerte av kolonnevektoren x) eller for komplekse n-tupler,

n
Xy =x"y=3) xu
k=1
(der yi er den komplekskonjugerte av yi). Prikkproduktet lar oss studere geometri i
R” ved a koble sammen lengden pa vektorer og vinkelen mellom vektorene: Om for
eksempel x og y er vektorer i R? eller R3, og « er vinkelen mellom vektorene, har vi

identiteten
Xy

cosQ = ——————
[l ll2l1y{l2

(der ||-||2 er den euklidske normen).

z x xox = [l
\<Z//y 0<x-y <xlly
x-z=0
0

Figur 4.1: Sammenheng mellom vektorer, vinkler, lengder og prikkprodukter.

I dette kapittelet skal vi generalisere prikkproduktet til vilkarlige vektorrom med
sékalte indreprodukter. Som vi skal se, er indreprodukter et enormt kraftig verktgy i
studien av vektorrom.

4.1 Indreprodukter

4.1.1 Definisjon. La U vere et vektorrom over K = R eller K = C. Et indreprodukt
pa U er en funksjon (-,-): U x U — K slik at for alle u,v,w € U og o € Ker

(i) (u,u) >0, og (u,u) =0 kun dersomu =0
(i) (u +v,w) = (u,w) + (v, w)
(iii) {au,v) = alu,v)

(iv) {u,v) = (v,u) (den komplekskonjugerte av (v, u)).

Et vektorrom som er utstyrt med et indreprodukt kalles et indreproduktrom.

4.1.2 Oppgave. Bevis fglgende:

(a) Indreproduktet er additivt i andre argument: (1, v + w) = (u, v) + (u, w).

46



Kapittel 4. Indreproduktrom 4.2. Normen indusert av et indreprodukt

(b) Indreproduktet er konjugert-homogen i andre argument: (u,qv) =
o(u,v).

(¢) Dersom K = R, er indreproduktet symmetrisk: (u, v) = (v, u).

4.1.3 Oppgave. Lau € U vere slik at (u,v) = Oforallev € U. Visatu = 0. Er
det samme sant dersom (v, u) = O forallev € U?

Hint: Prgv med v = u.

4.1.4 Definisjon. La U vere et indreproduktrom. Vi sier at u, v € U er ortogonale, og
skriver u L v, dersom (u,v) = 0.

4.1.5 Oppgave. Vilar K = R eller K = C. Vis at de fglgende er indreprodukter.
(a) Det kanoniske indreproduktet i K" er prikkproduktet

n
(x.y)en = x"V =) vk
k=1

(b) La A € M, (K) vare en selvadjungert matrise (det vil si (4) jx = (A);
foralle j,k = 1,...,n) som er positiv definitt (det vil si x" AX > 0 for alle
x € K", 0g xTAX = O kun nir x = 0). Daer

n n
(x.y)a=xTAy =Y > " xjAuTr
j=lk=1

et indreprodukt pa K”.

(¢) La*(K) := {(a1,az2,...) : Y ey lak|* < oo} (se Eksempel 3.1.2). Vi
definerer ¢2-indreproduktet som

e —_—
(a.b)e = arby.
k=1

(d) For f,g € C(la,b],K) (se Oppgave 1.1.5 (d)) definerer vi L2-
indreproduktet

b —_—
(f 82 = [ f()g()dt.

(Vi kommer til & bruke L2-indreproduktet mye i teorien om Fourier-rekker, i
Kapittel 6.)

4.2 Normen indusert av et indreprodukt

4.2.1 Definisjon. La U veare et vektorrom med indreprodukt (-, -). Normen indusert av
indreproduktet er funksjonen |u|| := /{u,u) foru e U.

Av positivitetsegenskapen (i) i definisjonen av indreprodukter, er (u,u) et reelt,
ikkenegativt tall for alle u € U, sa uttrykket +/(u, u) er veldefinert, reelt og ikkenegativt.
Vi skal snart se at normen indusert av et indreprodukt faktisk er en norm.
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4.2.2 Oppgave. Vis at L2-normen || f|;2 := ([ab | F()|? dt)l/2 (se Eksem-

pel 3.1.2 (d)) er normen indusert av L2-indreproduktet { f, g);2 := fab f()g(t)dt
(se Oppgave 4.1.5 (d)).

4.2.3 Proposisjon. Normen indusert av et indreprodukt er en norm.
Fgr vi beviser proposisjonen, viser vi fglgende veldig nyttige ulikhet:

4.2.4 Teorem (Cauchy—Schwarz-ulikheten). La ||-|| veere normen indusert av et indre-
produkt (-, -). Da er
[(w. o) < llulllvll  Yu,vel.

Det er likhet i uttrykket ovenfor hvis og bare hvis u og v er parallelle (se Oppgave 1.7.4).

Bevis. Dersom u eller v er lik 0, er begge sider lik 0, og det er ingenting a vise. Anta
derfor at bade u og v er ulik 0. Vi far da

0 Ju— ool = fu - eado.u - feako)

vl llvl?
. . 0) (u,) Ok
I T ey P e PTERY
e )P )
=2 e
_ 2_|(M,U)|2
i

og stokker vi om pa siste uttrykk far vi
2 201,112
|G, )7 < w7 [oll”

Tar vi kvadratrgtter pa begge sider far vi den gnskede ulikheten.

Det er likhet i utregningen ovenfor hvis og bare hvis u — (III:JITZ) v = 0, det vil si
u = Bv,der g = (nuvﬁé) Men da er ogsa u og v parallelle. Motsatt, om u og v er

parallelle, er u = Bv foren 8 € K. Daeru — fv = 0, og tar vi indreproduktet med v
far vi
0= (u—pBv,v) = (u,v)—B(v,v),

og lgser vi for B far vi B = %, som altsa er ekvivalent med at det er likhet i

utregningen ovenfor. ]

Bevis for Proposisjon 4.2.3. Vi ma bevise betingelsene i Definisjon 3.1.1, men overlater
Betingelse (i) og (ii) . For & vise Betingelse (iii) lar vi u, v € U og far

lu +vl? = (u +vou +v) = ul® + (u,0) + (v,u) + v
< Nl + ol ol el + fo)?
= (lull + o).
Tar vi kvadratrgtter pa begge sider, far vi trekantulikheten. ]

4.2.5 Teorem (Pythagoras’ setning). Dersomu L v, er

2 2
e + vl = Jlull® + o]
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Bevis. Sidenu 1 ver (u,v) =0o0g (v,u) =0, sa

2 2 2
v.u) +[vll” = ull” + [[vl”
—
0

lu+ v = (u+v,u+v) = |ul®+ (u,v) +
N——
0

—

II[

4.3 Ortogonal og ortonormal liste

4.3.1 Definisjoner

4.3.1 Definisjon. La U vere et indreproduktrom. En liste (uq, ..., u,) av vektorer i U
er ortogonal dersom ingen av vektorene er lik 0, og om (v j, ux) = O for alle j # k. Vi
sier at listen er orfonormal dersom den er ortogonal og om (uy, uy) = 1 for alle k. En
ortogonal/ortonormal basis er en basis som er ortogonal/ortonormal.

4.3.2 Oppgave. Vi betrakter R?> med det kanoniske indreproduktet (se Oppga-
ve 4.1.5 (a)). Vis at listene

() 0) o e=((9) (1)

er ortonormale. Tegn vektorene i hver av listene og forklar hvordan man kan se at
de to listene er ortonormale.

4.3.3 Oppgave. Vis at en ortogonal liste (eq, ..., e,) automatisk er linesrt uavhen-
gig.
4.3.4 Bemerkning. Dersom (u1,...,u,) er en ortogonal liste kan vi enkelt gjgre den

ortonormal ved & erstatte den med de normaliserte vektorene

1

llui |

Ug Vk=1,...,n
der ||-|| er den induserte normen. O

4.3.2 Basisrepresentasjoner i ortonormale basiser

4.3.5 Proposisjon. La U vere et indreproduktrom med en ortonormal basis B =
(e1,...,en). For enhveru € U er da

n
u=Y ajej. dera;=(ue;)Vj=1...n. (43.1)
Jj=1
Med andre ord er [u]lg = ((u ei))

i=1,..n'

Bevis. Siden (eq, ..., e,) er en basis, finnes skalarer oy, ..., «, slik at

n
U= Z oje;j. (%)
j=1
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Tar vi indreproduktet mellom (x) og ey, far vi

n
(uoer) = (Yjo ajejen) = Y ajlej.ex) = .
j=1 _8‘/(
- Y%

der vi har brukt linearitet i fgrste argument og ortonormalitet. ]

4.3.6 Oppgave. La U vare et indreproduktrom med en orfogonal basis B =
(e1,...,ey). Finn et uttrykk for en vilkarlig vektor ¥ € U med hensyn pa 9,
tilsvarende uttrykket i Proposisjon 4.3.5.

4.3.7 Teorem. La U og V veere indreproduktrom med ortonormale basiser B =
(e1,....,en) 086 =(f1,..., fm),oglaT € L(U,V). Da er

[T1% = ((Tex. f)) -
Bevis. Fra Seksjon 2.5 vet vi at [T]% har kolonner
712 = (Tesks - [Teals).
og av Proposisjon 4.3.5 er [Tex]g = ((Tey, fj))';lzl. |

4.3.8 Korollar. La U vere et indreproduktrom med to ortonormale basiser 9B =
(e1,....en) 086 = (f1,..., fn). Da kan basisskiftematrisen fra 9B til 6 skrives som

[idZ = ((ex /7)) ;i

Bevis. |Oppgave til leseren. | |

4.3.3 Indreprodukter og normer i ortonormale basiser

4.3.9 Lemma. La U vere et vektorrom med ortonormal basis B = (e1, ..., ey,). Daer
n —_—
(u,v) = [u]g - [vlg = Z(u,ej)(v,ej) Yu,vel. 4.3.2)
j=1

Bevis. Lau,v € U. Av Proposisjon 4.3.5 er

n

n
u= Z(u,ej)ej og v = Z(v,ek)ek.
k=1

j=1
Dermed er
n n
(uv) = (Yo (ueejes. Yoy (voerder) = > Y (u.e;)(v.ex) (ej.ex)
j=1k=1 “_‘8";
- Y%

n

= Z(u,ej)(v,ej) = [u]g - [v]a.

Jj=1
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4.3.10 Teorem (Parsevals identitet). La U vere et indreproduktrom med en ortonormal
basis B = (e1,...,en). Daer

lully = |uls |, = k=i u.ex)> Yuel,

der ||-||lu er normen indusert av indreproduktet.

Bevis. |Oppgave til leseren.| Bruk Lemma 4.3.9. |

For uendeligdimensjonale indreproduktrom finnes en direkte generalisering av Par-
sevals identitet, men den krever en del tyngre maskineri som du fgrst lerer i MAT2400.
I Seksjon 4.5 skal vi bevise Bessels ulikhet, en delvis generalisering av Parseval.

4.3.11 Oppgave. Under de samme antagelsene som i Teorem 4.3.7, vis at

IT|zw,vy = ”[T]%”&P(R”,R’”)'

4.4 Ortogonalisering

4.4.1 Teorem (Gram—Schmidt-ortogonalisering). La U vere et indreproduktrom og la

(U1, ...,uy) veere en lineeert uavhengig liste av vektorer i U. Definer
1
ey = —Uuy,
(3]
1 k—1
e = ——ep. der e = uk—Z(uk,e_/)ej Vk=2,....n
] P
(der ||-|| er den induserte normen). Da er (e, ..., ey) en ortonormal liste med samme
spenn som (U1, ..., Uy).
Bevis. Vi bruker induksjon. Listen (u1, ..., u,) er linezrt uavhengig, sa u; er ulik 0.

Dermed er e; veldefinert og har lengde 1, sa (eq) er ortonormal. Siden e; er parallell
med u1, har listen (e7) samme spenn som (u1).

Anta sd at (e1,...,ex) (der 1 < k < n) er ortonormal og har samme spenn som
(u1,...,ug). Siden (u1,...,ug4+1) er lineert uavhengig, er
Ug+1 & span(uq,...,ux) = span(ey,...,eg),

sd vektoren e; | = ugi1 — lezl(ukﬂ,ej)ej erulik 0. For alle / < k er

k
(el/¢+1’el> = (uk+1 - Zj=1<uk+1»€j>ej»€l)
k
= (wkr1.e1) — Y _(uky1.¢5) (ej.er)
L S——
Jj=1
=381
= (ug+1,€1) — (ug+1,€1) =0,

sé e,’H_l L e;. Siden ey er parallell med e,’H_l og har lengde 1, kan vi konkludere at
(e1,...,eky+1) er ortonormal. |
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4.4.2 Oppgave. Utfgr Gram—Schmidt-ortogonalisering pa fglgende lister av vekto-
rer. Sjekk at listen du ender opp med er en ortonormal basis.

(a) U = R? med prikkproduktet og listen u = (_02), Uy = (g)

(b) U = R? med prikkproduktet og listen u; = (i), Uz = (2)

4.4.3 Korollar. Ethvert endeligdimensjonalt indreproduktrom har en ortonormal basis.

Bevis. |Oppgave til leseren. |

4.4.4 Oppgave. Finn en ortonormal basis for R3 (med prikkproduktet som indre-
1
produkt) som inneholder vektoren \/LE 0
-1

Vi skal komme tilbake til Gram—Schmidt-ortogonalisering i Seksjon 4.11.2.

4.5 Projeksjon og ortogonalkomplement

4.5.1 Definisjon. La U veare et vektorrom. En projeksjon er en operator P € L (U)
som tilfredsstiller P2 = P.

Vi kan tenke pa en projeksjon P som a kaste en skygge ned pa bildet im(P). Et
punkt ¥ € U kaster en skygge i punktet Pu. Punkter som allerede ligger i im(P) kaster
bare skygge pa seg selv, sa for et punkt Pu € im(P) vil P(Pu) = P?u = Pu.

4.5.2 Oppgave.

(a) For x = (x1, x3) definerer vi
Pix == (x1 — x2,0), Pyx = (Bfx2 xdx) P3x = (0,0).

Vis at Py, P, og P; er projeksjoner pi R2.

(b) Hvilken av fglgende figurer svarer projeksjonene i forrige oppgave til?

y
* X
\ y 2
\ X o e
Py | Px Py| Px
(i) (ii)

(¢) Hvorfor kaller vi projeksjoner for “projeksjoner”?

4.5.3 Definisjon. La U vere et indreproduktrom med underrom V. Da er ortogonal-
komplementet til V mengden

Vi={ueU:(uv)=0foralleveV}.
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Med andre ord: V' er mengden av alle vektorer i U som stér ortogonalt pa alle vektorer
iV.
4.5.4 Proposisjon. La V vere et underrom av U.
(i) VL er et underrom av U
(ii) VNV+={0}
(iii) {0}t =U
(iv) U+ = {0}.

Bevis. |Oppgave til leseren.l |

4.5.5 Teorem. La U vere et indreproduktrom med et endeligdimensjonalt underrom V.
Vi kan da dekomponere enhver u € U som

U=v+w forunikeveVogweVJ‘.

Med andre ord: U = V @ VL. Avbildningen P: u — v er en projeksjon, og om

(v1,...,vy) er en ortonormal basis for V kan vi skrive
n
Pu=) (uv;)v; Vuel. (4.5.1)
j=1

4.5.6 Definisjon. Projeksjonen P i Teorem 4.5.5 kalles ortogonalprojeksjonen pa 'V,
og skrives ofte projy, .

Bevis for Teorem 4.5.5. Vi observerer fgrst at funksjonen P definert i (4.5.1) er en
veldefinert lineer avbildning fra U til V. Dersomu € V, er (4.5.1) bare representasjonen
av u i basisen (vq, ..., vy) (se Proposisjon 4.3.5), sa Pu = u. Altsaer P2=P,saP
er en projeksjon.

Av Proposisjon 4.5.4 er bade V og V1 underrom av U, og V N VL = {0}, sd av
Teorem 2.7.3 kan vi skrive alle u € V 4+ V+ som u = v + w for unike v € V og
w € V1. Det gjenstér derfor & viseat V + V+ = U.

Lau € U vere vilkarlig. Om vi lar w := v — Pu far viu = Pu + w, og for enhver
veler

n

(w,v) = (u— Pu,v) = (u,v) —<Z?:1(u,vj)vj,v> = (u,v) — Z(u,vj)(vj,v)

j=1
= (u,v) — (u, Y (v, v)v;) = (u,v) — (u,v) =0
(der vi har brukt Proposisjon 4.3.5 to ganger). Altsd er w € V1. Vi har dermed vist at
V+vt=U. ]
4.5.7 Proposisjon. La V veere et endeligdimensjonalt underrom av U.
(i) VHt =V
(ii) dimV+ = dimU —dim V
(iii) VL = {0} hvis og bare hvis V = U.

Bevis. (i) Omu € V,er (u,v) = Oforallev € V+. Dermed er u € (V1)*, sa vi
har vistat V € (V1)L
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Motsatt lar vi u € (VJ-)l; vi vil vise at u € V. Av Teorem 4.5.5 kan vi skrive
u = v+ w for unike v € V og w € V+. Vi har (u, w) = (w,u) = 0 (siden
weV+togue (VL) og (v,w) =0 (sidenv € V ogw € V=+). Dermed er

0= (u,w)=@+ww) = w)+ww =|w|>
=0 =ju

Altsaerw = 0,sau = v € V. Vi har dermed vist at ogsa (Vl)L cV.

(ii) |Oppgave til leseren.l Bruk dimensjonssatsen pa ortogonalprojeksjonen projy,.

(iii) Vi har allerede vist at U+ = {0} i Proposisjon 4.5.4 (iv). Anta motsatt at V/ er en-
deligdimensjonal og at V- = {0}. Av (ii)erda0 = dim V+ = dim U —dim V/, s&
dimU = dim V. Siden V er endeligdimensjonal, fglger det av Proposisjon 1.4.10
aalU =V. |

Med ortogonalprojeksjonen kan vi bevise fglgende (delvise) generalisering av Par-
sevals identitet (Teorem 4.3.10) til uendeligdimensjonale rom.

4.5.8 Teorem (Bessels ulikhet). La U veere et indreproduktrom og la (ey, ez, ...) vere

en ortonormal liste av vektorer i U. Da er

o0
o lue)? < ul>  Yuel. (4.5.2)
k=1

Bevis. La U,, = span(ey,...,e,) forenn € N. Av Teorem 4.5.5 kan vi skrive u =
Up + vy for u, = projy, u = Zzzl(u,ek)ek € U, og én eller annen v, € UnJ-. Av
Pythagoras’ setning (Teorem 4.2.5) er ||Ju||? = ||ux||? + ||va||%, og av Parsevals identitet
(Teorem 4.3.10) er [un||? = Y j—; |{u, ex)|*. Dermed er

n

2 2 2 2
D) P =l = oall® < full>,
k=1

Dette gjelder for enhver n € N, s ved a lan — oo far vi (4.5.2). |
Vi kan ogsa bruke ortogonalprojeksjon i minimeringsproblemer:

4.5.9 Proposisjon. La U veere et indreproduktrom med et endeligdimensjonalt underrom
V,lau € U og lauy := projy u veere ortogonalprojeksjonen av u pa V. Da er

lu —uy| < |lu—ov| Yvelv,
og det er likhet i uttrykket ovenfor hvis og bare hvis v = uy.

Bevis. Skrivu = uy + w foren w € V+.Lav € V vare vilkarlig. Siden u — v =
(uy —v) + (u — uy), der forste ledd ligger i V og andre ledd i V+, kan vi bruke
Pythagoras’ setning (4.2.5) og fa

2 2 2
u = vl|” = fluy —vl|” + [lu —uy |~

Dette uttrykket er aldri mindre enn |ju — uy||%, og er lik ||u — uy||?> kun dersom
vV =uy. |
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4.5.10 Oppgave. La f: [—1,1] — R veare funksjonen f(t) = cos(xt). Vi skal
finne andregradspolynomet p som ligger n@rmest mulig f, og som dermed gir den
beste mulige approksimasjonen av f. Vi skal male avstanden mellom f og p med
L2-normen,

1 1/2
If = plle = (/_1|f(t)—p(t)|2dt) ,

som er normen tilhgrende L2-indreproduktet (se Oppgave 4.2.2).

(a) Forklar hvorfor det finnes et unikt polynom p € 9, som er slik at
If =plee <If—qllz VaqeP.

(b) Forklar hvorfor vi kan uttrykke dette polynomet som

ZZ: kaL2

(Pr» Pr) L2

der py, ..., ps er de tre fgrste Legendre-polynomene (se Oppgave 4.12.4).

(¢) Finn et uttrykk for p, enten ved a regne indreprodukter for hand eller med
et verktgy som Wolfram Alpha. Tegn en graf av p og f.

4.6 Riesz’ representasjonsteorem
Fglgende teorem har en uendeligdimensjonal variant, men den krever en del maskineri
du fgrst lerer i MAT2400. Vi viser derfor bare den endeligdimensjonale varianten.

4.6.1 Teorem (Riesz’ representasjonsteorem). La U vere et endeligdimensjonalt indre-
produktrom og la T € U’. Da finnes en unik u € U slik at

Tv = (v,u) Vovel. (4.6.1)

Bevis. Av Korollar 4.4.3 finnes en ortonormal basis (ey, . .., e,) for U. Definer na

n
U= E Teje;.
j=1

Daer

n

(vou) = (v. 3 Tejej) = Z Tej{v.e;) = T(Z(v’ej)ej) -
j=1

Jj=1

der vi i siste steg har brukt Proposisjon 4.3.5. Dersom bade u og u’ oppfyller (4.6.1), er
(v,u—u’) = 0forallev € U. Av Oppgave 4.1.3 mi da u —u’ = 0, s representasjonen
er unik. |

4.7 Den adjungerte

Om A € M,,»,(R) er en reell matrise, er dens transponerte den nye matrisen A" €
My xm(R) med komponenter (A7);; = (4)j;. Om x € R" og y € R™ har vi da

(Ax) -y = (Ax)Ty =x"ATy =x-(4Ty),
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eller skrevet med indreproduktnotasjon,
(Ax,y) = (x, ATy). 4.7.1)

Som vi skal se, er den riktige generaliseringen av transponering til komplekse matriser
den konjugerttransponerte A* = A .

Vi skal na generalisere transponering til en vilkarlig operator. Utgangspunktet er
egenskapen (4.7.1).

4.7.1 Teorem. La U og V vere endeligdimensjonale indreproduktrom over en kropp
K, 0g laT € L(U,V). Da finnes en unik linecer avbildning T* € £L(V,U) (den
adjungerte til T') slik at

(Tu,v)y = (u, T*v)y YueU vevV. 4.7.2)

(Noen bruker termene hermiteadjungert eller hermitekonjugert, og de engelske termene
Hermitian adjoint/Hermitian conjugate eller bare Hermitian. )

4.7.2 Bemerkning. Teorem 4.7.1 er faktisk (nesten) sant ogsa for uendeligdimensjonale
indreproduktrom, men a bevise det krever en del maskineri som er utenfor pensum i
dette emnet. Den generelle versjonen av teoremet sier at om 7' er en kontinuerlig lineer
avbildning mellom indreproduktrom U og V/, finnes en kontinuerlig linezr avbildning
T* fra V til U slik at (4.7.2) holder. O

Bevis for Teorem 4.7.1. Fiksér en vektor v € V og definer S, : U — K som
Syu = (Tu,v)y foru € U.

Daer S, € U’ |(hvorfor det?)|, sd av Riesz’ representasjonsteorem (Teorem 4.6.1)

finnes en unik u, € U slik at S,u = (u, u,)y for alle u € U. Definer T*v := u,. Vi
far da
(u, T*v)y = (u,uy)y = Syu = (Tu,v)y YueUl.

Altsa er (4.7.2) sann for akkurat denne vektoren v. Vi definerer pa denne maten 7 *v for
alle v € V og far en veldefinert linezr avbildning fra V til U |(hvorfor det?). |

4.7.3 Oppgave. Vis at ogsa

(v, Tu)y = (T*v,u)y YuelU veV.

4.7.4 Oppgave. Fortalla,b € Rmeda < b larviU := C§°([a, b],R), der

C$([a, b, R) = {f € CQ([a,b],R) : 4L € CQ(la,b],R) V n € N},

og der
Co(la.b).R) = {f € C*(a.bL.R) : f(a) = f(b) = O}.

Vi utstyrer dette rommet med L2-indreproduktet

b
(fg) = f F(Og(0)dr.

LaT:U — U veere gittved Tf := %.
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(a) Forklar hvorfor T er en veldefinert linezr operator.

(b) Selv om U ikke er endeligdimensjonal, slik som Teorem 4.7.1 krever, har
likevel T en adjungert. Finn denne.

4.7.5 Proposisjon. La U og V vere indreproduktrom med ortonormale basiser B og
G,o0glaT € L(U,V). Da er

715 = (IT1%)"
(der uttrykket pa hgyre side er den konjugerttransponerte av [T]%’ ).

Bevis. La 9B = (e1,...,ey) og B = (v1,...,Vy) vere basisvektorene. Av Teo-
rem 4.3.7 er

712 = (Tex. [)) i~ 02 [T*15 = ((T* fi.e)) ji-
Dermed er
_ S N
[T*15 = (fe: Tej)) ;o = (Tejs fi)) o = (Tew, /7)) o = (TID" = ((T1D)*-
|
4.7.6 Proposisjon. La U og V vere endeligdimensjonale indreproduktrom og la T €
ZLU,V). Da er
(D) 1T e = T |«
(i) (T*)* =T
(iii) om T er bijektiv, er ogsd T* bijektiv, og (T*)™! = (T~ 1)*
(iv) omS €e L(V,W)er(ST)* =T*S*
(v) ker T* = (im T)*
(vi) imT* = (ker T)+
(vii) dimim T = dimim T*.
Bevis.

(i) Ved a bruke Cauchy—Schwarz’ ulikhet (Teorem 4.2.4) og Proposisjon 3.7.3 (iii)
far vi for enhver u € U at
I1Tul|® = (Tu, Tu) = (u, T*Tu) < Jul/|T*Tul|
ST Tl lull® < NT* e 1T lle el
Dermeder | Tull < v/IT*[2 /I Tlzllu forallew € U,si | Tlz < /IT* [T .

det vil si | T'llz < [T Daer ogsd [|T*||¢ < [[(T*)*|l = Tl s& vi far
likhet mellom || T || og | T*||<-

(ii) |Oppgave til leseren.l

(iii) Om T € £L(U, V) er bijektiv, er dimU = dimV, av Proposisjon 2.3.6. Av
Teorem 2.4.4 trenger vi da bare 4 vise at ker T* = {0}. La derfor v € V vere slik
at T*v = 0. Foralleu € U erda

0={(T"v,u)y = (v.Tu)y.

Settu = T lvogfa0=(v,v) =|v|%sdv=0.
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@iv) |Oppgave til leseren.|

(v vekerT" < (T*wu)y=0YuelU
— WTuy=0VuelU <<= ve(mT)™

(vi) |Oppgave til leseren. Bruk (ii), (v) og Proposisjon 4.5.7 (i).|

(vii) Ved a bruke Dimensjonssatsen (Teorem 2.2.3), (v), (vi) og Proposisjon 4.5.7 (ii)
far vi

dimim7 = dimU —dimker7T = dimU — dim(im T"‘)l
=dimU — (dimU — dimim T*) = dimim T*.

4.8 Normale operatorer

4.8.1 Definisjon. En operator T pa et indreproduktrom U er normal dersom
TT* =T*T.

En kvadratisk matrise A € M,,(K) er normal dersom
AA* = A*A

(der A* er den konjugerttransponerte av A).

4.8.2 Oppgave.

(a) Vis at alle kvadratiske diagonalmatriser er normale. (En diagonalmatrise
er en matrise hvor alle elementer vekk fra diagonalen er lik 0.)

(b) Vis at alle unitere matriser er normale. (En uniter matrise er en kvadratisk
matrise A slik at A1 = A*. Vi kommer tilbake til disse i Seksjon 4.10.)

4.8.3 Oppgave. Bevis at om T er normal, er ||Tu| = ||T*u| for alle u € U.
(Faktisk er det motsatte ogsa sant, men det krever noe mer arbeid a bevise.)

4.8.4 Oppgave. La U := C§°([a, b],R) vere utstyrt med L?-indreproduktet, og la
T € L(U) vare gitt ved Tf = ‘é—’; (se Oppgave 4.7.4). Vis at T er normal.

4.8.5 Teorem. La T veere en normal operator pa et indreproduktrom U over K. Da
gjelder fplgende:

(i) kerT =kerT*
(ii) ker T = (imT)+
(iii) imT =imT*

(iv) U =kerT &imT

(v) T —«aid er normal for enhver o € K.
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Bevis.
(i) LauekerT.DaerT*Tu =T*0=0, sa
0= (T*Tu,u) = (TT*u,u) = (T*u, T*u) = |T*u|>

Dermed er T*u = 0, slik at ker7 C ker 7*. P4 samme mate finner vi at
kerT D ker T*.

(ii) Vi har ekvivalensene

ue(mT)yt < (Tvu)=0VvelU <+ (@ T*u)=0VvelU
— T*'u=0 = uckerT* = uckerT

(iii)-(v) |Oppgave til leseren.l

4.9 Selvadjungerte operatorer

4.9.1 Definisjon. En operator T pa et indreproduktrom U er selvadjungert dersom
T* = T.En kvadratisk matrise A € M, (K) er selvadjungert dersom A* = A, og er
symmetrisk dersom AT = A.

Merk at over kroppen R betyr “symmetrisk” og “selvadjungert” det samme.

4.9.2 Oppgave.

(a) Hvilke av fglgende matriser er selvadjungerte?

(0 i+l (71
I3, O4x2, A= (1—31' ) ), B = (_1 7).

(b) Vis at alle selvadjungerte operatorer er normale.

4.10 Ortogonale matriser og unitzere operatorer

4.10.1 Definisjon. La U vere et indreproduktrom. En operator T pa U er uniter
dersom T er inverterbar og 7~! = T*. En kvadratisk matrise 4 € M, (K) er uniter
dersom den er inverterbar og A~! = A*. Den er ortogonal dersom den er inverterbar
og A7l = AT,

Merk at for et vektorrom over kroppen R betyr “uniter” og “ortogonal” det samme,
mens over C er de forskjellige.

4.10.2 Oppgave. La A € M, (K). Forklar hvorfor fglgende utsagn er ekvivalente.

(i) A er uniter.

(ii) Kolonnene (ay,...,ay,) til A er ortonormale.

4.10.3 Proposisjon. La T € & (U) veere uniter.
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(i) T er normal.
(ii) T* og T™! er unitcere.
(iii) Foralleu € U er

ITull = 1T~ ull = 1T ull = |ju].

(iv) T, T* og T~ har operatornorm lik 1.
(v) Foralle R e L(U,V)og S € L(W,U) er

TSl = ISz og  IRTlz =lRlz
(for passende indreproduktrom V og W ).

Bevis.

@) |Oppgave til 1eseren.|

(ii) |Oppgave til leseren.l

(iii) Vi har

I1Tull? = (Tu, Tu) = (u, T*Tu) = (u, T Tu) = ||u|?

De to andre identitetene er |oppgaver til leseren|.

(@iv) |Oppgave til leseren. Bruk (iii) og Proposisjon 4.7.6 (i).|

(v) Farste identitet fglger av at | TSw|y @ [Swl|ly for alle w € W. For andre

identitet har vi

IRTully v=ru IRT (T~ )|y

[RT |l = sup ———
we lullu vel I1T-tv|ly
u#0 T—lv#£0
(iii) | Rvlly
= ——— = |IR]|
vet Ivllu
v#£0

4.10.4 Oppgave. La U vere et indreproduktrom med to ortonormale basiser 9B =
(e1,...,en) 02 B = (f1,..., fn). Vis at basisskiftematrisen [id]?é’ er uniter.

4.10.5 Eksempel. En rotasjonsmatrise er en matrise som roterer vektorer i R” rundt en
gitt akse. I R? ser rotasjonsmatriser slik ut:

4 = (cos f —sind
“\sinf cosf |-
Her er 6 € R et gitt tall, og multiplikasjon av en vektor x € R? med A vil rotere x med
vinkel 6 mot klokken rundt origo, men bevare lengden. Merk at A har determinant lik 1.

Inversmatrisen til A far vi ved a rotere med en vinkel 6 med klokken, eller med andre
ord, rotere med vinkel —6 mot klokken. Om vi bruker identitetene cos(—0) = cos 6 og

sin(—0) = —sin @, far vi at
41— cosf sinf
" \—sinf cosB)"
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|(Du bgr sjekke at dette faktisk er inversmatrisen til A.)l Siden denne matrisen sammen-
faller med den transponerte til A, konkluderer vi med at rotasjonsmatriser er ortogonale.

Det finnes ogsa formler for rotasjonsmatriser i hgyere dimensjoner. Generelt er en
rotasjonsmatrise i R" en matrise A € M, (R) som er ortogonal og har determinant
lik 1 (s4 A=! = AT og det A = 1). Mengden av alle rotasjonsmatriser er den spesielle
ortogonale gruppen og betegnes SO(n). Se ogsa Oppgave 4.12.7.

O

4.10.6 Eksempel. En permutasjonsmatrise er en kvadratisk matrise A der hvert element
er enten O eller 1, og som er slik at hver rad og hver kolonne inneholder ngyaktig én 1.

For eksempel er
1 0 0 1
0 1 °8 10

alle permutasjonsmatrisene av dimensjon 2 X 2, mens permutasjonsmatrisene av dimen-
sjon 3 x 3 er

SO = OO =
-0 O O = O
S = O = O O
S = O O = O
-_ o o O o~
SO = = OO
-_ o O = OO
O = O OO =
SO = O = O

Om A er en permutasjonsmatrise, er ogsd A* = AT en permutasjonsmatrise.
Alle permutasjonsmatriser er unitere: La eq, ..., e, € K" vare kolonnene i A, med
T
komponenter e; = ((¢;)1,...,(ej)n) . Daer

(A*4) ;o = D (e)s(er)s.
s=1

Om j # k, vil enten (e;); = 0 eller (ex)s = 0 for alle s, mens om j = k vil

(ej)s = (ex)s = 8js, sa summen over blir 1. Altsa er A* en venstreinvers til A.

Argumentet for at A* er en hgyreinvers er nesten helt likt. (]
4.10.7 Oppgave.

(a) Hvor mange permutasjonsmatriser finnes av dimensjon n x n?

(b) Hva skjer med en vektor x € K” nar den ganges med en permutasjonsma-
trise A € M, (K)?

(¢) Hva skjer med en matrise B om den ganges fra venstre med en permuta-
sjonsmatrise? Hva om den ganges fra hgyre?

4.11 Triangulere matriser, LU- og QR-faktorisering

Til slutt i dette kapittelet tar vi for oss noen spesielle typer matriser, og mater a faktorisere
generelle matriser i slike spesielle matriser.
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4.11.1 Trianguleere matriser og LU-faktorisering

4.11.1 Definisjon. En gvre trianguleer matrise er en matrise U som er slik at (U) jx = 0
for alle j > k. En nedre trianguleer matrise er en matrise L som er slik at (L) jx =0
for alle j < k, eller med andre ord, LT er gvre trianguleer. En triangulcer matrise er en
matrise som er enten gvre eller nedre trianguler.

Du har allerede mgtt pa gvre trianguleere matriser i MAT1105 da du gjorde Gauss-
eliminasjon. Om du skal Igse det linezre systemet

X1 +2x2+x3=0
—3x1—x2 +2x3 =1
5x2 + 3x3 = —1,

skriver du systemet pa matriseform, Ax = b, danner koeffisientmatrisen
1 2 1 0

B = (A b) =|-3 -1 2

0 5 3

og utfgrer radoperasjoner for & fa en matrise pa trappeform,

1 2 0
B~U=|0 1 1/5
00 1

Matrisen U er en gvre trianguler matrise, siden alle elementer under diagonalen er lik
0. For a Igse systemet gjgr du na bakoversubstitusjon pa den gvre triangulere matrisen
U for & ende opp med en matrise pa formen

BN(I3 x),

der kolonnevektoren x gir lgsningen pa systemet.
Fra MAT1105 vet du ogsa at alle elementere radoperasjoner kan skrives som pro-
duktet av den opprinnelige matrisen med en elementermatrise R. 1 eksempelet over

finnes det dermed elementermatriser Ry, ..., Ry slik at
U=Ry---RB,
eller )
B=(R¢--+Ry) U=R{"---R]'U=LU
N——
=L

Det viser seg at matrisen L er nedre trianguler!

4.11.2 Definisjon. En LU-faktorisering av en matrise A € M,,x, (K) er en faktorisering
pa formen A = LU, der L er en nedre trianguler matrise og U en gvre trianguleer
matrise.

Siden triangul@re matriser er spesielt enkle  invertere (ved hjelp av bakoversubsti-
tusjon), er LU-faktorisering nyttig nar vi skal Igse linezre systemer:
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Kapittel 4. Indreproduktrom 4.12. Flere oppgaver

4.11.3 Oppgave. La A ha LU-faktorisering A = LU, og betrakt systemet Ax = b.
Vis at dersom y Igser Ly = b og x Igser Ux = y, vil x ogsé lgse Ax = b.

Lgsningsstrategien er altsé a forst beregne LU-faktoriseringen til A, og deretter lgse
de to triangulere systemene Ly = b og Ux = y. Denne strategien er sapass effektiv at
store programpakker som Matlab bruker den for a Igse ligningssystemer og invertere
matriser.

4.11.2 QR-faktorisering

4.11.4 Definisjon. En QR-faktorisering av en matrise A € M, <, (K) er en faktorisering
pa formen A = QR, der Q € M, (K) er uniter og R € M,,x,(K) er gvre trianguler.

Ved hjelp av Gram—Schmidt-ortogonalisering (Seksjon 4.4 kan man vise at enhver

matrise har en QR-faktorisering. La A € M, x,(K) ha kolonner A = (al e a,,).
Vi antar na for enkelhets skyld at A er kvadratisk og inverterbar, slik at (ay, ..., a,) er
lineeert uavhengig. Vi kan da utfgre Gram—Schmidt-algoritmen pa (aq, ..., a,) (Teo-

rem 4.4.1), som vi omskriver som fglger:

k-1
ak:v,’<+2(ak,vj)vj Vk=1,...,n, ()
j=1
og der vy = ”vl—/”v,’C Tar vi indreproduktet med vy, finner vi at
k
k—1
(k. vie) = (W o) + O {ar.v;) (v, i) = (v vie) = [V
j=1 g
(der vi har brukt at v; L vg for j < k). Siden v, = v, [lvx = (ak.vi)vk, kan vi
derfor skrive () som
k
ak:Z(ak,Uj)Uj Vk=1,...,n. (%)
j=1

Pa matriseform kan vi skrive (%) som A = QR, der

(ar,v1) (az,v1) -+ {an,v1)

(az,v2) -+ (an,v2)
Q=1 - wv,) og R=
(an, vn)
Matrisen R er opplagt gvre trianguler, og Q er unitar siden (v, ..., v,) er ortonormal.

Vi har dermed funnet en QR-faktorisering av A.

QR-faktoriseringer er nyttige av flere grunner. En grunn er at bade unitzre og
triangulaere matriser er enkle a invertere, slik at om vi har en QR-faktorisering A = QR,
og vil lgse systemet Ax = b, kan vi Igse de to enklere systemene Qy = b og Rx = y.
Denne strategien brukes blant annet av Matlab for a lgse bestemte typer line@re systemer.

4.12 Flere oppgaver

Seksjon 4.1
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4.12.1 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) Vi betrakter det reelle vektorrommet 9%,
definert tidligere. For p,q € 9, definerer vi

1
(p.q) 12/0 p(t)qg(t)(1 + 1) dt.

Vis at dette er et indreprodukt pa &,,.

4.12.2 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La U vere et vektorrom med indreprodukt
{(-,-),oglaT € £L(U). Definer

(u,v)7 = (Tu, Tv) Yu,veU.

Bevis at (-, )7 er et indreprodukt pa U hvis og bare hvis T er injektiv.

Seksjon 4.3

4.12.3 Oppgave. (Prgveeksamen 2025)
(a) Definer hva det vil si at en liste av vektorer er line®rt uavhengig.
(b) Definer hva det vil si at en liste av vektorer er ortogonal og ortonormal.

(¢) Vis at alle ortogonale lister er linezrt uavhengige. Er det samme sant for
ortonormale lister?

4.12.4 Oppgave. Det viser seg at Legendre-polynomene (se Seksjon 1.5.4) utgjgr
en ortogonal liste for C([—1, 1], R) med hensyn pa L2-indreproduktet (se Oppga-
ve 4.1.5 (d)). Vis dette for de tre fgrste polynomene (po, p1, p2). (Du finner uttrykk
for disse i Oppgave 1.5.8.)

Seksjon 4.4

4.12.5 Oppgave. (Eksamen 2025) Vi betrakter vektorrommet R3 utstyrt med prikk-
produktet.

(a) Visat (eq, ez, e3) er en basis for R3, der

0 0 1
e] = 1 s €y = 0 y e3 =
1 1 1

(b) Finn en ortonormal basis ( f1. f2. f3) for R3, hvor f; er parallell med e3.

4.12.6 Oppgave. (Prgvecksamen 2025) La (eq, e2, e3) vare fglgende liste av vek-
torer i R*:

Q

—_

Il
—

Q

N

Il
—_—— O O
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(a) La V = span(eq, 2, e3). Vis at V har dimensjon 3.

(b) Finn en ortonormal basis for V. (Her bruker vi prikkproduktet i R*.)

Seksjon 4.10

4.12.7 Oppgave. I Eksempel 4.10.5 sa vi at den spesielle ortogonale gruppen (eller
“mengden av rotasjonsmatriser”) er definert som

SO(n) := {A € M,(R) : A er ortogonal og detA = 1}.

(a) Forklar hvorfor SO(n) ikke er et underrom av M,, (R).
(b) Forklar hvorfor SO(n) er en gruppe, altsa at

(i) gruppen er lukket under multiplikasjon:
AB € SO(n) for alle A, B € SO(n).
(ii) gruppen har et identitetselement:
I, € SO(n), og AI, = I, A = A foralle A € SO(n).
(iii) gruppeoperasjonen er assosiativ:
(AB)C = A(BC) foralle A, B,C € SO(n).
(iv) alle gruppeelementer har en invers:

for alle A € SO(n) er ogsd A~ € SO(n).
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5 SPEKTRALTEORI

5.1 Egenpar og egenrom

5.1.1 Definisjon. La U vere et vektorrom over K og la T € £ (U). Et egenpar for
T er et par (A, u) bestdende av en skalar A € K (egenverdien) og en vektor u # 0
(egenvektoren) som tilfredsstiller

Tu = Au. (5.1.1)

Spekteret til T er mengden o (T') bestaende av alle egenverdier til 7.

Siden Definisjon 5.1.1 krever at egenvektorer er ulik 0, ma det ngdvendigvis eksistere
ikke-null elementer i U. Vi antar derfor heretter at alle vektorrommene er ikke-trivielle.

5.1.2 Oppgave. La A vere en egenverdi for 7.

(a) Vis at hvis u er en tilhgrende egenvektor og o € K er ulik 0, sa er ogsa ovu
en egenvektor tilhgrende A.

(b) Vis at hvis u og v begge er tilhgrende egenvektorer og u + v # 0, sa er
ogsd u + v en egenvektor.

Mengden av alle egenvektorer tilhgrende A er altsa “nesten” et underrom, bortsett
fra at den ikke inneholder 0.

Vi kan omformulere (5.1.1) som
(T —A id)u =0.

Altsa ligger alle egenvektorer i kjernen til 7 — A id, og motsatt, alle vektorer i kjernen
til T — A id — bortsett fra nullvektoren — er egenvektorer.

5.1.3 Oppgave. La T vere en operator med egenverdi A. Forklar hvorfor fglgende
er ekvivalente:

(i) A eren egenverdi for T’
(ii) ker(T — Aid) # {0}
(iii) operatoren T — A id er ikke injektiv.

5.1.4 Definisjon. La T € & (U) ha egenverdi A. Det tilhgrende egenrommet til A er
Er(A) =ker(T —Aid) = {u € U : Tu = Au}.

5.1.5 Bemerkning. En vektor u € U kan veare egenvektor til hgyst én egenverdi
(hvorfor er det slik?). Om A og A’ er to forskjellige egenverdier, vil de tilhgrende
egenrommene derfor kun snitte hverandre i origo:

Er(M) N Er(d) = {0}.

Om U er et indreproduktrom og 7 er normal kan vi si si enda mer: Underrommene
Er (1) og E7 (1)) er ortogonale! Dette vil veere en konsekvens av Spektralteoremet
(Seksjon 5.5). O
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5.1.6 Definisjon. La T vare en operator pa et vektorrom U, og la A veere en egenverdi
for T. Den geometriske multiplisiteten til T' er tallet

YT (A) = dim(ET (l)) .

5.1.7 Oppgave. Forklar hvorfor hver egenverdi A har ngyaktig yr (1) antall tilhg-
rende line®rt uavhengige egenvektorer.

5.2 Egenverdier pa endeligdimensjonale rom

5.2.1 Oppgave. La T vere en operator pa et endeligdimensjonalt vektorrom U'.
Vis at

T erenisomorfi <<= O er ikke en egenverdi for 7.

5.2.2 Proposisjon. La T vere en operator pd et endeligdimensjonalt vektorrom U med
basis B. Da er (A, u) et egenpar for T hvis og bare hvis (A, [ulg) er et egenpar for
matrisen [T]%

Bevis. |Oppgave til leseren.l |

5.2.3 Definisjon. La T vere en operator pa et n-dimensjonalt vektorrom U. Det
karakteristiske polynomet til T er funksjonen

pr(A) = det([T12 — AL,)  for X €K, (5.2.1)
der 9B er en vilkarlig basis og “det” er determinanten.

5.2.4 Proposisjon. La T vere en operator pa et endeligdimensjonalt vektorrom U over
K, og la A € K. Da er fplgende ekvivalent:

(i) A en egenverdi for T

(ii) A er en rot av det karakteristiske polynomet til T. (Tallet A er en rot av p dersom
p(A)=0)

Bevis. |Oppgave til leseren. | |

5.2.5 Definisjon. La T vere en operator pa et endeligdimensjonalt vektorrom U over
K, og la A vere en egenverdi for T. Den algebraiske multiplisiteten pur(A) til A er
multiplisiteten til A i det karakteristiske polynomet til T'. (Multiplisiteten til en rot A* av
et polynom p er den hgyeste k € N slik at p(1)/(1* — 1)¥ er et polynom.)

5.2.6 Eksempel (Ulik algebraisk og geometrisk multiplisitet). La U = R? og T (u) :=

_ (0 1
Au,der A == (0 0

). Det karakteristiske polynomet er
p() =22,
som kun har roten 0. Altsa har T kun egenverdien 0, og dens algebraiske multiplisitet

0
E7(0) = span{u}, sa egenverdien 0 har geometrisk multiplisitet y7 (0) = 1. O

er ur(0) = 2. Alle tilhgrende egenvektorer er skalarmultipler av u = (1) Altsa er
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5.2.7 Oppgave. La &5 vare det reelle vektorrommet av reelle polynomer av grad
hgyst 3 (se Oppgave 1.1.5 (). La T: 93 — %P3 vare den linezre avbildningen
Tp = % for p € 9P (se Oppgave 2.8.6).
(a) Vis at A = 0 er den eneste egenverdien til 7. Finn alle egenvektorer
tilhgrende A = 0.

(b) Finn y7(0), den geometriske multiplisiteten.

5.2.1 Komplekse egenverdier

Dersom skalarkroppen til U er C, er det karakteristiske polynomet pr et n-tegradspolynom
med koeffisienter i C, og med hgyesteordens ledd (—1)"A". Av algebraens fundamen-
talteorem vet vi dermed at pr kan faktoriseres som

prA) = @A =2)-- Ay — 1) (5.22)
forAj,..., A, € C. Skalar A ; forekommer ngyaktig 7 (A ;) gangerilisten (A1, ..., 4,).
Fra nd av kommer vi til 4 mene listen (A1, ..., A,) nar vi snakker om “egenverdiene

til 7.

5.2.2 Reelle egenverdier

Om skalarkroppen til U er R kan vi definere p som i (5.2.1), men om vi bruker
algebraens fundamentalteorem som over, kan det hende noen av rgttene Aq,...,4, i
(5.2.2) er komplekse!

5.2.8 Eksempel. La A € M,(R) vare en rotasjonsmatrise (se Eksempel 4.10.5),
4 = (cos 6 —sind
“\sinf  cosf )
Ved hjelp av det karakteristiske polynomet finner man fglgende egenverdier:

A1 =cosf —isinf, Ay =cosf +isinf

(oppgave til leseren!).l Med mindre 6 er en multippel av 7, vil egenverdiene altsa vere
omplekse.

O

Vi skal snart se (Lemma 5.5.1) at dersom 7 er selvadjungert, er alle rgttene til det
karakteristiske polynomet reelle. Dermed har 7" ngyaktig n reelle egenverdier (om vi
teller med multiplisitet).

5.3 Diagonalisering

5.3.1 Diagonalisering av operatorer

5.3.1 Definisjon. En kvadratisk matrise D € M, (K) er en diagonalmatrise dersom
(D)ij =Onéri # j.For skalarer a1, ..., a, € K definerer vi den tilhgrende diagonal-

matrisen
(03] 0

diag(ay, ..., 0,) =
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Mer generelt, for p,q € Nerdiag,,,(a1,...,a,) en p x g-matrise med elementer

. Olj Omj = k < n
(diag g (@1, ....0m)) ;= 0 ellers

5.3.2 Oppgave. La D = diag(ozl e ,an) vere en diagonalmatrise. Vis at D er

inverterbar hvis og bare hvis oy, ..., a, # 0.
Hint: Vis at om oy, ..., # 0, er D inverterbar, og motsatt at om minst én av
a1,...,0, erlik O, finnes en ikke-null x € R" slik at Dx = 0.

5.3.3 Definisjon. La U vere et endeligdimensjonalt vektorrom. En operator T € &£ (U)
er diagonaliserbar om det finnes en basis 98 for U slik at [T]% er en diagonalmatrise.

5.3.4 Proposisjon. La T vere en operator pa et n-dimensjonalt vektorrom. Da er
folgende ekvivalent:

(i) T erdiagonaliserbar
(ii) T har n linecert uavhengige egenvektorer.

Om uy,...,u, er lineert uavhengige egenvektorer med egenverdier Ay, ..., Ay, 08
B = (U1,....un), erda [T]2 = diag(Ay,.... An).

Bevis. 1begge tilfeller er 9B en basis for U, s fra Oppgave 1.4.5 vet vi at [u j]g = e;
forj =1,...,n.

(i) = (ii) Om T er diagonaliserbar finnes en basis B = (uy,...,uy,) slik at vi kan
skrive [T]% = diag(kl, ... ,An) for skalarer Aq,...,A,, sa

[Tu;1* = [T12[u;lg = diag(Ar, ..., An)e; = Aje; = [Aju;]g.

Dermed er Tu; = Aju;, sa (Aj,u;) er et egenpar. Dette gjelder for j =
1,...,n,0g (uy,...,uy) eren basis, sa vi har vist (ii).

(ii) = (i) Om A; er egenverdien tilhgrende u ;, er da
(kolonne nr. j i [T12) = [T]%e; = [T18[u;le = [Tu ]2 = [Aju;les
= Aj[ujle = diag(A1...., An)e;
= (kolonne nr. j i diag(kl, .. .,)L,,))
forj =1,...,n. Altsder [T]% = diag(A1,...,An), s& T er diagonaliserbar.

5.3.5 Oppgave. La T vere en operator pa et n-dimensjonalt vektorrom U, og anta
at T har n forskjellige egenverdier. Vis at de tilhgrende egenvektorene er lineart
uavhengige. Konkluder med at 7" er diagonaliserbar.

Hint: Du vil fa bruk for Bemerkning 5.1.5.
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([”]B)z
. | /‘/
0 o ((4s),
(a) En vektor u i et vektorrom. (b) Vektoren uttrykkes i et koordinat-

system 9B bestdende av egenvektorer.

' Az([“]B)z{%]B)l | |

(c) Koordinatkomponentene skaleres med (d) De beregnede koeffisientene gir oss
egenverdiene. funksjonsverdien 7"u i det samme koordi-
natsystemet.

Figur 5.1: Illustrasjon av en diagonaliserbar operator 7 .

5.3.2 Diagonalisering av matriser

5.3.6 Definisjon. En kvadratisk matrise A € M, (K) er diagonaliserbar dersom det
eksisterer en inverterbar matrise R € M, (K) og en diagonalmatrise D € M, (K) slik at

A= RDR™'. (5.3.1)

Vi sier at faktoriseringen (5.3.1) er en diagonalisering av A.

5.3.7 Oppgave. Hva er sammenhengen mellom diagonaliserbarhet av en lineaer
operator og diagonaliserbarhet av en kvadratisk matrise?

Hint: Sammenlign definisjonene for en operator T og den tilhgrende matrisen [T]%
(der G er standardbasisen i K" ).

5.3.8 Proposisjon. La A € M, (K).
(i) Matrisen A er diagonaliserbar hvis og bare hvis den tilhgrende operatoren
T (x) := Ax er diagonaliserbar.

(ii) Om A er diagonaliserbar, bestar kolonnene i R av egenvektorene til A, og diago-
nalelementene i D er de tilhgrende egenverdiene.

(iii) Matrisen A er diagonaliserbar hvis og bare hvis den har n linecert uavhengige
egenvektorer uy, ..., uUy.

Bevis.

(i) La € = (eq,...,e,) veare standardbasisen for K”. Fra Oppgave 2.5.6 vet
vi at [T]% = A. Operatoren 7: K" — K" er diagonaliserbar hvis og bare
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hvis det eksisterer en basis B = (uy,...,u,) for K” slik at [T]% =D =
diag(A1,...,4,).Om R = (ul un) (matrisen med kolonner u1, ..., uy),
er

A=[T1¢ = [idZ [T]Z [id§ = RDR™!
SN—— N ——
=R =D =pg-I
(der vi har brukt Proposisjon 2.6.1 og Oppgave 2.6.3). Altsa er A diagonaliserbar.

Motsatt, om A er diagonaliserbar lar vi uy, ..., u, € K" vaere kolonnene i R. Da
er B = (uy,...,uy) en basis for K", basisskiftematrisen er [id]%3 = R, og

[T12 = [id§[T)&[id]%2 = R"'AR = R"/(RDR™)R = D,
sa T er diagonaliserbar.

(i) Lauq,...,u, vere kolonnene i R og A1, ..., A, diagonalelementene i D. Siden
R er inverterbar, er ingen av vektorene uy, ..., u, lik 0. Multipliser (5.3.1) med
R fra hgyre og fa AR = RD. Kolonne k av denne ligningen er

Aug = Agug,
sa (Ag, uy) er et egenpar.
(iii) Visai (ii) at om A er diagonaliserbar, er kolonnene uy, ..., u, i R egenvektorer,
og siden R er inverterbar, ma (uy, ..., u,) vere lineert uavhengig.
Motsatt, om egenvektorene u1, . . ., Uy er linert uavhengige, er R := (uy -+ up)

inverterbar. Som i (ii) har vi AR = RD, og ved 4 multiplisere med R™! fra hgyre
far vi (5.3.1).

5.4 Anvendelser av diagonalisering

At en matrise A € M, (K) er diagonaliserbar er svert nyttig i mange anvendelser.
Arsaken viser seg & vaere fglgende egenskap. Om A = RDR™! er en diagonalisering av
A, er

A*=AA=RDR'RDR™' = RDDR™' = RD*R".

Mer generelt er
A¥ = RD¥R™'  forenhver k € N. (5.4.1)

For a beregne potenser av A, ma vi altsa kunne beregne potenser av diagonalmatriser.
Men det er veldig enkelt:

D = diag(A1,...,As) = Dk :diag(k’f,...,x\ﬁ).

Det er altsa sveart enkelt a regne potenser av diagonaliserbare matriser.
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5.4.1 Beregne inversmatriser

Selv om (5.4.1) bare gjelder for potenser k > 1, viser det seg at vi kan sette “k = —17
og slik beregne inversmatrisen A™!.

La A € M,(K) vaere diagonaliserbar, A = RDR™1. Om A er inverterbar, vet vi
av Oppgave 5.2.1 at 0 ikke er en egenverdi, sa D er en diagonalmatrise med ikke-null
diagonalelementer Ay, ..., A, 7# 0. Dermed er D inverterbar med inversmatrise

D! = diag(1/A1....,1/A,).

Dermed er A1 lett & finne:

A = (RDRY) ' =(RTY) DR = RDT'RL.

5.4.2 Differensligninger og markovkjeder

En differensligning er en ligning som relaterer forskjellige ledd i en uendelig lang fglge
av vektorer xg, X1, ... € R” med hverandre. Det enkleste eksempel pa en slik ligning er
en linecer, fgrsteordens differensligning, der neste ledd x, 4 i fglgen (for en r € N) kun
avhenger av naverende ledd x,, og der ssmmenhengen mellom x, og x,41 er linezr:

Xp41 = Ax, forr=0,1,2,..., (5.4.2)
Xo = X,

for en matrise A € M, (R) og en startvektor x.

5.4.1 Oppgave. La A € M,,(C) ogla x € C". Vis at differensligningen (5.4.2) har
Igsningen x, = A" x (for r € N). Vis at om A er diagonaliserbar, A = RDR™! for
en diagonalmatrise D, kan vi skrive

xr = RD"R™'x forr =0,1,2,....

5.4.2 Oppgave. La 4 = ogla x € R? veere vilkérlig. Finn lgsningen av

1 3
2 0

differensligningen (5.4.2).

En markovkjede er en bestemt type fgrsteordens differensligning, der vi krever at
hvert ledd x, skal vere en sannsynlighetsfordeling:

n
(xr); 20 Vj=1,....n, og Z(xr)jzl.
j=1

Om markovkjeden er gitt ved differensligningen (5.4.2), ma A vare av en bestemt type
for at de neste leddene x41, Xy+2,... 0gsa skal vere sannsynlighetsfordelinger. Vi
sier at A € M, (R) er en stokastisk matrise dersom

n
(A)jr >0 Yjk=1..n oz > (D=1 Yk=1...n,
j=1

altsd at ingen elementer er negative, og kolonnesummene er lik 1. Om x er en sannsyn-
lighetsfordeling, er da

n
(Ax); =Y Aux,

=1
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som er ikkenegativt, og

Z(Ax),—ZZAm Z(z A1) x Zx;—l

j=1l=1 I= 1‘—/—/

Om startvektoren x er en sannsynlighetsfordeling, er dermed alle pafglgende ledd

X1, X2, ... 1 markovkjeden ogsa sannsynlighetsfordelinger.
Dersom ni A i tillegg er diagonaliserbar, vet vi av Oppgave 5.4.1 at x, = RD" R~ !x.
Lavy,..., v, vere kolonnene i R (som er egenvektorer til A), ogla Aq,..., A, vere

diagonalelementene i D (som er de tilhgrende egenverdiene). Vi kan da skrive
x, = RD"R™'x
/‘{; 0 o1 o1
=(vi -+ vn) der | : | =R 'x

n
n
= Z AR Qi Vg
k=1

Dersom na én av egenverdiene er stgrre (i absoluttverdi) enn de andre — la oss si
[A1] > [Az2],...,|Ay| — vil leddet A] vere mye stgrre enn de resterende leddene nar
r blir stor. Vi ser dermed at langtidsoppferselen til markovkjeden bestemmes av den
stgrste egenverdien A1, og at

Xr A~ Ajoqug ndr r er stor.

5.4.3 Differensialligninger

Vi ser sa pa differensialligningen

%x(t) = Ax(t) fort >0,

S0 = o (5.4.3)

for en matrise A € M, (C) og en vektor xo € C".Omn = 1 er A og x, bare tall, og du
lerte i Kalkulus at (5.4.3) har lgsning

x(1) = e"x. (5.4.4)
Det viser seg at vi kan gi mening til (5.4.4) ogsa nar n > 1. Vi definerer forst matrise-

eksponensialen

oo

1
exp(B) =1, + Z FBk for B € M, (C).

5.4.3 Teorem. La A € M, (C) og xo € C". Da har differensialligningen (5.4.3) en
unik lpsning gitt ved

x(t) = exp(tA)xo fort > 0. (5.4.5)
Om A er diagonaliserbar med diagonalisering A = RDR™!
x(1) = Rdiag(e™1,... e )R x,
(der Ay, ..., Ay er diagonalelementene i D).
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Skisse av bevis. Fgrst ser vi at x(0) = exp(0)xo = xo. For 4 se at x lgser differensial-
ligningen, ma vi derivere funksjonen x (¢) gitti (5.4.5), og vi vet at

Lx@t) = llm (x(t + h) — x(1)).

Vi har x (¢ + h) = exp((t + h)A)xo, og

1
exp((t + )A) =1, + Y _ '(t—i—h)A =1, —i—Z—(t—i—h)kAk
k=1

Hvis vi ganger ut leddene pa formen (¢ + h)¥ far vi
t+mk =tk +kt* 4.,

der alt i “--” har ledd med en koeffisient 4/ for en j > 2. Siden & er et lite tall, vil
disse leddene veare veldig sma. Vi far

o0
exp((t + )A) =T, + Y %(rk + kt*"'h + (sma ledd))kAk
k=1~

00 00
Zl Sy Vo k1) 4k .
=1, + k—!l A* + Fkl hA® + (sma ledd)

k=1 k=1

o0
— k—1 4k 2
=exp(tA) + h ,; = 1)!t A" + (sma ledd).

Dermed er

%x(t) = hm 1 (x(t +h) —x(1))

1
= lim —(h kTl Ak i1
hl_r)r%)h( 2 (k—l)! Xo + (sma ledd)
— k—l k
= g (k — 1)' A X0

N (Z(k—n' AT l) o

= Aexp(tA)xg = Ax(1).

Altsa lgser x differensialligningen. Om A har diagonalisering A = RDR™! fér vi

exp(tA) = I, + Z —z k(RDR™ K
=1, + Z —t kRDkR™!
= (1 + Z —t Dk)R_
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Matrisen i parentes er en diagonalmatrise, og element nummer j langs diagonalen er
bare
1
—tkpk = pth
1+ Z A !t A =€,
k=1

Dette beviser det siste utsagnet i teoremet. ]

5.5 Spektralteoremet

Som vist i Seksjon 5.4, er diagonaliserbarhet en nyttig egenskap. I denne seksjonen skal
vi bevise spektralteoremet, som sier at alle normale operatorer er diagonaliserbare. Som
korollarer finner vi at alle normale, kvadratiske matriser er diagonaliserbare, og at alle
reelle, symmetriske matriser er diagonaliserbare.

5.5.1 Spekteret til selvadjungerte og normale operatorer

Vi skal fgrst se to resultater som forklarer hvorfor selvadjungerte operatorer og normale
operatorer har en spesiell plass i spektralteorien.

5.5.1 Lemma. La U vere et endeligdimensjonalt indreproduktrom over K = R eller
K=C, o0glaT € £L(U) vere selvadjungert. Da er alle rottene til pr reelle. Spesielt
har T minst én reell egenverdi.

Bevis. Anta fgrst at K = C. Om (A, u) er et egenpar for 7', er
AMull? = M, u) = Au,u) = (Tu,u) = (u, Tu) = (u, Au) = Au,u) = Aul?.

Siden u # 0 kan vi dele pa ||Ju|? og fa A = A.

Om K = R lar vi 9B veare en basis for U og lar A = [T]% Lar vi S vere den
selvadjungerte operatoren S(x) := Ax for x € C", har vi pr = ps, men pa den annen
side kan vi anvende hva vi viste for K = C for a se at rgttene til pg alle er reelle — som
var det vi gnsket. Siden alle rgtter av det karakteristiske polynomet ogsa er egenverdier
for T', kan vi konkludere med at 7" har minst én reell egenverdi. |

5.5.2 Lemma. La U vere et indreproduktrom over R eller C, og la T € £L(U) veere
en normal operator. Om (A, v) er et egenpar for T, er (A, v) et egenpar for T*.

Bevis. |Oppgave til leseren. Bruk Teorem 4.8.5.| |

5.5.2 Spektralteoremet for operatorer

5.5.3 Teorem (Spektralteoremet over C). La U veere et endeligdimensjonalt indrepro-
duktrom over C av dimensjonn, ogla T € £ (U) veere normal. Da finnes en ortonormal

basis B = (u1,...,uy,) for U bestiende av egenvektorer for T. Med andre ord: Det
finnes en ortonormal basis B = (uy, ..., uy,) for U slik at
n
Tu = Zxk(u,uk)uk Yuel. (5.5.1)
k=1

Uttrykket (5.5.1) er egendekomposisjonen til T'.
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<u‘7 u2>

0 0 (uyuy)

(a) En vektor u i et vektorrom. (b) Vektoren uttrykkes i et ortonormalt
koordinatsystem.

A2<u,u2>Q//{mul>

0 ’ 0
(c) Koordinatkomponentene skaleres med (d) De beregnede koeffisientene gir oss
egenverdiene. funksjonsverdien 7"u i det samme koordi-
natsystemet.

Figur 5.2: Illustrasjon av egendekomposisjonen av en normal operator 7.

Bevis. La (A,u;) vere et egenpar, normalisert slik at [[u;| = 1. Definer U, =
span(u1)*. Vi pastir at om w € Uy, er ogsd Tw € U,. Av Lemma 5.5.2 er (A, u;) et
egenpar for 7%, sé

(Tw,uy) = (w, T*uy) = (w, duy) = A{w,u;) =0,

sa Tw € U,. Vikan dermed se pa T' som en normal operator pa det (n — 1)-dimensjonale
rommet U,. Vi velger pa samme mate u, € U, til & veere en normalisert egenvektor av
denne operatoren, lar Uz := span(uy, u5)™", og itererer pi denne méten n ganger. Dette
gir en ortonormal liste (11, ..., u,) bestaende av egenvektorer for 7. Siden dimU = n,
ma listen ogsa vere en basis for U.

For & se (5.5.1) skriver viu = Y _, (u, ug)uy og far

n

Tu = T(ZZ:IW’MIC)WC) = Z(u,uk)Tuk = Z(u,uk)/\kuk. |

k=1 k=1

5.5.4 Teorem (Spektralteoremet over R). La U vere et endeligdimensjonalt indrepro-
duktrom over R av dimensjon n, og la T € L (U) vere selvadjungert. Da finnes en
ortonormal basis B = (uy, ..., uy,) for U bestdende av egenvektorer for T.

Bevis. Av Lemma 5.5.1 har 7 minst én reell egenverdi A (bare velg en av rgttene til det
karakteristiske polynomet) med tilhgrende egenvektor 1. Vi kan da iterere akkurat som
i beviset for Teorem 5.5.3. ]
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5.5.5 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La U vare et endeligdimensjonalt indrepro-
duktrom over R, ogla T € & (U) vere selvadjungert. Vis at de fplgende utsagnene
er ekvivalente:

(i) Alle egenverdiene til T er positive
(ii) For alle ikke-null u € U er (Tu,u) > 0.

Hint: Bruk spektralteoremet.

5.5.3 Spektralteoremet for matriser

5.5.6 Korollar (Spektralteoremet for matriser). La A € M, (C) vere en normal matrise.
Da finnes en uniter matrise R € M, (C) og en diagonalmatrise D € M, (C) slik at

A = RDR*.

Kolonnevektorene i R er egenvektorer for A, og diagonalen i D inneholder de tilhgrende
egenverdiene.

5.5.7 Oppgave. Forklar hvorfor spektralteoremet for matriser kan omskrives slik:

enhver normal matrise er diagonaliserbar, og egenvektorene kan velges
til & veere ortonormale.

Bevis. Operatoren T': C" — C" gitt ved T'(x) := Ax er normal, sa av spektralteoremet
finnes en ortonormal basis av egenvektorer B := (uy,...,u,). Av Teorem 4.3.7 er da

[T]% = ((Tuj*ui»ij = (kj (uj’”i)),'j = (A]'Sij)ij =D,

diagonalmatrisen med elementer A4, ..., A,. Av Korollar 4.3.8 er basisskiftematrisen
mellom 9 og standardbasisen 6 gitt ved [id]% =R:=(u1 -+ up), sl

A =[T1€ = [([dIZ[T]2[idl§ = RDR™' = RDR*,
der vi i siste steg har brukt at R er uniter, R* = R |

5.5.8 Korollar. La A € M,,(R) veere en symmetrisk matrise. Da finnes en ortogonal
matrise R € M, (R) og en diagonalmatrise D € M, (R) slik at

A = RDR".

Kolonnevektorene i R er egenvektorer for A, og diagonalen i D inneholder de tilhgrende
egenverdiene.

5.6 Singulzrverdidekomposisjon

Vi har sett at diagonaliserbarhet kan vare en nyttig egenskap. Spektralteoremet ga-
ranterer at alle normale operatorer er diagonaliserbare, men for mer generelle linezre
avbildninger kan vi ikke si det samme. Vi skal her se at enhver linezr avbildning har en
singuleerverdidekomposisjon, som pa mange mater utfyller de samme rollene som en
diagonalisering.
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5.6.1 Operatoren T*T

Vi utleder fgrst noen egenskaper ved operatoren 7*T.

5.6.1 Lemma. La U og V veere endeligdimensjonale indreproduktrom, og la T €
£ (U, V). Operatoren T*T € L(U)
(i) er selvadjungert
(ii) har reelle, ikkenegative egenverdier (den er positiv semidefinit)
(iii) har samme kjerne som T, og samme bilde som T*.

Bevis.

1)) |Oppgave til leseren.l

(ii) |Oppgave til leseren.l Hint: La (A, u) veere et egenpar og studer uttrykket || Tu||?.

(iii) Vi pastar fgrst at ker T*T = ker T. Hvis Tu = 0 er opplagt T*Tu = 0. Motsatt,
omu € ker T*T er

I Tul|®> = (Tu, Tu) = (T*Tu,u) =0,

s& Tu = 0, det vil si u € ker T. Vi pastar sa at im T*7T = im T*. Av Proposi-
sjon 4.7.6 (vi) er imT* = (ker T)*+ = (ker T*T)L. Siden T*T er en normal

operator er (ker T*T)+ H82 0 (im T*T)+t L im T

5.6.2 Oppgave. Bevis de samme (eller tilsvarende) egenskapene for operatoren
TT* e (V).

5.6.2 Singulerverdier

Ifglge Lemma 5.6.1 er operatoren T*T selvadjungert (og dermed ogsé normal), s&
Spektralteoremet garanterer at den har en ortonormal liste av egenvektorer (41, ..., u,),
med tilhgrende egenverdier A, ..., A,. Daer
||TMJ||%/ = (Tuj, Tuj)V = (T*Tuj,uj)y = )Lj (uj,uj)U = lj.
————
=1

Vi ser dermed at kvadratrgttene /A ; = ||Tu ||y forteller oss hvor mye T “strekker”
eller “krymper” hvert element i den ortonormale listen (uy, ..., u,). Tallene /A jer
singuleerverdiene til T .

5.6.3 Definisjon. La U og V' vare endeligdimensjonale indreproduktrom over K = R
eller K = C,oglaT € Z(U,V). Singulewrverdiene til T er kvadratrgttene o; := \/)L_J
(j = 1,...,n) til egenverdiene til T*T. Multiplisiteten til en singulerverdi o; er
wr+7(A;), multiplisiteten til A ;.

Nar vi snakker om “listen av singulerverdier til 7 mener vi en liste (o1, ...,0p)
(der n = dim U) bestaende av alle singul@rverdier til 7', ordnet i synkende rekkefglge
(01 = 03 > -++ = 0y), og der hver singulerverdi er gjentatt ;=7 (A ;) ganger.

5.6.4 Definisjon. La A € M, %, (K) (der K = R eller K = C). Singulceerverdiene til A
er kvadratrgttene o; := /A; (j = 1,...,n) til egenverdiene til A*A.
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En ekvivalent definisjon er at singule@rverdiene til A er singulerverdiene til den
lineere avbildningen 7 : K" — K™ gitt ved T (x) := Ax.

5.6.5 Eksempel. Vi skal finne singulerverdiene til A := (g 171 lé) Vi far
80 100 40
A*A=A"A=[100 170 140
40 140 200
Matrisen AT A har egenverdier A1 = 360, 1, = 90 og A3 = 0. Alts er singulrverdiene
til A
01 =V360, Oy = V90, O'3=0.
Multiplisiteten til hver av singul@rverdiene er 1. (]

5.6.6 Oppgave. La A vaere matrisen fra Eksempel 5.6.5. Vis at kvadratrgttene til
egenverdiene til matrisen AAT ogsa er +/360 og +/90.

(Siden AAT er en mindre matrise enn A" A, er det enklere & beregne egenverdiene til
forstnevnte. Vi skal snart se at disse to matrisene alltid har de samme egenverdiene,
om Vi ser bort fra egenverdien 0.)

5.6.7 Proposisjon. La U og V vere endeligdimensjonale indreproduktrom, og la
T eZWU,YV).
(i) T erinjektiv hvis og bare hvis 0 ikke er en singulerverdi.
(ii) Antall positive singuleerverdier er lik dimim T'.
(iii) Antall singuleerverdier som er lik 0, er lik dimker T

(iv) T er surjektiv hvis og bare hvis antall positive singulcerverdier er lik dim V.
Bevis.

(i) Av Lemma 2.3.4 er T injektiv hvis og bare hvis kerT = {0}, og av Lem-
ma 5.6.1 (iii) erker T = ker T*T. Men ker T*T = {0} hvis og bare hvis 0 ikke
er en egenverdi av T*T', som er ekvivalent med at 0 ikke er en singulerverdi av
T.

(i) Av spektralteoremet er dimim 7*7 lik antall ikke-null egenverdier av T*T'. Av
Lemma 5.6.1 (iii) er dimim 7*T = dimim 7*, som av Proposisjon 4.7.6 (vii) er
lik dimim 7.

(iii) |Oppgave til leseren.l

(iv) Avbildningen T er surjektiv hvis og bare hvis im7 = V, som (av Proposi-
sjon 1.4.10) er ekvivalent med dimim 7" = dim V.

5.6.8 Oppgave. La U vere et endeligdimensjonalt indreproduktrom og la T €
& (U) vere selvadjungert. Forklar hvorfor singulerverdiene til T er lik absoluttver-
dien av egenverdiene til 7.
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5.6.3 Singuleerverdidekomposisjon av linecere avbildninger

5.6.9 Teorem (Singulerverdidekomposisjon). La U og V veere indreproduktrom med
dimensjon henholdsvis n og m, og la T € £ (U, V). Da finnes ortonormale basiser
B = (uy,...,up) for U og € = (vq,...,vy) for V slik at

[T12 = diag,x,(01. ... 07). (5.6.1)
eller ekvivalent,

,
Tu=Y opluw)e Yuel. (5.6.2)
k=1

Uttrykket (5.6.2) er singulerverdidekomposisjonen #il T (sammenlign med (5.5.1)).

(u‘v u2>

0 0 (M,M])

(a) En vektor u i et vektorrom U . (b) Vektoren uttrykkes i et ortonormalt
koordinatsystem i U .

1\U,

Jz(u,uz)&o\/\/(ﬁul)

(c) Koordinatkomponentene skaleres med (d) De beregnede koeffisientene brukes i
singul@rverdiene. et nytt ortonormalt koordinatsystem i V,
som gir funksjonsverdien 7" u.

Figur 5.3: Illustrasjon av singul@rverdidekomposisjonen av en linezr avbildning 7'.

Bevis. Om T = 0 lar vi 9B og € vere vilkarlige ortonormale basiser. Ellers har T
minst én, og hgyst m, positive singulerverdier (av Proposisjon 5.6.7 (ii)), sdlar < n
veare slik at

01,...,0, >0, og Or41 =+ =0, =0.
Av Spektralteoremet anvendt pa den selvadjungerte operatoren 7*T', har U en ortonor-
mal basis (uq,...,u,) bestdende av egenvektorer, slik at
T*TUjZUJZ'uj forj=1,...,n.
Definer na )
vji=—Tu; forj=1,...,r
0j
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Daer
2
[oln
J
(Tuj, Tug) = (T*Tuj,ux) = (uj, ug) = djx,
00k 00k 00k

(vjv Uk) =

s (vq, ..., v,) er ortonormal. Om vi lar (vy41, ..., U;) Vere en ortonormal basis for
span(vy, ..., vr)J- (som eksisterer av Korollar 4.4.3), blir (vy, ..., v;) en ortonormal
basis for V.

For en vilkédrlig u € U med representasjon u = )

n n r m
Tu = E ajTuj = E ajojvj = E Qjojv; = E Qjo;v;
j=1 =1 j=1 Jj=1

n

j=10 u;, far vi

(der de to siste stegene fplgeravato; =O0for j =r+1,...,n0gj =r+1,...,m),
sa

(Tule = (2j0;)_; = diagux (01, -, 07) [uls,
som var det vi gnsket. |

5.6.10 Algoritme. Beviset ovenfor er konstruktivt — det forklarer oss hvordan vi skal
finne singulerverdidekomposisjonen. Vi kan oppsummere algoritmen slik:

1. Finn T*T.
2. Finn egenverdiene A1, ..., A, tilhgrende T*T .
3. Beregn singulerverdiene o; := /A;.

4. Finn en ortonormal liste (11, ..., u,) i U bestdende av egenvektorer tilhgrende
Als...,An. Dukan ga fram slik:

(a) Finn egenvektorer #y, ..., i, tilhgrende egenverdiene A, ..., A, pa vanlig
mate. Dersom en singul@rverdi har multiplisitet 2 eller hgyere (det vil si,
tallet gjentas i listen 071, . . ., 0,), ma du velge de tilhgrende egenvektorene

til & veere ortogonale.

1
flae 1

(b) Normaliser egenvektorene, u ; = Uj.

(Siden T*T er selvadjungert, vil egenvektorer tilhgrende ulike egenverdier auto-
matisk vere ortogonale.)

5. Definer v; = ULjTuj for j <r,oglaveyy,..., v, vere vilkarlige enhetsvek-
torer slik at (vy,...,Vy, Up41,..., Uy) €r ortonormal.
O
5.6.11 Korollar. La U, V, T og r veere som over.
(i) (Uyst1,...,Uy) eren basis forker T
(ii) (v1,...,vy) eren basis forim T

(iii) T har rang r
(iv) (sz, uj) (for j =1,...,n)er egenparene til T*T
(v) (012, vj) (for j =1,...,m)er egenparene til T T*

Bevis.
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5.6.1 (iii)

(i) Lista B := (Uy+1,...,Uy) er ortonormal og ligger i ker T*T ker T. Av
Proposisjon 5.6.7 (iii) er
n —r = antall singulerverdier som er lik 0 = dimker 7,
sa 9B utspenner hele ker T'.
(ii) Lista 6 := (vy, ..., v,) er ortonormal og ligger i im 7" (siden v; := %Tu_/). Av
Proposisjon 5.6.7 (ii) er
r = antall positive singul@rverdier = dimim 7,
s ‘6 utspenner hele im T'.
(iii) |Oppgave til leseren.|
(iv) Per konstruksjon er (of, u ;) egenparene til 7*T.
(v) Forj=1,...,rer
TT*v; = L TT*Tu; = iT(a?u ) =07v;
J o; J o; JjJ Jjvil
sa (o},vj) er egenpar til TT* for j = 1,...,r.For j = r +1,...,mer
o; = 0, og de tilhgrende vektorene v; liggeri (im T T*)*. Siden T T* er normal,
erker TT* = (im TT*)L, s& vi finner at v, 11, ..., v, € ker TT*, og derfor at
TT*v; =0=o0;v; Vi=r+1,....m. [ ]

5.6.12 Oppgave. La Tu = > ; _, ox(u,ux)vx vereen SVD av T € L (U, V).
Vis at T* har SVD

,
T*v = Zok(v, Vi YUk YveV.
k=1

5.6.4 Singuleerverdidekomposisjon av matriser

I hele denne seksjonen lar vi enten K = R eller K = C.

5.6.13 Definisjon. Singulerverdiene til en matrise A € My, x, (K) er kvadratrgttene til
egenverdiene til A*A.

Som for linezre avbildninger, har A ngyaktig n singul@rverdier oy, .. ., 0,, og de er
alle ikkenegative reelle tall. Vi ordner dem i synkende rekkefalge, 0y > ... > 0,. Fra
Korollar 5.6.11 finner vi at matrisene A*A € M, (K) og AA* € M,,(K) har de samme
egenverdiene. Om m < n er det lurest a jobbe med sistnevnte matrise, siden denne er
minst.

5.6.14 Teorem. For enhver matrise A € My, x, (K) finnes uniteere matriser C € M, (K)
og B € M,,(K) slik at
A= CDB* (5.6.3)

der D := diag,,, (61, cees 0,,). De forste r kolonnene i C er en basis for im A, og de
siste n — r kolonnene i B er en basis for ker A.
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Dekomposisjonen (5.6.3) er singuleerverdidekomposisjonen (SVD) av A.

5.6.15 Algoritme. For a beregne singulerverdidekomposisjonen av A, lar du T veere
den tilhgrende linezre avbildningen 7'(x) := Ax, finner singul@rverdidekomposisjonen
T(x)="_0j(x-uj)vjavT,oglar

C=(vi -+ vm)., D:=diag,.,(01.....00), B:=(ur - up).
O

5.6.16 Eksempel. Vi skal finne singulerverdidekomposisjonen til matrisen 4 :=

(4 1 14) fra Eksempel 5.6.5. I dette eksempelet fant vi at

8 7 -2
80 100 40

ATA=1]1100 170 140

40 140 200

og at denne har egenverdier A; = 360, A, = 90 og A3 = 0, som gir singulerverdier

01 = +/360 = 6410, 0, = +/90 = 34/10 0g 03 = 0. Vi har
—280 100 40

ATA— I, =] 100 =170 140,
40 140 —160

1
og ved inspeksjon finner vi at vektoren ; := | 2 | ligger i kjernen til sistnevnte matrise
2

— med andre ord, #%; er en egenvektor for A;. Vi fortsetter slik med A, og A3 og far
egenvektorene

1 -2 2
ﬁ] =12 s ﬁz =1-1 s 17[3 =1|-2
2 2 1

(Merk at disse er automatisk ortogonale.) Vi normaliserer vektorene og far den ortonor-
male listen

13 /3 /s
uy =23, uy:=[-13), uz:=|-2/3
2/3 2/3 1/3

Vi fglger Algoritme 5.6.10 videre og definerer v; = %Auj:
J

1 /3
_ (4 11 14) 23| = 1 (3)
UG 23 10\

og

S (4 11 14) jﬁ _L(l)
T\ T 2) L) Vo)
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Siden m = 2, har vi na funnet alle v-vektorene. Vi ender dermed opp med singular-
verdidekomposisjonen

(4 1 14)_(3/m 1/m)(6m 0 0) A AT

_ _2 —1 2
8 7 —2) " \yvw —yvi) 0 3vi0 o zﬁ _zﬁ lﬁ
(Merk at B-matrisen er transponert.) [l

5.6.17 Oppgave. Vis at om A € M,,x,(K) er en diagonalmatrise, er singuler-
verdiene til A lik absoluttverdien av diagonalelementene til A.

5.6.5 Redusert SVD

I typiske anvendelser av SVD er enten n 3> m eller n < m, slik at enten m x m-matrisen
C eller n x n-matrisen B blir veldig stor (slik at det blir umulig & regne for hand, eller
beregningstungt for en datamaskin). Det finnes dog en variant, redusert SVD, som lgser
dette problemet.

La oss anta at n > m; sluttresultatet vil ogsa gjelde narn < m. La vy, ..., v, vere
kolonnene i C og uy, ..., u, kolonnene i B. Pa blokkmatriseform er da

o1 0 WT
A=CDB* =(v1 -+ vm) 0 :
0 Om U,
Vi far

DB* = € Myysm (K).

Vivetato; = 0for j > r, s de siste n —r radene i DC ™! er lik 0. Nar vi multipliserer
DB* med C = (v1 cee Up Upgr et vm), vil de siste m — r kolonnene i B
ganges med 0, og dermed ikke ha noe a si for det endelige resultatet. Vi kan derfor
ganske enkelt fjerne dem!

5.6.18 Teorem (Redusert singulerverdidekomposisjon). For enhver matrise A €
My 5n (K) finnes matriser Cr € My, xr(K) 0og By € My, (K) med ortonormale kolon-
ner, slik at

A=C,D,B*
der D := diag(o1, ....0y).
Bevis. VilarC, := (v1 -+ v;)og By == (uy -+ u,).Sidenor41.0,42++ =0,
er det enkelt & vise at C, D, B} = CDB™*. [ |

5.7 Anvendelser av SVD

5.7.1 Beregne operatornormen
Fra Seksjon 3.7.1 husker vi at operatornormen til en matrise A € M, x, (K) er
[[4x]|2
[Alls == sup

xexn X[z
x#0

(5.7.1)
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La A = CDB* veare singulerverdidekomposisjonen av A. Da har A operatornorm

4.10.3 3.7.8
Al = ICDB*|l¢ "="" |Dlle "= max [(D)ii| = o1,

den stgrste singulerverdien. Om C = (vi -+ vpy) og B = (uy -+ uy) er
kolonnene til C og B, og ey := (81x)}_;, €r

Au1 = CDB*u1 = CD€1 = O'1C€1 =01V,
der vi har brukt at B er uniter. Dermed er
|Auill2 = o1llvill2 = o1

(siden |jvq|l2 = 1), s& har vi vist at supremum i (5.7.1) oppnés i x = uy, og at
supremumsverdien er oy. Altsa:

5.7.1 Proposisjon. Operatornormen || A||x til en matrise A € My« (K) er lik o1, den
stgrste singuleerverdien til A, og supremum i (5.7.1) oppnds i x = u;.

5.7.2  Over- og underbestemte problemer

La A € My« (K) og b € R™. Dersom A er inverterbar, vet vi at ligningen
Ax =b

har en unik lgsning, nemlig x = A~!h. Dersom n < m kan det hende at det ikke finnes
en Igsning (vi sier at ligningen er overbestemt), og dersom n > m vil det kunne finnes
uendelig mange lgsninger (vi sier at ligningen er underbestemt).

Om n < m, finnes ikke ngdvendigvis noen x € R” slik at Ax = b, det vil si
Ax — b = 0, men vi kan forsgke a finne vektoren x som gjgr Ax — b sa “liten” som
mulig. Om n > m kan det finnes uendelig mange lgsninger x, og det kan gi mening a
plukke ut den “minste” av dem. Det viser seg at begge disse minimeringsproblemene
kan 1gses ved hjelp av pseudoinverser.

Som fgr lar vi A = CDB* vere singulerverdidekomposisjonen til A, der D =
diag,,.,(01,...,0,),0g 01, ...,0, er de ikke-null singulerverdiene til A.

5.7.2 Definisjon. La A € M,,x,(K) ha SVD A = CDB*. Den pseudoinverse til A er
matrisen AT gitt ved
At = BDTC*,

der D := diag,,,,(1/01.....1/0y).
5.7.3 Teorem. La A € My« (K) og b € K™,

(i) Om det ikke finnes noen lgsning av systemet Ax = b, vil x = ATb veere vektoren
som minimerer ||Ax — b||>.

(ii) Om det finnes mer enn én lgsning av systemet Ax = b, vil x == ATb veere
lpsningen som minimerer || x||».

Bevis. Lauy,...,u, 0g vq,..., Uy vere kolonnene i henholdsvis B og C, ogla % =
(u1,...,uy) 0g 6 = (v1,...,Vy). Merk at vi kan skrive basisskiftematrisene fra
standardbasisen til basisene 9B og 6 som henholdsvis B* og C* |(0ppgave til 1eseren).|
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(i) Vi vil minimere ||Ax — b||, over alle x € K", som er det samme som & minimere
|y — bll2 over alle y € im(A), og deretter finne en x € K” slik at Ax = y. Lar
vi x := ATb har vi

Ax = (CDB*)(BD'C*)b = CDDTC*b.

Herer DD = diag,,,,(1,...,1), 54
——
r ganger
CpD' = (v; -+ v, 0 -+ 0).
Videre er
*
vl m m
C*h=|: |b= Zv;‘bej = Z(b,vj)ej,
an j=1 j=1
dere; = (Sjk)fﬂ. Listen (vq,...,v,;) er en ortonormal basis for im A4, sa vi
konkluderer med at
m
Ax=(vi -+ v, 0O -- 0) Z(b,vj)ej
j=1
,
= > (b, v)vj = proji, 4 b,
j=1

der siste steg fglger av Teorem 4.5.5. Ifglge Proposisjon 4.5.9 er proj;,, 4 b vek-
toren i im A som er nzrmest b. Vi har dermed vist at x := ATb minimerer
[Ax — bl2.

(i) Enhver lgsning av Ax = b vil minimere || Ax — b||2, med minimumsverdien 0.
Av (i) vet vi dermed at om x := ATh, vil Ax = b. La ¥ ogsa vare slik at AT = b.
Daer D[X]g = [b]lg¢ = D][x]g. Dermed er

([%lw), fori=1,....r,
0 fori > r,

([x]%)i =

sé

|f1a | = |+ D [(Fas), [* > [ (x| m
i=r+1

5.7.3 Lavrangsapproksimasjon

Som fgr lar vi U og V vare indreproduktrom med dimensjon henholdsvis n og m,
oglar T € L (U, V). Vi husker at rangen til T er tallet rank 7 := dimim 7. Enhver
funksjonsverdi av T kan da representeres som en lineerkombinasjon av rank 7" antall
vektorer, sa rank 7' gir et mal pa “hvor kostbart” det er a representere 7 .

1 en lavrangsapproksimasjon gnsker vi a finne en avbildning T, € £ (U, V) med
rank T = k, og som ligger nzrmest mulig den opprinnelige 7. Tanken er at om
k < rank T, vil vi spare lagringsplass og beregningskraft ved bare & lagre den enklere

avbildningen Tk.
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5.7.4 Proposisjon. La [T} = diag,,., (01, . .., 0n) vere singuleerverdidekomposisjonen
av T, der B = (uy,...,uy) og € = (v1,...,Um). Lak < r, og definer Ty, €
LU, V) ved

k
Txu = ZUj(M,Mj)Uj Yuel. (5.7.2)
j=1

Da har Ty, rang k, og om S € L (U, V) er en annen avbildning med rang k, er

IT - Slle > IT - Tklle = okt1-

Bevis. Vi overlater beviset for at Ty er linezr og har rang k som en |0ppgave til leseren.
Avbildningen Ty har basisrepresentasjon

[T = diagyn (01 0%).

1T = Telly “E 1T = T2 ||, = ||diag(0, ..., 0,001, .. 0n) | *Z° 0r41.
<L <

Om S har rang k, fglger det av dimensjonssatsen at dimker S = n — k. Siden
rommet Uy := span(uy,...,ux4+1) har dimensjon k + 1, og bade ker S og Uy er
underrom av det n-dimensjonale rommet U, ma

ker S N Uy 2 {0}.
La derfor z veere en vektor i snittet, normalisert slik at ||z||y = 1. Daer
IT =Sl > (T = Szlly = Tzllv = | )=y 0jiz.u)vi],
k+1
= [ X510tz u)v; ]y

4.3.10 [—k+1 k+1
VXA 621z )P 2 minfor... opg )y ZNEL (22

=0,
k1 =|zll=1

=0k+1 = [IT — Tk |l2.

5.7.4 Bildekomprimering

Digitalbilder er satt sammen av piksler (fra engelsk pixel, som star for picture element),
og hver piksel har en farge, for eksempel spesifisert i grader av rgdt/grgnt/blatt (RGB-
Sfargemodellen), eller i grader av svart-hvitt (grdtoneskalaen). Figur 5.4 viser et svart-
hvitt bilde bestaende av 1536 x 1178 piksler, og der hver piksel er et tall mellom 0 og
255, der O er helt svart og 255 er helt hvitt.

Selv om et bilde er noe helt annet enn en matrise, kan vi fint tenke pa digitalbil-
der som store matriser. Bildet i Figur 5.4 ville da blitt en matrise A av dimensjon
1536 x 1178, der hvert element er et tall mellom 0 og 255. Figur 5.5 viser de 1178
singulerverdiene 01, 02, ..., 0117g til denne matrisen, sortert i synkende rekkefglge.
Vi ser at de farste fa singulaerverdiene er i stgrrelsesorden 1000-10 000, men at de
aller fleste singulerverdiene er langt mindre. Teorien i Seksjon 5.7.3 indikerer dermed
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Figur 5.4: Et svart-hvitt bilde av Niels Henrik Abels hus.

10°
'b\ 104
3
:
3
= 10
en
=
=
10?
101 | | | | | |

|
0 200 400 600 800 1,000 1,200
J

Figur 5.5: Singulerverdiene til matrisen tilhgrende bildet i Figur 5.4. Den vertikale aksen er
logaritmisk
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at om vi fjerner alle bortsett fra de fgrste fa singulerverdiene, vil den resulterende
“lavrangsapproksimasjonen” fremdeles vare en god tilnerming til det opprinnelige
bildet.

La A = CDB* vere singulerverdidekomposisjonen til A, der C € M1536x1536(R),
B € Mi178x1178(R), og D er en diagonalmatrise med 1178 elementer. Vi velger et
tall k € {1,2,...,1178}, og fjerner alle bortsett fra de fgrste k kolonnene i B og C,
og de farste (og stgrste) k elementene langs diagonalen i D. Om By, C og Dy er de
resulterende matrisene, far vi da lavrangsapproksimasjonen

Ak = CkaB;:.

Mens den opprinnelige matrisen A inneholdt 1536 - 1178 = 1809 408 elementer, vil
denne nye representasjonen inneholde langt ferre elementer: Siden Cy inneholder
1536k elementer, By inneholder 1178k elementer, og diagonalen i Dy inneholder k
elementer, vil vi trenge a lagre kun

1536k + 1178k + k

tall. Sa lenge k er mye mindre enn 1178, vil dette veere mye mindre enn antall elementer
iA.

(c) k = 80, kompresjonsfaktor 8.33 (d) £ = 160, kompresjonsfaktor 4.17

Figur 5.6: Lavrangsapproksimasjoner av bildet i Figur 5.4 med forskjellige verdier av k. Kompre-
sjonsfaktoren sier hvor mye stgrre det opprinnelige bildet var i forhold til det komprimerte bildet.

Figur 5.6 viser de komprimerte bildene A med forskjellige valg av k. Allerede ved
k = 80 er det komprimerte bildet av en akseptabel kvalitet, selv om det komprimerte
bildet tar over 8 ganger mindre lagringsplass enn det opprinnelige bildet.

89



Kapittel 5. Spektralteori 5.7. Anvendelser av SVD

5.7.5 Prinsipalkomponentanalyse
5.7.6  Kondisjonstall

Anta at vi vil 1gse det lineere systemet
Ax =y

der A € M, (K) er inverterbar og y € K”. Pa grunn av malefeil, avrundingsfeil eller
annet, vet vi bare hva y er opp til en liten feil:

y=y-+e for en “feil” e € K".
Den ngyaktige Igsningen er x = A~'y, mens den beregnede lgsningen er
x=AT'y=ATy+Ale=x44"e

Den relative feilen i “dataen” y er i yﬁ’ Il — ””A )ﬂ” , mens den relative feilen i lgsningen

er

Ix — x| _ [[4A7"e]
[l 11

Kondisjonstallet til A er den stgrste mulig (relative) feilen i lgsningen, relativt til (relativ)
feil i dataen:

,_ 1A el / llell 1A~ e]l]| Ax]]
k(A) = sup _
xezo\ Xl [Ax] ) « e;éO llelllxl
IAx]l ][4 e]| -
= sup = Al A7 -

x#0 X[ ezo el

5.7.5 Oppgave. La A = CDB* vere singulerverdidekomposisjonen av A, der A
er en inverterbar matrise. Vis at singulerverdidekomposisjonen av A~! da er

A~ = BD7IC*, der D~' = diag(1/01,....1/0n).

Av Oppgave 5.7.5 far vi da

_ Sek.5.7.1 01
k(A) = Az A7 e =" max o; max 1/0; = —,
i=1,...,n j=1,..., n Op
forholdet mellom den stgrste og den minste singulerverdien til A. Vi oppsummerer
dette som fglger.

5.7.6 Proposisjon. La A € M, (K) ha singulerverdier o1 > ... > o, > 0, og la
v,y € K" La x,x € K" Igse systemene Ax =y og AX = y. Da er

=% oIy =51
[lx]l Iyl
der k(A) = Z_:, Tallet k(A) er det minste tallet som er slik at (5.7.3) er sant for alle
v,y e K.

(5.7.3)
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1 0

0 107°
vi singulerverdiene langs diagonalen (se Oppgave 5.6.17). Dermed er 07 = 1 og
0, = 107>, som gir kondisjonstallet k(4) = 10°. Om vi gnsker 4 lgse systemet
Ax = y, men gjgr en liten feil i y (for eksempel en avrundingsfeil pa datamaskin),
vil denne feilen dermed kunne bli forstgrret med en faktor 10° i den resulterende
Igsningen. O

5.7.7 Eksempel. Definer A = ) Siden A er en diagonalmatrise, finner

5.7.8 Eksempel (Polynominterpolasjon). Vi er gitt n + 1 ulike punkter zy,...,#;, € R
og funksjonsverdiene til en funksjon f i disse punktene. Vi gnsker a interpolere f i
disse punktene, det vil si a finne et polynom p som er slik at

p(to) = f(t), p(2) = f(t2), p(tn) = f(tn).

Et slikt polynom kalles et interpolasjonspolynom, eller bare interpolant. Som vi sa i
Seksjon 1.5, finnes et unikt polynom p € %, med denne egenskapen. Videre fant vi tre
forskjellige basiser for %, og dermed tre forskjellige mater & finne fram til interpolanten

p pa.
Gitt en basis (po. ..., pn) for P, uttrykker vi p i basisen,

p=0opo+ -+ anpn.
Problemet blir dermed & Igse det linezre systemet
o po(to) + -+ + an pn(to) = f(to)
a0 po(tn) + -+ + dn pu(tn) = f(tn),

eller ma matriseform Ax = y, der

A= (pj(ti))iF% sssss ns X = (O‘j)jzo ..... n’ y = (f(ti))i=0 ..... n’
j=0,...,n

som er et system med n 4 1 ligninger og n + 1 ukjente. Siden (po, RN pn) er en basis,
vil dette systemet alltid ha en unik lgsning, uansett hvilken basis vi velger (se ogsa
Korollar 1.5.6).

For den “kanoniske” basisen p; () := ¢/ fir vi matrisen

1 to - [61
1 o - [{l

A=|. . 1. (5.7.4)
1 thy - tr’:

Dette er et eksempel pa en Vandermonde-matrise, som er nettopp matriser pa formen
ovenfor for ulike tall 79, ..., ¢, € R.
For Newton-basisen (1.5.1) far vi en nedre trianguler matrise,

L pi(n1)
A=]. )

: : . (5.7.5)
1 pi(tn) -+ pu(ty)
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(de tomme feltene er lik 0). Triangulere systemer er spesielt enkle & lgse med radreduk-
sjon (se Seksjon 4.11).

For Lagrange-basisen (1.5.2) har vi Ly (t;) = 8;,sa vifarbare A = I;,4,.

Vi har na tre linezre systemer pa formen Ax = y. Matrisen A er i alle tre tilfeller
inverterbar, men om kondisjonstallet er stort, vil sma feil i hgyresiden y kunne gi store
feil i Igsningen x. I Figur 5.7 ser vi kondisjonstallet for de tre matrisene for forskjellige
valg av n. Vi ser at kondisjonstallene for standardbasisen og Newton-basisen gker veldig
raskt ndr n gker, og for n = 10 er de begge i stgrrelsesorden 10°~107. Lagrange-basisen
gir derimot alltid identitetsmatrisen, som har kondisjonstall lik 1, uansett dimensjon.

Vi kan konkludere med at om antall interpolasjonspunkter n er middels stort, vil vi
kunne fa store avrundingsfeil om vi bruker standardbasisen eller Newton-basisen, men
ikke Lagrange-basisen. Vi kaller slike effekter numerisk ustabilitet. Du kan lere mer
om dette i MAT3110.

T T
—e— Standardbasis
. —m— Newton-basis
10 —e— Lagrange-basis
*
3
g 10*
2
.%
g
X 102
10°
| | | | |
2 4 6 8 10
n

Figur 5.7: Kondisjonstall for det lineere systemet som bestemmer det interpolerende polynomet
over punktene t; = k/n (fork = 0,...,n). Tallet n varierer fran = 1 tiln = 10. Merk at den
vertikale aksen er logaritmisk.

5.8 Flere oppgaver

Seksjon 5.1

5.8.1 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) La U vere et vektorrom og T € L (U). Vis
at T er injektiv hvis og bare hvis A := 0 ikke er en egenverdi av T .
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Seksjon 5.2

5.8.2 Oppgave. Definisjon 5.2.3 av det karakteristiske polynomet p7 avhenger av
at vi velger en basis 9B, og det kan godt tenkes at valget av denne basisen pavirker
verdien av det karakteristiske polynomet. Vis at dette ikke er tilfellet. Med andre
ord: Om 9B, 6 er basiser for U og p, ¢ er definert ved

p(A) = det([T12 — AL,),  q(A) = det([T1E —AI,)  fordeK

visat p =gq.

Seksjon 5.4

_(3/2 -1
5.8.3 Oppgave. La A = (1 /2 0) .
(a) Finn diagonaliseringen av A.
(b) Lgs differensligningen x,4+; = Ax, (forr =0,1,...),x0 = ((1))

(¢) Hva skjer med x, nar r — 00?

11
5.8.4 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) Matrisen A := (_1 SZ _Z) har egenver-

dier 1 og 1/2.

(i) Finn diagonaliseringen av A.
(ii) Finn Igsningen av differensligningen xz4+; = Axg, X9 = (_;) .

(iii) Hva skjer med Igsningen x; nar k — oco?

Seksjon 5.7

5.8.5 Oppgave. (Prgveeksamen 2025) Gitt fglgende matrise A, finn
(i) den reduserte singulerverdidekomposisjonen til A4,
(ii) dimensjonen til kjernen til A,
(iii) dimensjonen til bildet til A4,
(iv) operatornormen || 4|,
(v) (om A er kvadratisk og inverterbar) kondisjonstallet til A.

wa=(4 )

(=2 0
@A_(O_J

(2 -1
(¢) A:= (2 2)
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7 1
@ A=10 0
55
4 -2
e A=|2 -1
0 0

11
@A=| 0 1
-1 1

(3 2 2
() A:=1, 3 —2)
000 —5
@A=[0 00 o0
1 1.0 0
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6 FOURIERANALYSE

6.1 Overblikk og generelle ideer

En ren tone er et lydsignal der lufttrykket fglger en sinusbglge. En sinusbglge karakteri-
seres ved de to parameterne frekvens og amplitude. Ved a legge sammen rene toner med
ulike parametre kan vi fa mer komplekse lydsignaler, og motsatt kan vi dekomponere et
lydsignal i rene toner med forskjellige frekvenser og amplituder.

Vi vil i dette kapittelet undersgke om ikke bare lydsignaler, men ogsa en generell
Sfunksjon, kan uttrykkes ved hjelp av sinusbglger. Vi skal spesielt se pa sinusbglger pa
formen

sin(kt) fort e R

for et heltall k. (Overalt i dette kapittelet tenker vi pa ¢ som fid, for eksempel malt
i sekunder.) Denne funksjonen har frekvens |k|/27. Vi spgr na: Kan vi uttrykke en
generell funksjon f: R — R som

f(©) =) cisin(kr)  fort € R

keN

for koeffisienter ¢, € R? Det umiddelbare svaret er nei: Hgyresiden er lik 017 = 0, men
det er ikke ngdvendigvis venstresiden; og hgyresiden har periode 27 (sett inn ¢ 4 27, sa
far du samme funksjonsverdi), men det har ikke ngdvendigvis venstresiden. Det fgrste
Igser vi ved a ta med cosinusfunksjoner, som jo ikke er lik 0 i origo:

@)= csin(kt) + Y dpcos(kt)  fort €R.

keN keNg

(Her tar vi med cos(kt) for k = 0, siden cos(0z) # 0.) Men det andre problemet
kommer vi ingen vei med, og vi ma anta at f er 2;-periodisk, f(t 4+ 2m) = f(¢t) for
alle . (For ikke-periodiske funksjoner kan man studere fouriertransformasjoner, men
det skal ikke vi her.)

Vi skal ogsa tillate f a ta komplekse verdier. Vi spgr derfor om vi kan uttrykke en
generell 2rr-periodisk funksjon f: R — C som

f@) = ch sin(kt) + Z dy cos(kt) fort e R

keN keNg

for komplekse koeffisienter cg, d; € C. Dette er et tungt uttrykk a jobbe med, sé vi
bruker Eulers formel '
e'' =cost +isint

og forenkler uttrykket ovenfor til

f@) = kae”” fort € R

keZ

for koeffisienter fAk e C.
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6.1.1 Oppgave. Vis at de to uttrykkene er ekvivalente om fk velges som

02—’§+d7k fork >0
S = 1do fork =0

c_ d_
_z_ik + Tk fork < 0.

Om vi definerer funksjonene e (f) := e'**, er spgrsmalet altsd om vi kan skrive f

som en “uendelig linezrkombinasjon” av funksjonene e :
f=> he
kezZ

Som vi har sett i Kapittel 4, er slike spgrsmél mye enklere & besvare om f ligger i et
indreproduktrom, og om (e )xez er en ortonormal “basis” for dette rommet. Det viser
seg at L2-indreproduktet passer godt:

6.1.2 Definisjon. For f, g: [0,27] — C definerer vi L2-indreproduktet som

2m
(e =5 [ S50
T Jo

(der g(¢) er den komplekskonjugerte av g(z)).

Vi viste i Oppgave 4.1.5 (d) at L?-indreproduktet faktisk er et indreprodukt. Koeffi-

sienten % i definisjonen av indreproduktet er der bare av praktiske arsaker.

6.1.3 Oppgave. Vis at (ex)rez er en ortonormal liste med hensyn pa indreproduktet
(-,+) 12, det vil si
(ej.ex)r2 =6k Y j kel

Siden (ey )xez er ortonormal, kan vi med teorien i Seksjon 4.3 forvente at

=" frex. (6.1.1)

kEZ

der

A 1 2n )
S =(fex)2 = 2w ), F)e H* dr

(den komplekskonjugerte av e?*? er e ~7**). Rekken (6.1.1) kalles fourierrekken til f
og koeffisientene fy er fourierkoeffisientene til f .
Her er det viktig & merke seg at vi har skjgvet mange detaljer under teppet:
(i) Hva mener vi med a summere uendelig mange ledd i (6.1.1)? Pa hvilken mate
konvergerer rekken?

(ii) Thvilket vektorrom ligger funksjonen f?

(iii) Gir integralet fozn f(t)e™™ " dt mening nar f ligger i dette vektorrommet?

(iv) Teorien i Kapittel 4 gjelder stort sett kun for endeligdimensjonale vektorrom, men

vi jobber her med uendeligdimensjonale vektorrom (siden (e )rez er en uendelig
lang liste). Hvilke resultater fra Kapittel 4 gjelder da?

(v) Pa hvilken maéte er (eg)xez en basis for dette vektorrommet?
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Kapittel 6. Fourieranalyse 6.2. Moduloregning og periodiske funksjoner

Du vet fra MAT1100 at vi tolker rekker som grenseverdier:
A n ~
Z Jrex = lim Z Srek.
keZ k=—n
Vi definerer derfor den trunkerte rekken
n A ~
Su(f)= > frex.  der fi == (fex)z. (6.1.2)
k=—n

Spgrsmalene vi kommer til a stille er dermed hvorvidt S, ( /) konvergerer nar n — oc0o;
hvorvidt S, (f) — f narn — oo; hva mener vi med konvergensen “S, (f) — f”; og
for hvilke f kan vi bevise konvergens.

6.2 Moduloregning og periodiske funksjoner
Las,t € Roga > 0 vere reelle tall. Vi skriver
s =t mod a

(uttales “s er lik 7, modulo a”’) dersom det finnes en k € Z slik at s = ¢ + ak. Vi skal
se spesielt pa tilfellet der a = 2. Vi har da for enhver s

s=s+2nxr=s5+4mr =--- mod 2m.

Om vi ser pa s som en vinkel uttrykt i radianer, er dette analogt med at en ekstra
rotasjon med 27 (eller andre multipler av 27r) bringer oss til samme punkt. Punktene pa
enhetssirkelen danner mengden T, enhetssirkelen, eller bare sirkelen. Vi kommer ofte
til & utelate “mod 27 nér vi snakker om sirkelen, slik at for eksempel /2 = 57/2.

Sirkelen er et eksempel pa en gruppe, der vi kan addere og subtrahere, men ikke
ngdvendigvis multiplisere eller dividere, objekter. Om s = s mod 27 ogt = t’
mod 27, ers ="+ 2nj ogt =t + 2nk for j,k € Z,sa

sH+t=s+1 +2n( +k), s& s+t=s5+1¢ mod2m.

Det har dermed ingenting & si hvilken “representasjon” av s og ¢ vi velger nar vi adderer
dem. Derimot er

st = (s"+27j)(t' + 2wk) = s't' + 27z, derz :=s'k +1'j +2njk,

og siden z ikke ngdvendigvis er et heltall, er ikke ngdvendigvis st = s’t' mod 2.
Vi kan beregne avstanden mellom punkter pa sirkelen slik:

|s —t] := min{|s—t—2kn| 1k €Z}. (6.2.1)
Vi finner altsa den representasjonen av s — ¢ som har minst absoluttverdi.

6.2.1 Definisjon. En funksjon f: R — C er periodisk dersom det finnes en a > 0 slik
at
fls+a)= f(s) for alle s € R. (6.2.2)

Tallet a er perioden til f. Vi sier ogsa at f er a-periodisk.
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Kapittel 6. Fourieranalyse 6.2. Moduloregning og periodiske funksjoner

6.2.2 Oppgave. Bevis at om f er periodisk med periode a, er ogsa f(s + ak) =
f(s) foralle k € Z.

6.2.3 Oppgave. La k € Z. Bevis at funksjonene

fre@) = ekt g1 (t) == cos(kt), hi(t) == sin(kt)
er 2w -periodiske.
Hint: For g og hy kan du bruke at

elx + e—lx ezx _ e—lx

cos(x) = 5 , sin(x) = ¥
i

Om F: R — C er en 2r-periodisk funksjon, kan vi se pa F som en funksjon pa
sirkelen ved & definere f(¢) := F(¢).Om¢ =t mod 27, vil
f) = F@) = F(' + 2km) “" & F() = 1)
(derk € Zerslikatt =t + 2kw),sd f: T — C er veldefinert. Motsatt vil enhver

funksjon f: T — C gi opphav til en 2rw-periodisk funksjon F: R — C gitt ved
F(t) := f(t). Funksjonen F er den 27w -periodiske utvidelsen av f .

6.2.4 Definisjon. En funksjon f: T — C er kontinuerlig om det for enhver ¢ > 0
finnes en § > O slik at

s,teTogls—t|<$§ = | f(s)— f(t)] <e. (6.2.3)

(Med |s — t| mener vi avstanden (6.2.1).) Vi lar C°(T, C) vaere mengden av alle kon-
tinuerlige funksjoner f: T — C, og C°(T,R) vare mengden av alle kontinuerlige
funksjoner f: T — R. (Merk at C(T, C) er et vektorrom, og C°(T, R) er et underrom
av C%(T, C)). For f € C%T, C) definerer vi supremumsnormen

1/ Wsup 1= sup [ f(D)]. (6.2.4)
teT
Vi sier at en fglge av funksjoner f1, f>,... € C%(T,C) konvergerer uniformt mot
f € C%T,C) dersom
I fc = fllsop >0  nérk — oo.

(Fra MAT1100 husker du kanskje at egenskapen (6.2.3) egentlig er uniform kontinui-
tet. Men vi kan se pa T som den lukkede, begrensede mengden [0, 27], og fra MAT1100
vet vi at en kontinuerlig funksjon pa en lukket, begrenset mengde ogsa er uniformt
kontinuerlig. Vi kan dermed uten videre anta uniform kontinuitet.)

6.2.5 Oppgave. Vis at funksjonene i Oppgave 6.2.3 ligger i C°(T, C).

6.2.6 Teorem (Ekstremalverdisetningen). For enhver f € C°(T,R) finnes to,t; € T
slik at
fo) < f() < f(t) VieT. (6.2.5)

Som et korollar er ||g||sup < 00 for alle g € CO(T, C).
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Kapittel 6. Fourieranalyse 6.2. Moduloregning og periodiske funksjoner

Bevis. Om F: R — Rer gitt ved F(t) := f(¢), vil F vare en 2rw-periodisk, konti-
nuerlig funksjon. Av ekstremalverdisetningen fra MAT1100 vet vi at en kontinuerlig
funksjon oppnar et maksimum og et minimum pa en lukket, begrenset omrade, sa det
finnes 79,11 € [0,2n] slik at F(to) = infre[o,27] F(¢) 0g F(t1) = sup;ejg 2] F (7).
Men da vil ogsa f(tp) < f(t) < f(t;) forenhvert € T.

For 4 vise det siste utsagnet lar vi f € C%(T,R) vare funksjonen f(t) := |g(¢)]|.
(Denne er kontinuerlig, siden den er komposisjonen av to kontinuerlige funksjoner.) Vi
bruker (6.2.5) og far

lgllsup = flelT}?Ig(l)l = sup f@&) = f) = |g(t)] < oo. u

Vi kan integrere kontinuerlige funksjoner pa sirkelen. Om F er den 27 -periodiske

utvidelsen av f, skriver vi
2r
/f(l)dl:/ F(r)dt,
T 0

der hgyresiden er Riemann-integralet av f over [0, 277]. Siden F er 27 -periodisk, har det
ingenting & si for integralet hvilket intervall av lengde 27 vi velger i denne definisjonen.
For a se dette, la [a, a + 27] veere et annet intervall av lengde 27, ogla b € [0, 27) og
k € Zvereslikata = b + 2kn. Daer

a+2mw b+2(k+1)m
/ F(t)dt = / F(1)dr
a b+2kn

2(k+1)m 2(k+1)m+b
=/ F(t)dt+/ F(t)dt
b+2kn 2(k+1)m

) i 27 b
(variabelskifte)_ / F(l + an’) dt + / F([ + 2k + l)]‘[) dt
b 0

(periodisitet) 2 b
:/ F(t)dt +/ F(t)dt
b 0

= /02” F(t)dt.

6.2.7 Definisjon. For k € Z definerer vi funksjonene e, € C°(T, C) som
ex(t) = et vieT.

Et trigonometrisk polynom er en linezerkombinasjon av disse funksjonene, altsa en
funksjon f: T — C pé formen

n
fO =Y ore(t) YreT (6.2.6)
k=—n
for skalarer «_y, ...,a, € C. Graden til et trigonometrisk polynom f er det minste

heltallet n slik at f kan skrives pa formen (6.2.6). Merk at ethvert trigonometrisk
polynom er kontinuerlig.

Merk at vi kan skrive eg (f) = (¢'*)*. Dermed kan trigonometriske polynomer ogsa
skrives som

n
f@) = Z arzk, der z = €',

k=—n
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Dette rettferdiggjgr begrepet “polynom” i “trigonometrisk polynom”. Videre har vi
Eulers identitet, '’ = cost + i sint, som forklarer hvor “trigonometrisk”” kommer fra.

6.2.8 Definisjon. Om f, g € C°(T, C) definerer vi L>-indreproduktet som
(fehe =5 [ o ar

der g(¢) er den komplekskonjugerte av g(¢).

Fra Seksjon 6.1 husker vi at L2-indreproduktet er et indreprodukt pa C (T, C),
og at listen (ey )k ez er ortonormal med hensyn pa L2-indreproduktet. Dersom f er et
trigonometrisk polynom pa formen (6.2.6), er

n

(frej)re = (Xgepaker.ej) . = Z ay (ex.ej)p2 = a.
N———

k=—n =81

Altsa kan vi skrive
n
f=) hex
k=-—n

der fk = (f, ex) 2 er fourierkoeffisientene til f.
Fglgende resultat skal vise seg a vere nyttig i bade analyse av fourierrekker og i
anvendelser.

6.2.9 Lemma. La f € C°(T,C) vare en kontinuerlig deriverbar funksjon, det vil si at

% eksisterer og ligger i C°(T, C). Da vil

(), =ikfc VkeL 6.2.7)

Mer generelt: Om f € C°(T, C) er n ganger kontinuerlig deriverbar, er

——

) = (" fi  YkeL (6.2.8)

(%

Bevis. Vi beregner fourierkoeffisientene til %:

— 2w
D=5 [ L ar
t 2 0
(delv1smle°ras_|0n) [f(l) _,kt:l 2w _i f([) —ikt dt
t=0 21
w—/
=0, siden f og ex er periodiske =—ike— ikt

. 2 —ikt
=ik— f(t)e dt
2 0

= ik fy.

Vi overlater beviset for (6.2.8) til leseren.l |

100
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6.2.10 Oppgave. Finn fourierrekken til fglgende funksjoner.
(@ f: T — Rgittved f(z) = 1.
(b) f: T — R som oppfyller f(t) =t?fort € [-m, 7).
(¢) f: T — Rsomoppfyller f(t) = e’ fort € [0,2r).

—t A /\ >t J j >t
-7 b4 — T
2 (b) 2 2 © 21

2 —T T 27

(a)

6.3 Approksimasjon med trigonometriske polynomer

I denne seksjonen skal vi vise at for enhver f € C°(T, C) finnes trigonometriske poly-
nomer fi, f2,... som konvergerer mot f. Dette er fgrste steg i & vise at fourierrekken
(6.1.1) konvergerer.

6.3.1 Definisjon. En approksimasjon av enheten er en fglge av funksjoner ¢y, @5, ... €
C%(T, C) som er slik at

(i) px(t) €[0,00) foralletr € Togk € N,
(ii) /(pk(t) dt = 1 forallek € N,
T

(iii) / @i () dt — 0 ndr k — oo for alle § € (0, 7).
T\[-§,5]

6.3.2 Definisjon. For f,g € C%(T, C) definerer vi f * g € C%(T, C), konvolusjonen
av [ og g, som

(f xg)() :Z/Tf(s)g(t—s)ds VteT.
6.3.3 Lemma. La f € C%T,C) og la (¢r)ken veere en approksimasjon av enheten.

Davil ox * f — f uniformt ndr k — oo, det vil si ||gg * f — f|lsup = 0 nark — oo.

Bevis. La ¢ > 0 vere vilkarlig. Siden f er kontinuerlig, finnes en § > 0 slik at
| f(t) — f(s)] < enérs,t € T erslik at |[s — | < §. La videre n € N vere slik at
fT\[—S,S] or(t)dt < e foralle k > n (en slik n finnes ifglge Definisjon 6.3.1 (iii)). Vi
far da for enhverz € T

o * f(1) = (O] = '/ka(S)f(t —s)ds — f(1)

- ‘ [ o1 () f(t — ) ds — £(0) [ o1 (s) ds
T T
=1

= ‘/fpk(S)(f(t—S)—f(t))dS <[<pk(S)\f(t—S)—f(t)|ds
T T
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=/ () | £t =) — £ ds+/ o) | £t —5)— 0| ds
[-6.8] —_— —— T\[-$,8] —_——
Sé‘ <2”f”sup

< e/ o (s) ds +2||f||sup/
[-6.6] T

] i (s) ds
]/_/
Le

<e [ 01 (5) ds 4211 f supé
T

———
=1

= 8(1 + 2||f”sup)

Siden ¢ var vilkarlig kan vi ta supremum over ¢ € T og fa [|gx * f — f||sup < ce for alle
k = n,derc ;=14 2| f||sup. Dette beviser at |¢g * f — fllsup = Ondrk — co. W

6.3.4 Teorem. La f € C°(T, C). Da finnes trigonometriske polynomer fi, f», ... slik
at fr — f uniformt ndr k — oo. Funksjonen fi har grad hgyst k (se Definisjon 6.2.7).

Bevis. La g € C%(T,C) vaere gitt ved g (1) == ¢ (1 + cost)k fork e Nogt €T,
der ¢ > 0 er en konstant som vi bestemmer senere. La f; := @i * f. Vi pastar at ¢
og fr er trigonometriske polynomer av grad k, og at (¢x )ren €r en approksimasjon av
enheten. Resultatet vil da fglge av Lemma 6.3.3.

Funksjonen ¢y et trigonometrisk polynom, for 1 + cos ¢ kan skrives som e () +
(e1(¢) +e—1(1))/2, og en potens av et trigonometrisk polynom er ogsa et trigonometrisk
polynom. Siden 1 + cos ¢ har grad 1, vil ¢ ha grad k. Funksjonen ¢y tar opplagt reelle,
ikke-negative verdier. Velg sé cg slik at [ g (1) dt = 1. Beviset for at ¢ oppfyller De-
finisjon 6.3.1 (iii) er noe teknisk, og vi overlater det som en |oppgave til de interesserte.

Vi konkluderer med at (¢g )xen er en approksimasjon av enheten.
Siden @ er et trigonometrisk polynom av grad k, finnes ¢_g, ..., @ € Cslik at

k
o= Y djej.

j=—

Daer
k ..
= = — = 5. ijs _
Jie(®) = (@ * 1)) /11‘(pk(s)f(t s)ds j;k(pjf]re £t —5) ds
k
- et [ eI £(s  5)ds
k
= ]_;k¢jej'(t)/Tre—j(t—s)f(z—s)ds
k t
= j;k bres0) [ es=9)f=sds
i iff k 2w
(Varlabelskltte)z Z (ﬁ]e]([)/ eﬁ](u)f(u) "
j=—k 0

=:ﬁj
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k
= D 9iBjei ),

j=—

som ogsa er et trigonometrisk polynom av grad hgyst k. |

6.4 Konvergens av fourierrekker i 2

6.4.1 Definisjon. L2-normen er normen tilhgrende L2-indreproduktet,

1 1/2
£l = VT 1z = (57 [1r0Rar)
6.4.2 Lemma. Om (fi)ren er en fplge av funksjoner slik at fr, — f uniformt nar
k — oo, vil ogsd fi — f i L? ndrk — oo.
Bevis. Vi har
1 1/2
17 = sz = (55 [150 - AP ar)
T Jr
1 1/2
< (55 [sonlr© = AP d) " =1f = fulan
T JT seT

og siden hgyresiden gar mot 0 nir k — oo, vilogséd || f — fkllz2 — Ondrk — co. W

6.4.3 Teorem. La f € C°(T,C). Da vil fourierrekken til f konvergere mot f i
L?-normen, det vil si

lim | = Sk(/)lz = 0.

Bevis. Av Teorem 6.3.4 finnes trigonometriske polynomer f1, f>,... slik at f; er av
grad k, og || f — fxllsup = Ondrk — co. Av Lemma 6.4.2 vil daogsa || f — fxllz2 — 0
nar k — oo.

Land Uy := span(e_g, ..., ex), som er et underrom av C°(T, C). Merk at Si (f) =
projy, [, ortogonalprojeksjonen av f ned pa Uy (se Definisjon 4.5.6). Av Proposi-
sjon4.59 er

| f = SkH] 2= |f —projy, f 2 <If =gl

for alle g € Ug. Setter vi g = f; far vi dermed

| f =Sk 2 <If = fellz =0 nirk — oo,

som var det vi gnsket. |

6.5 Uniform konvergens

Det viser seg at vi ikke kan hépe pa uniform konvergens av fourierrekker for generelle
kontinuerlige funksjoner:

6.5.1 Teorem. Det eksisterer en funksjon f € C°(T,C) som er slik at Sy (f) ikke
konvergerer uniformt mot f.
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Konstruksjonen og analysen av en slik funksjon er noe teknisk, og vi hopper derfor
over beviset, men ngkkelen ligger i a konstruere en kontinuerlig, men svert oscillerende,
funksjon.

il hl\ ; f Jlll mH\ t

L1 — ‘ -

—1+

Eksempel pa kontinuerlig funksjon der fourierrekken ikke konvergerer uniformt.

Det finnes likevel ekstrabetingelser vi kan legge pa f som garanterer uniform
konvergens av fourierrekken:

6.5.2 Lemma. La f € C%T,C) vere slik at Y ., |fk| < o00. Da konvergerer
Sfourierrekken til f uniformt mot f.

Bevis. Lagn =) jx|=p | fie|. Siden > kez | fe| < 00, vil &, — 0 nir n — oo. For alle
m,n € Nogt € Terda

Z Feetkt — Z frett

k|<m lkI<n

< Z |fkeikt|

min(m ,n)<|k|<max(m,n)

|Sm(/)(@) = Su(£)(0)] =

< Emin(m,n)>

som konvergerer mot 0 nar m,n — co. Fglgen (S, (f)(t))nEN er dermed en Cauchy-
fglge i C, sa den konvergerer mot et tall, la oss si g(¢), nar n — oco. Da er

1S:(f) _g”suP = Sugmn(t) —gt)| <en—0
te

nir n — 00, sa S, (f) — g uniformt. Av Lemma 6.4.2 vil da ogsd S,(f) — gi L2
Men av Teorem 6.4.3 vet vi at S,,(f) — f i L? sidama g = f, og vi konkluderer
med at S, (f) — f uniformt. ]

6.5.3 Lemma. La f € C%(T,C) vere n ganger kontinuerlig deriverbar for en n € N.
Da finnes en ¢ > 0 slik at
c

i VkeZkAo

[ frl <

Bevis. Vi bruker (6.2.8) i Lemma 6.2.9 og fér for alle k # 0

1 —

dﬂ
= k" (T'{)k‘

1l = | )|
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Siden ‘f; nf er en kontinuerlig funksjon er den begrenset (av ekstremalverdisetningen,
Teorem 6.2.6), s det finnes en ¢ > O slik at |%(r)| < c forallet € T. Dermed er

—— 1 2w ar . 1 27 dn )
(A = x| [ G0t < - [T 0L o) e ar<e.
2r|Jo  di” 2 Jo | dtn | ,
<c -
Resultat fglger na direkte. [ |

6.5.4 Teorem. La f € C°(T, C) vare to ganger kontinuerlig deriverbar. Da konverge-
rer fourierrekken til f uniformt mot f.

Bevis. Av Lemma 6.5.3 finnes en ¢ > 0 slik at |fk| < ¢/k? foralle k # 0. Daer

YUl < 1fol + Y 15 < oo

keZ k#0
Resultatet fglger nd av Lemma 6.5.2. |
Teorem 6.5.4 er ikke “skarpt” — det er mulig & bevise uniform konvergens med

svakere antagelser. For eksempel er det sant at om f bare er én gang kontinuerlig
deriverbar, konvergerer fourierrekken fremdeles uniformt. Siden dette og lignende
resultater er en god del mer tekniske, skal vi ikke ga inn pa dem her.

6.6 Flere oppgaver

6.6.1 Oppgave. (Konteeksamen 2025) La f: T — R vare funksjonen

_ )1 fort € [-m.0),
f0) = —1 fort € [0, 7).

Beregn fourierrekken til f. Hva kan vi si om konvergens av denne fourierrekken
basert pa pensum i MAT1125?

6.6.2 Oppgave. (Prgveeksamen 2025)

(a) La f: T — R vere funksjonen
f(@) = elfl fort € [-m, 7).

Beregn fourierrekken til f. P& hvilken mate konvergerer denne fourierrekken
mot f?
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S

—7 P
(b) Lag: T — C vare funksjonen
g(t) == cos?(¢) fort € [-m, )

Forklar hvorfor fourierrekken til g konvergerer mot g bade uniformt og i
L?-normen.

g()

6.6.3 Oppgave. (Eksamen 2025)

(a) La f: T — R vere funksjonen
f@t)=1-1? fort € [-m, ).

Beregn fourierrekken til f.

(b)

La g: T — C veare funksjonen
g(t) = (t — )%t + n)? fort € [-m, )

Forklar hvorfor fourierrekken til g konvergerer mot g bade uniformt og i
L?-normen.

g()
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A PSEUDOINVERS AV LINEARE OPE-
RATORER

I Seksjon 5.7.2 definerte vi den pseudoinverse av en matrise A med SVD A = CDB*
som AT := BDTC*. Siden denne definisjonen avhenger av SVDen, og siden SVDen
ikke ngdvendigvis er unik, kunne det hende at den pseudoinverse ikke var unik. I dette
appendikset definerer vi den pseudoinverse av en generell linesr operator, og vi ser at
denne samsvarer med var tidligere definisjon.

A.1 Pseudoinvers

Vi trenger forst fglgende tekniske resultat.

A1 Lemma. La U og V vere indreproduktrom og anta at U er endeligdimensjonalt.
LaT € £(U,V). Da er restriksjonen T|(ker L’ (ker T)+ — im T en isomorfi.

Bevis. La Uy := (ker T)L. Vi ma vise at T|UO : Up — im T er injektiv og surjektiv.
Vi viser forst at T | o ©F injektiv; av Lemma 2.3.4 holder det & vise at ker T | Uo™ {0}.

4.5.7 (i . 4.5.4 (ii .
L Ui, sdu € Up N UGt =0 {0}. For & se

atT Uo T surjektiv lar vi v € im T' veere vilkarlig. Da finnes en u € U slik at Tu = v.

Omu € kerT|UO erogsau € kerT

Laug e Upogu; € UOJ- = ker T veare slik at u = ug + u; (se Teorem 4.5.5). Da er

TUu():T(u—ul):Tu— Tu; =v.
0 N —

=0
Altsa er T| Uo surjektiv. u

A.1.2 Definisjon. La U og V vare indreproduktrom og anta at U er endeligdimensjonalt.
LaT € L(U,V). Pseudoinversen til T er den linezre avbildningen T7: V — U gitt
ved

Tt = (T|(kerT)i)_1 0 proji, 7 -
A3 Lemma. La U og V vere indreproduktrom og anta at U er endeligdimensjonalt.
LaT € 2(U,V).
(i) Om T eren isomorfi, er Tt = T~
(ii) TTT = proji, p
(iii) TTT = projyer1).-

Bevis.

) |Oppgave til leseren.
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Tillegg A. Pseudoinvers av linezre operatorer A.2. Pseudoinvers med SVD

(ii) Det holder & vise at om v € im7T er TTTv = v, og om v € (imT)* er
TTTv = 0.1 det forste tilfellet finnes (av Lemma A.1.1) en unik u € (ker T')*
slik at Tu = v. Dermed blir

TT' = T(Ti(kerT)l)_l Projin 7 v = T(T|(kerT)L)_lv =Tu=v.

P4 den annen side, om v € (im T')* er proj,,7 v = 0,s4 TTTv = 0.

(iii) P4 samme mate holder det & se pAu € kerT ogu € (kerT)*. Omu € ker T
er TTTu =0.0mu € (kerT)t larviv = Tu.Daer TTv = u, sa TTTu =
Tty = u.

A.1.4 Teorem. La U og V vere indreproduktrom og anta at U er endeligdimensjonalt.
LaT e LU, V)ogveV.

(i) Om T er injektiv, men ikke surjektiv, er u := T v den unike lpsningen av
finnu € U som minimerer |Tu — v|.
(ii) Om T er surjektiv, men ikke injektiv, er u := T1v den unike lpsningen av
finnu € U slik at Tu = v og som minimerer ||u||.

Bevis.

(i) Av Proposisjon4.5.9, er w := proj;,, 7 v den unike vektoreniim 7" som minimerer
|lw—v]||. Av Lemma A.1.3 (ii)er Tu = T TTv = proj,, 7 v = w, s& u minimerer
faktisk || 7u — v|. Om u’ € U er en annen vektor som minimerer |7y’ — v||, ma
ngdvendigvis Tu’ = w. Men T er injektiv, og Tu = Tu’, sd u = u’. Altsd er u
unik.

(ii) P4 samme mate som over vil Tu = proj;,, 7 v, og sidenim7 = V farvi Tu = v.
Lau’ € U vere en annen vektor slik at Tu’ = v. Daer

A.1.3 (iii .
u=Thy =1ty *12 PIOj (er 1)L U+
Dermed er u | u’ — u, s av Pythagoras’ setning (4.2.5) er
12 = llu + @ =) = full? + o’ —ul® > [lu].

Det er likhet i uttrykket ovenfor hvis og bare hvis u’ = u.

A.2 Pseudoinvers med SVD

Vi skal nd se at den pseudoinverse stemmer overens med definisjonen fra Seksjon 5.7.2.

A.2.1 Teorem. La U og V vere indreproduktrom over enten K = R eller K = C
med dimensjon henholdsvis n og m, og la T € LU,V). La B = (uy,...,uy),
G = (v1,...,Uy) 08 01,...,0. vare som i Teorem 5.6.9. Da vil den pseudoinverse til
T ha basisrepresentasjon

[TT]E = diagnxm(l/al, cees I/Ur).
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Tillegg A. Pseudoinvers av linezre operatorer A.2. Pseudoinvers med SVD

Bevis. Fra Seksjon 5.7.2 er

Tt = (T|(kerT)L)_1 proji. 7 -

Vi vet av Lemma A.1.1 at T| (kerT)L €T €N isomorfi fra (ker T')* til im(7'). Videre er
6, := (v1,...,v,) enbasis forim T, s&

. 1€ )
[projimT]% = d]angm(lv D) 1)
r ganger
0g (Ury1, ... Uy) erenbasis forker T, sd B, := (u....,u,)eren basis for (ker 7).

Vi far dermed %
s
[T|(kerT)L]%, = diag(o1,....0).
Siden o1, ..., 0, > 0, er denne matrisen inverterbar, og vi far

[(T|(kerT)l)_1]§}; = diag(1/01,...,1/0y).

Vi far dermed

[T]S = diagnxn(&’._,l) diag(1/071.....1/0,) diag,,m (L. ... 1)

r ganger r ganger

= diag, ., (1/01.....1/0}).

109



B NorMER PA K”

Vi skal her vise at p-normen (for p € [1, o)), introdusert i Eksempel 3.1.2, faktisk er
en norm. Vi begynner med en svipptur innom det store forskningsfeltet konveks analyse,
fgr vi bruker teorien her for & bevise Holders ulikhet, og til slutt trekantulikheten for
p-normen.

B.1 Konvekskonjugert

La f: E — R vere en gitt funksjon, der £ C R er et intervall. Den konvekskonjugerte
av f (ogsa kalt Legendre-transformasjonen av f) er funksjonen f* gitt ved

f*(s) = sug(sr — f(r)). (B.1.1)

Funksjonen f* er definert i alle s € R der denne supremumen er endelig.

B.1.1 Oppgave. La p € (1, 00).

(a) Vis at utsagnet
q=——- (B.1.2)

betyr det samme som
=1. (B.1.2")

Forklar hvorfor ¢ € (1, c0).
(b) La f(t) = % for t € [0,00). Vis at den konvekskonjugerte av f er
f*(@s) = % for s € [0, 00).

Hint: For a finne maksimum i (B.1.1), deriver uttrykket i parentesen med hensyn pa
r og sett den deriverte lik 0.

Med den konvekskonjugerte far vi fglgende nyttige ulikhet: Om s,¢ € [0, 00), er

st=(st = fO)+fO < swp (sr= () + /() = [*6) + SO
For funksjonen f(¢) =t?/p foren p € (1, 00) far vi Youngs ulikhet:

P 51
—+—  Vs5t20 (B.1.3)
p q

st

/N

B.2 p-normen

La p € [1, 0o]. Vi skal her bevise at p-normen

1/p
(ZZ=1 IXkII’) (om p < o0)

maxg=1i,..,|Xk|  (om p = 00)

x]lp = for x = (x1,...,x,) € R"
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Tillegg B. Normer pa K" B.2. p-normen

(se ogsa Eksempel 3.1.2) er en norm pa K” for K = R eller K = C. Det fgrste steget er
a vise Hélders ulikhet. For en p € [1, oo] definerer vi konjugateksponenten til p som
tallet ¢ € [1, oo] gitt ved

o0 omp =1
q = ﬁ oml < p<oo

1 omp = o0
(sammenlign med (B.1.2)). Merk at

1

Sl (B.2.1)

hS]
| =

(der vi bruker konvensjonen 1/c0 = 0). Merk ogsa at p = 2 er det eneste tallet som er
lik sin egen konjugateksponent.

B.2.1 Teorem (Holders ulikhet). La p,q € [1,00] vere konjugateksponenter. For
enhvern € Nerda

luvlly < lullpllvly ¥V u.veK? (B.22)

der uv er vektoren uv = (U1vy,...,uU,v,) € K"

Bevis. Omu = 0O eller v = 0 er (B.2.2) automatisk sant. Vi antar derfor at u, v # 0.
Omp =1lerqg = o0, 0g

.....

n
vl = 3 ujo;| < max |vk|2|uj|—||u||1|| loo-
j=1

Det samme argumentet kan brukes i tilfellet p = oo, ¢ = 1. Det gjenstar dermed a
bevise tilfellet p, g € (1, 00). Vi far

luvlly Z| |_Z lujl |
ujvj
lulipllvllg IIMIIpIIUIIq el ||vI|q
Youngsulikhet< " (|uj|1’ N |v,~|‘1)
= P q
S\l qllvlg
_ Z7=1 |u;|? n Z’;’=1 v
- P q
pllully qllvllg
a5 lvlid 1 1 @2

pllulz ~ qlvlg P g

Multipliser na begge sider med |[u ||, ||v||, for & fa (B.2.2). |
B.2.2 Teorem. For enhver p € [1,00] 0ogn € Ner |||, en norm pa K".

Bevis. Deterklartat ||u||, > Oforalleu # 0,ogat ||u||, = Oimplisereru = 0.Lau €

1/p 1/p
K"ogaeK.Omp<ooer'||ozu||p: (Z_’;=1|au,~|1’) =|oz|(Z;"=1 luj|P)"F =
lee|||u]l p. For p = oo far vi |eullcoc = max =1, n|eu;| = |e|max;—;, _,|u;| =
loe[[24]] o0
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Tillegg B. Normer pa K" B.2. p-normen

Det gjenstar a vise trekantulikheten. Om u,v € K* og p = 1, er

n n
e+ ol = 3 g 0,1 < S b+ oyl = lulls + ol

=1 j=1
Om p =ooer
I+ vlloo = max fuj+ vl < max (jujl+ o))
< max gl max (vl = oo + ol

Til slutt, for p € (1, 00) er

n n

-1
lu+vllp = 3y + 017 =Yy w50 Juj + ;17
j=1 =1
n n
< Zluj|-|uj + v [P + Z|Uj|‘|uj + ;77!
Jj=1 Jj=1
1/p 1/q
n n
<[] (S
j=1 j=1
" Ve , 1/q
DL Dl vy D
j=1 j=1

der vi har brukt Holders ulikhet (B.2.2). Siden ¢ = % farvi (p —1)q = p. Del begge

. Q n (p—1)gq 1/q 9 ro
sider pa (Zj=1 [u; + vj| ) for a fa

n 1-1/q
> luj 4,07 < lully + 1vl-
j=1
Siden 1 — 1/q = 1/ p er venstresiden lik ||u + v|| 5, sa vi er ferdige. |

112



C SIRKELEN

I dette appendikset utdyper vi og gjgr mer rigorgst diskusjonen fra Seksjon 6.2.

C.1 Ekvivalensrelasjoner og kvotientrom

C.1.1 Definisjon. La G vere en mengde. En ekvivalensrelasjon pa G er et predikat ~
(det vil si: for ethvert par 5,7 € G er “s ~ t” enten sant eller usant) slik at

(i) t ~tforallet € G
(ii) oms ~ t,erogsat ~ s
(iii) om s ~ t 0gt ~ U, er ogsa s ~ u.

Uttrykket “s ~ ¢” uttales “s er ekvivalent med ¢”.

C.1.2 Oppgave. Laa > 0. Vis at relasjonen s ~ ¢ definert som at s = ¢ mod a
(se Seksjon 6.2) er en ekvivalensrelasjon.

C.1.3 Definisjon. Om ~ er en ekvivalensrelasjon pa en mengde G, definerer vi ekviva-
lensklassen tilt € G som mengden

[t(]:={s€G:s~t}

Kvotientrommet til G med hensyn pa ~ (eller bare “G modulo ~”) er mengden av alle

ekvivalensklasser,
G/~ ={[t]:t € G}.

C.1.4 Oppgave. La ~ vare ekvivalensrelasjonen fra Oppgave C.1.2. Vis at
(] ={t+ak :k e}

for enhver ¢t € R.

C.2 Sirkelen

Som vist i Oppgave C.1.2, er s = ¢t mod a en ekvivalensrelasjon pa R, for enhver
a > 0. Vi velger na verdien a = 2.

C.2.1 Definisjon. Enhetssirkelen, ogsa kalt den endimensjonale torusen er mengden
T:=R/~,

der ~ er ekvivalensrelasjonen definert ved at s ~ ¢ hvis og bare hvis s = ¢ mod 2.
Med andre ord er
T:={{t +2kn:ke€Z}:t €eR}.
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Tillegg C. Sirkelen C.3. Periodiske funksjoner

For [s], [t] € T definerer vi
[s]+[t] = [s +1] og [s]—[t] = [s —1].
Vi skriver —[s] := [0] — [s] = [—s].

Det er ikke opplagt at [s] + [¢] og [s] — [¢] er veldefinert. Anta at s,s’,¢,1’ € Rer
slik at [s] = [s'] og [t] = [¢/]. Da finnes j,k € Zslikats = s" +2jm ogt = t' + 2km,
sa

s+t=s+1t+2n( +k).

Dermed er [s + ] = [s’ + ¢’], og vi har bevist at uttrykket [s] + [¢] er veldefinert (det
vil si, definisjonen avhenger ikke av hvilken representant for [s] eller [¢] vi velger). Pa
samme mate finner vi at [s] — [¢] er veldefinert.

Vi definerer lengden av [¢] € T som

[[£]] := min{|t 4+ 2kx| : k € Z} = min{|s| : s € [t]}.
Avstanden mellom to punkter [s] og [¢] pa sirkelen er da gitt ved

lIs] = [£]l = |[s — £]| = min{|s — ¢ + 2kx| : k € Z}.

C.3 Periodiske funksjoner

Vi husker fra Seksjon 6.2 at en funksjon F': R — C er 2w -periodisk om F(t 4+ 27) =
F(t) for alle t € R. Alle 2 -periodiske funksjoner svarer til en funksjon pa sirkelen,

St = F(@).

Om [t] = [t'] er to representasjoner av samme ekvivalensklasse, er t = ¢’ + 2k for en
keZ,sa f([t]) = F(t) = F(t + 2kn) = F(t') = f([t']) (der vi i andre steg brukte
periodisitet). Dermed er f veldefinert.

Motsatt gir enhver funksjon f: T — C opphav til en 2w-periodisk funksjon
F: R — C ved tilsvarende definisjon,

F(r) = f([t]).

Funksjonen F kalles da den 27 -periodiske utvidelsen av f .
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D L@SNING PA ENKELTE OPPGAVER

Kapittel 1

Lgsning pa oppgave 1.1.2. Fgrst merker vi oss at om « og 8 er enten i Q, R eller C,
vil ogsa aff og o + B ligge i henholdsvis Q, R eller C. De assosiative, kommutative
og distributivene lovene (i)—(iii) vet vi holder for alle rasjonale, reelle og komplekse
tall. (Et fullstendig bevis for disse egenskapene tar oss langt utenfor pensum; se kurset
MATI1140 om du er interessert i slikt.) De additive og multiplikative identitetene er
tallene 0 og 1, og vivetat o + 0 = @ og @ - 1 = « for alle . Videre er tallet — alltid i
henholdsvis Q, R eller C, og om & # 0 vil ogsa tallet ™! = 1/« ligge i Q, R eller C.

Hverken N eller Z er kropper: For eksempel er 2 et element i begge, men 2 har ingen
multiplikativ invers i N eller Z. Sagt pa en annen mate: 1/2 er ikke et naturlig tall eller
et heltall.

Bevis for 1.1.4.
(ii) Om w € U ogsaerslik atu + w = Oy, er

g w~+ (u + (—u)) o (w+u)+ (—u) = @

= 00 + (—u) & (-u) + 0p = -

(vii)
w =

w40y = (u+w) + (—u)

(iii)
wev=w+0)-vZ2ut+ -0 "y oy @y
(v)
(vzz) (m) (1)
0-u=0-u+0y =0-u+0-u—(0-u)=(0-u+0-u)—(0-u)
(n)(O-{-O) u—0-u)=0-u—(0- )”_”OU
(vi)

—u(g)—u + Oy

(iv)

1'12(”—u—+—0-u=—u—i—(1—1)-u

—u+(1-u+(-1)- ) (—u+1-u)+(=1)-u

(~utu) + (=D uF oy + (=1 uE (=) -u + 0y

(=1)-u.

(vn)

Lesning pa oppgave 1.1.5. Vi beviser kun noen av punktene.

(d) Dersom f,g € C°(I,R) vil den punktvise summen f + g ogsi vare en
funksjon fra 7 til R som er kontinuerlig, si f +g € C%(1, R). Likeledes vil af €
Co(I,R)yoma € Rog f € C°(I,R). Vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon er
derfor veldefinerte operasjoner. Siden addisjon og skalarmultiplikasjon er definert
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Tillegg D. Lgsning pa enkelte oppgaver

punktvis, fglger egenskapene (i)—(vi) automatisk. Nullelementet er nullfunksjonen
0(x) = 0 for alle x € I, s& (vii) holder. Til slutt, for en vilkarlig f € C°(I,R)
lar vi — f veere funksjonen (— f)(x) := —(f(x)); daer opplagt f + (—f) = 0.

(f) Som for C°, definerer vi vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon punktvis.
La f,g € P veare polynomer pa formen f(x) = ag +---+a;x/ og g(x) =
bo+---+bxx*. Skriva; = Ofori > j ogh; = Ofori > k,oglam = max(j, k).
Daer

(f +g)(x) = f(x) +g(x) = (a0 + -+ a;x)) + (bo + -+ + bpx*)

— (a() ++amxm) + (b() +.+bmxm) = CO +"‘+mem,
der ¢; := a; + b;. Dermed er ogsa f + g et polynom, sd f + g € 9. Pa samme
mate viser man at of € %P for enhver & € R. Beviset for egenskap (i)—(vi) folger
som for C°. For (vii) er det nok & bemerke at nullfunksjonen 0 + 0 er et polynom,

sa den ligger i P, og for (viii) er det nok a bemerke at funksjonen x +— — f(x)
ogsa er et polynom nar f er det.

(h) Gitt hva vi har vist for C® og 9, holder det & observere at om f og g er
polynomer av grad hgyst m, er

o [+ g, af og—f ogsdpolynomer av grad hgyst m
e nullfunksjonen et polynom av grad hgyst m.

(i) Vi definerer vektoraddisjon 0+ 0 := 0, skalarmultiplikasjon «0 := 0 for enhver
a € K, og den additive inversen —0 := 0. Alle egenskapene vi ma sjekke blir da
pa formen “0 = 07, som er sant uansett hva “0” er.

Bevis for 1.1.7. Lau,v € Voga € R;viskalvisecatu +v € Vogau e V.
Siden u og v ligger i V, finnes reelle tall r og s slik at

_(2r _(2s

u=|" og v=1_3 ]
_(2r+2s\ _ (2t

o= (10 = ()

dert :=r +s e€R. Altsaeru + v € V. Videre er

v-(2)-C)

dert := ar € R. Altsd er ogsd au € V.

Daer

Lgsning pa oppgave 1.1.8.

(a) Av antagelsene i Definisjon 1.1.6, er vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon
lukkede operasjoner i V', det vil si at + er en funksjon fra V' x V til V og - er
en funksjon fra K x V til V. Egenskapene (i)—(vi) for V fglger direkte fra at de
holder for U. For & bevise egenskap (vii) lar vi u € V veare vilkarlig, og far av
Proposisjon 1.1.4 at 0y = 0-u € V, av antagelse 1.1.6 (ii). Altsaer Oy € V,saV
har et nullelement. For egenskap (viii) lar viu € V og far av Proposisjon 1.1.4 (vi)
at —u = (—1) -u € V, igjen av Definisjon 1.1.6 (ii). Dermed oppfyller V alle
aksiomene for vektorrom.
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Tillegg D. Lgsning pa enkelte oppgaver

(b) Omu,v € Werbade u,v € Vy ogu,v € V,, sd daligger u + v bade i V; og
V5, og altsa ogsa i W. Tilsvarende vil ou ligge i bade V; og V, for enhver o € K
ogueW,sdaueW.

Lgsning pa oppgave 1.3.2. Lau,v € span(%B) oga € K. Laay,...,a, 0g B1,..., Bn
vere slik at
U =0oquy + -+ auuy og v=PBru; + -+ Buun.
Daer
u+v=yiur+-+ yaun,  deryp =y + P,

og
au = 81Uy + -+ + Spup, der 8 := aoy.

Dermed er ogsd u + v € span(9B) og au € span(AB).
Lgsning pa oppgave 1.3.4.

(a) Laag,ay € Kvere slik at ye; + azep = 0. Ganger vi inn skalarene, far vi

0
o-aonran (3)+(2)- (2)

0), ma derfor bade @y = 0 og o, = 0,

Siden nullvektoren pa venstre side er ( 0

som var det vi gnsket.
(b) Om ajeq; + --- 4+ ape, =0, er

n

0="> aje; = > (@8jK)ymy = (Tho1 @8in)imy = (@),
j=1

j=1
Altsa ma hver komponent oy, veere lik 0, som var det vi gnsket.

Lgsning pa oppgave 1.3.5.

(a) Anta motsatt at for eksempel uy = Oy. Settarj = 8, for j = 1,...,n.Daer
o uy + - +oyu, = 1-up =0y,

selv om ikke alle skalarene ¢, . . ., o, er lik 0 — en motsigelse.

(b) Utsagnet i oppgaven er bare det kontrapositive av utsagnet i definisjonen, sa
de to er ekvivalente. (Husk fra MAT1105 at

(P=0) << (—0=-P)

for utsagn P og Q.)

(¢) Om (uq,...,uy,) er lineert avhengig, finnes o1, ..., a, € K som ikke alle er
lik 0, og som er slik at
o Uy + -+ apu, =0. (%)
La k vere slik at a; # 0. Daer
Up = Z Bju; ()
j=1,...,n
J#k
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Tillegg D. Lgsning pa enkelte oppgaver

der B; = —«aj/Pk, sd uy er en linezerkombinasjon av de andre.

Motsatt, om uy, er en lineerkombinasjon av de andre vektorene, kan vi skrive
uy som (xx) for B; € K, sd om vi setter o; = —f; for j # k og ax = 1, far
vi (%). Siden ikke alle koeffisientene w1, ..., o, er lik 0, ma listen vere lineart
avhengig.

Bevis for 1.4.4. Listen 28 er en basis, sé den er line@rt uavhengig og utspenner U, det vil
sispan 9B = U. For enhver u € U er da u € span 9B, sé det eksisterer xq,...,x, € K
slik at (1.4.1) holder. Om na x’l, e, x;, € K er en annen slik liste av skalarer, er

O=u—u =(X1—Xi)ul +"‘+(xn_xiz)un~

Men & er linezert uavhengig, sa ngdvendigvis ma (x; — x}) = -+ = (x, —x;,) = 0,
det vil si x} = xj for j = 1,...,n. Altsa er representasjonen (1.4.1) unik.

Bevis for 1.4.7. La (eq,...,e,) 0g (f1,..., fm) vere to basiser for U. Av Lemma 1.4.6
er dam < n. Om vi bytter om pa rollen til de to listene, finner vi at n < m. Altsa er
m=n.

Lgsning pa oppgave 1.5.4.
(i) Nar to, ..., t, er forskjellige, vil #x — ¢; aldri veere O nar k # j, og dermed vil
heller aldri produktet av disse tallene vare 0.
(ii) Nevneren er bare en konstant. I telleren har vi produktet av n fgrsteordens polyno-

mer, som blir et n-teordens polynom. Altsa er Lagrange-polynomene polynomer
av grad n.

(iii) Omt = t; foren [ # k, vil ngyaktig ett av tallene #; —¢; (for j # k) vere lik 0,
og dermed vil produktet deres alltid veere 0. Dermed blir Ly (#;) = 0. Om derimot
| =k, farvi

(e — ¢
L) = 2]

[T (te —15)

siden teller og nevner er like.

Bevis for 1.5.6. Funksjonen

p@®) =) wLi(1)

k=0
er et n-teordens polynom som er lik y; it = g (for k = 0,...,n). Det eksisterer
dermed minst ett slikt polynom. Om ¢ er et annet polynom slik at g(fx) = yy for
k = 0,...,n, kan vi ifglge Proposisjon 1.5.5 finne skalarer «y, ..., o, € R slik at

g =0aolo+ -+ a,L, Daer
Vi =q() =aeLli(t) = Yk=0,....n
Altsderq = Y y_o vk Lk = p, sd vi har vist unikhet.
Bevis for 1.5.7. Nullfunksjonen ¢(¢) := 0 ligger ogsa i %, og oppfyller ¢ (ty), ..., q(ty) =

0. Av Korollar 1.5.6 finnes det ett og bare ett polynom i 9, med denne egenskapen, s&
p =gq.Altsaer p =0.
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Lgsning pa oppgave 1.5.8. De to fgrste, pg og p1, er gitt per definisjon. Videre er

2.2-1 2—-1 3 1 3 1

tp2—1(t) = P2—2(t) = Et-t—i.l :512_5

p2(1) =

og

2-3—-1 3—1
3 tp3—1(t) —

5
p3(t) = p3—2(t) = gt(%tz - %) —Zr=r3-Z1.

Lesning pa oppgave 1.7.1.

(a) Vimasjekke atw-u € U forallew € Rogu € U, og at betingelsene (iii)—(v)
og (vi) i Definisjon 1.1.3 stemmer for alle «, 8 € R.

Ethvert reelt tall « € R er ogsa et komplekst tall, og siden au € U forallea € C
og u € U, vil det samme gjelde ogsa for alle « € R. Betingelsene (iii)—(v) holder
for o, B € R fordi de holder for «, 8 € C. Den multiplikative enheten 1 € C er
ogsa en multiplikativ enhet i R, sa (vi) holder ogsa. Vi konkluderer dermed med
at U er et vektorrom over R.

(¢) Om (ag)reny € £? og a € K, definerer vi a(ag)reny = (¢a)ken, 0g OM
(ak)ken, (b )ken € £F definerer vi (ax)ken + (bk)ken = (ak + bi)ken. Vi far

da
o0 o0 o0
D lear]? =) lalPla|” = |a|” Y |ag|? < oo
k=1 k=1 k=1

sd a(ag)keny € £P. Vi viser at summen av to fglger ogsa ligger i £# kun for
tilfellet p = 1. Vi far da

o0 o0 o0 o0
> ak +biel <Y larl + bl =Y larl + Y bl < oo,
k=1 k=1 k=1 k=1

der vi i fgrste steg brukte trekantulikheten. Dermed ligger ogsa summen av fglgene
i {7 Resten av betingelsene bevises veldig likt som for C©.

Lgsning pa oppgave 1.7.2. For mengdene %,,,  og C°(R, R) er vektoraddisjon og
skalarmultiplikasjon definert pA samme mate. Det eneste vi behgver a sjekke i hvert
tilfelle er derfor at den ene mengden er en delmengde av den andre.

(a) Mengden %, bestér av alle reelle polynomer av grad hgyst m. Nar m < n er
alle p € 9, ogsa reelle polynomer av grad hgyst n, sd p € P,.

(b) Mengden & inneholder alle reelle polynomer, sa spesielt ogsé alle reelle
polynomer av grad hgyst m.

(c) Ethvert polynom er kontinuerlig, s alle polynomer i &%, eller & ligger ogsa i
C°(R,R).

Lgsning pa oppgave 1.7.3.

(a) Dersom 1,0, € Rerslikat oy p + azg = 0, er
o1 +oxt =0 for alle r € R.

Setter vit = O far vida oy = 0. Setter visat = 1 far viay = 0. Altsder (p, q)
line®rt uavhengig.
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(b) Om a1 p + azq = 0, er
0=oa1(t +3)+ax(t —3) = (a7 + a2)t + 3(x] —a2).

Settt = 0Oogfaa; —apy = 0,o0gsettt = 1ogfada; + ap = 0. Dette gir
ligningssystemet

a1 — 0y = 0

ay +op =0,
som kun har Igsningen o1, = 0.

(¢) Vi ma vise at ligningen o1 p + a2q + azr = 0 har andre lgsninger enn
oy, 0,03 = 0. Ligningen sier at

0=oa1(t+ 1)+ a3t +5) +a3(2t — 4)

= t(1 + 30z + 203) + (1 + S0 — 4a3). ()
Settt = 0 ogt = 1 som i forrige oppgave, og fa ligningssystemet
o1 4+ 30 + 203 =0
o1 + S50, — 4oz =0,
Setter vi for eksempel 3 = 1 far vi o; = —11 og o = 3. For dette valget av

koeffisienter (og for de uendelig mange andre Igsningene av systemet) ser vi at
() er sann for alle r € R, sa vi har funnet en ikke-triviell lgsning av ligningen
o1p + g + aszr = 0.

Legsning pa oppgave 1.7.4. Anta at for eksempel u = ov. Daer
U + apv = 0, (%)

der @y = 1 og o, = —a. Siden ikke begge skalarene er lik 0, betyr dette at (u, v) er
line@rt avhengig.

Anta motsatt at (1, v) er lineart avhengig, slik at det finnes skalarer o1, @, som ikke
begge er lik 0, og som er slik at () er sant. Anta at for eksempel &y # 0. Da kan vi lgse
() for u og fa

sa u er en multippel av v.

Lgsning pa oppgave 1.7.5. La %y := (ey, ..., ex). Siden %y, inneholder k < dim U
vektorer, spenner ikke %y hele U, sa det finnes en vektor ex; € U \ span ZB. La

Br+1 = (e1,...,er,exs1). Siden ex 1 ¢ span(eq,...,ex), er By ogsa lineert
uavhengig, av Lemma 1.3.6. Fortsett slik n — k ganger og end opp med en lineart
uavhengig liste %, = (e1,...,ey). Siden n = dim U, md 98,, vare en basis for U.

Alternativ lgsning: La (f1,..., f,) vare en basis for U, og definer

@)k = (61,...,€k,f1,...,fn).

Siden 9By inneholder en basis, vil 9B spenne U, men siden den inneholder n + k > n
elementer, vil den vere lineert avhengig. Ifglge negasjonen av Lemma 1.3.6, finnes da
en/ €{2,...,n + k} slik at element nummer [ i listen 9%, er en linezerkombinasjon
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av de [ — 1 foregdende vektorene. Siden (eq,. .., ex) er lineert uavhengig, ma / > k.
Dersom vi lar 9By 1 vere listen vi far ved & fjerne vektor nummer / fra By, vil By 41
ifglge Lemma 1.3.7 ogsa spenne U. Slik kan vi fortsette n — k ganger og ende opp med
en liste 9B, med n elementer som spenner U, og der de fgrste k vektorene er ey, .. ., ex.
Siden dim U = n, mé da 98,, vare en basis for U.

Lgsning pa oppgave 1.7.6.

(a) La 9B = (ey,...,ey) vere standardbasisen i C". Vi pastar at
€ :=(e1,...,en.ie€1,...,0ep)

er en basis for C" over R, som da viser at dimensjonen over R er 2n.
For enhver x = (xx)7_, € C" kan vi skrive

n

n n n
x = ijej = Z(m(xj)ej + ‘Tv(xj)iej) = Z.‘R(x_,-)ej + fov(xj)iej,
j=1 j=1 j=1

j=1

sd x ligger i spennet til 6. Altsa spenner 6 hele C”, nar vi ser pA C" som et vektor-
rom over R. For & se at ‘6 er lineert uavhengig, larviay, ..., o, B1,.... B, € R

vere slik at
n n
Z(Xjej + Z,B,-iej =0.
j=1 j=1

Men da er

n

n
0= (aje; + Bjiej) = Y _yje;
j=1

j=1

dery; :==o; +if; € C. Siden 9B er en basis for C" over C,mada y1,...,y, =
0, som impliserer at oy, ..., &y, B1, ..., Bn = 0. Vi konkluderer at 6 er lineert
uavhengig.

(b) Den korrekte generaliseringen er:

Om U er et vektorrom over C med dimensjon 7, har U dimensjon 2n

over R.
Beviset gar pa samme mate som i forrige deloppgave: La (eq, ..., e,) vare en
vilkarlig basis for U over C, og vis at (e1,...,eu,i€1,...,ie,) er en basis for U
over R.

Lgsning pa oppgave 1.7.8.

(a) U er definert som spennet av funksjonene cos og sin, som begge ligger i det

komplekse vektorrommet C?(R, C). Altsd er U et underrom, og er derfor i seg
selv et vektorrom.
Alternativ lgsning: U er definert som alle (komplekse) lineerkombinasjoner
av funksjonene cos og sin. Dermed vil ogsa summen av elementer i U, og ska-
larmultipler av elementer i U, ligge i U. Nullelementet er nullfunksjonen, og
den negative inversen av f = o cos +f sin er — f := —a cos —f sin. De andre
vektorromaksiomene fglger som for alle andre funksjonsrom vi har sett.
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(b) Siden U er definert som spennet av cos og sin, vil listen (cos, sin) utspenne
U. For & se at disse er linezrt uavhengige, lar vi «, § € C vare slik at f =
acos+fsin = 0. Daer

0= f(0) = acos(0) + Bsin(0) = «,

sda =0, 0g
0= f(/2) = Bsin(n/2) = B,
sa B = 0. Altsa er listen linezrt uavhengig, og er dermed en basis for U .

(c) Basisen i forrige deloppgave har to elementer, sa U har dimensjon 2.

Kapittel 2
Lesning pa oppgave 2.1.2. Om 7 € £L(U,V), er
T(0y) =T(0-0y) =0-T(O0y) = Oy,
der vi har bruktat0-u = Oy og0-v = Oy foralleu € U ogv € V.

Bevis for 2.1.4. Som alltid med funksjoner, definerer vi addisjon mellom lineere
avbildninger og multiplikasjon med skalarer punktvis:

(S+T)u):=Su+ Tu, (@T)(u) = a(Tu).

Det er da lett a sjekke at aksiom (i)—(vi) for vektorrom er oppfylt. For aksiom (vii)
definerer vi nullelementet som nullfunksjonen Ox (1) := Oy . For aksiom (viii) lar vi
—T veare den line@re avbildningen (—7T)u = —(Tu).

Bevis for 2.2.2. Det gjenstar a vise at ker 7 og im 7" er underrom. Om u, v € ker T’ og
« er en skalar, er

Tu+v)=Tu+Tv=0+0=0 == u+vekerT,
T(au)=aTu=a0=0 - au € kerT.

Altsa er ker T et underrom av U. Om u, v € im T finnes v/, v’ € U slikat T (u’) = u
og T(v') =v.Daer

u+v=TWwW)+TW)=Tw +v')€imT.
Pa samme mate far vi for enhver skalar « at
au =aTW') = T(au') €imT.
Altsa er im T et underrom.

Lgsning pa oppgave 2.2.5.

(a) Vihar T(p) € Rforalle p,saim7T € R. Om o € R er vilkarlig og p er
nulltegradspolynomet p(x) := a,er T(p) = a,saimT = R.

) Om U = P, 0gV = R, erdimU = n + 1o0gdimV = 1. Videre er
dimim 7 = dimR = 1. Av dimensjonssatsen er dermed dimker 7 = (n + 1) —
1 = n. Kjernen til T rommer dermed “mesteparten” av definisjonsomradet %,
sa den kan kalles “stor”.
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Bevis for 2.3.2. Utsagnet fglger direkte fra definisjonen, men vi tar med et mer detaljert
Igsningsforslag her:

Anta at T er surjektiv. Vi vet allerede at im7 C V,sa vima viseim7 2 V. La
veV.Dafinnesenu € U slikat7u =v.MenTu e imT,sav € imT.

Motsatt, omim 7 = V vil alle v € V ogsa ligge i im 7', som er det samme som at
v=Tuforenu € U. Altséd er T surjektiv.

Lgsning pa oppgave 2.3.3. Av dimensjonssatsen er dimker 7 4+ dimim 7' = dim U,
sa
dimim7 = dimU —dimker7 =9—-2=17.

Altsd er dimim 7" = dim V, sa av Proposisjon 1.4.10erim 7 = V. Av Lemma 2.3.2 er
dermed T surjektiv.

Lgsning pa oppgave 2.3.5.

(a) Om p er et tredjegradspolynom, er p deriverbar, og dp/dt er et andregrads-
polynom. Avbildningen T er derfor veldefinert fra %P3 til &,. Den er lineer pa
grunn av de vanlige regnereglene for derivasjon:

dlep+Bq) _ dp

d
o— —i—ﬂd—(t] =aTp+ BTq.

T(ap + Bq) = T '

(b) Avbildningen T er ikke injektiv (og derfor heller ikke bijektiv) fordi Tpy = O,
sa kjernen er ikke-triviell. Den er surjektiv, for om p = agpo + @1 p1 + 02 p2
(der (po, p1, p2) er den kanoniske basisen — se Seksjon 1.5.1) er et vilkarlig
polynom i ZP,, vil

T(copr + % p2 + % p3) = p.
En annen maéte a se at T er surjektiv pa, er & observere at im 7' inneholder py,
2p;1 og 3p2, og dermed ogsa po, p1 0g p». Bildet inneholder dermed ogsa alle
linezerkombinasjoner av (py, p1, p2), og dermed hele %P;.

(¢) Om p er et vilkarlig polynom av grad hgyst n, er dp/dt et polynom av grad
hgyst n — 1. Generaliseringen 7" er dermed veldefinert. Den er linezr av samme
grunn som fgr.

Avbildningen T er ikke injektiv (og derfor heller ikke bijektiv), men er surjektiv.
Beviset er som i forrige deloppgave.

Bevis for 2.3.6.
(i) Om T € L (U, V) er surjektiv, er dimim 7" = dim V/, s av dimensjonssatsen er
dimV =dimim7 < dimim7 + dimker T = dim U.
(ii) Om T € &L (U, V) er injektiv, er ker T = {0}, sd
dimU = dimim 7T + dimker7 = dimim 7 < dim V.
(iii) Anvend (i) og (ii).
Bevis for 2.3.7. Det gjenstér 4 bevise at 7! er homogen, det vil si 77! (qu) = «T'u.

Siden
ou = aT(T u) = T(@T tu),
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far vi nar vi anvender 7! pa begge sider at
T Yau) = T_l(T(aT_lu)) =alT u,
som var det vi gnsket.

Lgsning pa oppgave 2.4.2. La T: R? — V vare gitt ved T((x1, x2)) := (x1, X2, 0).
Daer T lineer, forom x = (x1,x2),y = (y1,¥2) € R? oga € R, er

T(x+y) = ((x+y)1»('x+y)270) = (-xl»x270)+(y1»y230) = T(X)+T(y)

og
T(ax) = ((ax)q, (@x)2,0) = a(xy, x2,0) = «T(x).

Omy = (y1,2,0) € Ver T((y1,y2)) = y,sa T er surjektiv, og om T(x) = O er
(x1,x2,0) = 0,sax7; = x, = 0,detvil si x = 0, sa T er injektiv. Altsd er T en
isomorfi, som viser at R? =~ V.

Lgsning pa oppgave 2.4.3.
(i) Identitetsavbildningen id: U — U, id(u) := u, er en isomorfi fra U til U.

(ii) Siden U =~ V finnes enisomorfi T: U — V.Mendaer T~!: V — U ogsd en
isomorfi,sa V =~ U.

(i) La7: U — Vog S: V — W veare isomorfier. Daer So7T: U — W en
isomorfi.

Lgsning pa oppgave 2.4.5. Om A € M, (K) er en kvadratisk matrise, er fglgende
ekvivalent:

(i) A er inverterbar.
(ii) Dersom x € K" erslik at Ax = 0, ma x = 0.
(iii) Om x # y, er ogsa Ax # Ay.
(iv) For enhver b € K" finnes en x € K" slik at Ax = b.

Bevis for 2.4.6. Operatoren T: £! — (! er veldefinert fordi formelen for Ta definerer
en entydig fglge i R for enhver a € ¢!, og

o0 o0
ITallg =" [(Ta)l = Y _ lax| = llaflo < oo
k=1 k=1

s& Ta € £! for alle a € £'. Vi hopper over beviset for at T er linezr.
At (ii) og (iii) er ekvivalente fglger av Lemma 2.3.4. Dersom Ta = 0 er

(0,(11,0,612,0,03,...) = (0,0,0,...),

sddamaay,as, - =0,0gdermed er ker T = {0}.
T er ikke surjektiv fordi det for eksempel ikke finnes noen a € ¢! slik at Ta =
(1,0,0,...). Dermed er hverken (i) eller (iv) sanne.
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Bevis for 2.5.7. Vi vet at [-]¢ er lineer, sa for alle u € U er

[T + S12[ule = (T + Syuls = [Tulg + [Sule = [T1Z[uls + [S1E[u]e
= (IT1Z + [S12) ).

Siden [-]g: U — K" er en isometri er dermed [T + S]% = [T]% + [S]%. Argumentet
for at [ozT]% = a[T]% er helt analogt.

Bevis for 2.6.1. Ligning (2.6.1) fglger direkte fra Teorem 2.5.4 ved a sette T = id.

Legsning pa oppgave 2.6.3. Av Oppgave 1.4.5 er [u]g = u for enhver u € K”. Dermed
er

idg = ([Ale [fle - [hle)=(/i £ - fa).

Lgsning pa oppgave 2.7.2.

(@) Omu,u’ € V + W Kkan vi, per definisjon, skrive u = v + w ogu’ = v/ + w’
forv,v' € Vogw,w € W.Daeru +u' =v" +w”,derv”" =v+v' €V og
w’' =w+w € W,sdu+u'liggerdermedi V+W.Omu € V+W ogaeren
skalar, skriver viu = v+w forv € Vogw € W ogfaroau = av+aw € V+W.

(b) Siden 0 ligger i bade V og W, er
V={w+0:veV}iCV+W,

og tilsvarende for W.

(¢) Dersom V eller W er uendeligdimensjonale, er det ingenting a vise. Anta derfor
at V har basis (vy,...,v,) og W basis (wy, ..., Wy,). Da kan alle elementer i
V + W skrives som en linezrkombinasjon av (vy, ..., Uy, W1, ..., Wy ) — med
andre ord, (vy,..., Uy, W1, ..., Wy,) utspenner V 4 W. Denne listen har n +m =
dim V' 4 dim W elementer, og av Lemma 1.4.6 har enhver basis for V' + W dette
antallet vektorer i en basis. Dette beviser pastanden.

Bevis for 2.7.3. Vi viser (ii) = (i). Lau € V N W. Vi kan da skrive u bade som v + w,
derv =uogw = 0,0gsomv’ + w’',derv' =00gw’ =u. Av (i) md dav = v’ og
w=w',detvilsiu = 0.

Lgsning pa oppgave 2.8.1. AtimS C ker T er det samme som at Tv = 0 for alle
v € im S, som igjen er det samme som at 7Sw = 0 for alle w € U. Dermed er

(ST)*u = S(TS(Tu)) =0
e

foralleu € U,sa (ST)? = 0.

Lgsning pa oppgave 2.8.2.

(a) La T: R* — R* vare den linezre avbildningen

o1 0

(0%) 0
T =

o3 (05}

(07} (0%
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Om (eq, ez, 3, e4) er standardbasisen i R*, er da

im7 = {Tx:x eR*} = T(ajey + -+ +ageq) iy, ...,04 €R}
= {Olle3 4+ azeq iy, ...,aq € R}
= span(es, e4),

mens

kerT = {x e R*: Tx = 0}
={aje1 + -+ aqeq 1 aq,...,04 e Rogoajes + azeq =0}
={aje; + -+ aqeq 107,00 = 00g a3, 04 € R}
= {oze; + - -+ aqeq ;03,04 € R}

= span(es, e4).

AltsaerimT = kerT.

(b) Om T € L (R>) erslik at ker T = im T, far vi av dimensjonssatsen at
5 =dimR> = dimker 7 + dimim 7 = 2dimim 7.
Venstre side er et oddetall, mens hgyre side er et partall — en selvmotsigelse.

Lgsning pa oppgave 2.8.3.
(a) Bildet til 7 er mengden

im7 :={Tx:x eR%
og kjernen til 7 er mengden
kerT := {x e R®: Tx = 0}.
(b) Lauj,us, u3 € R* veere kolonnene i matrisen. Da er
T(x) = xju1 + x2u2 + X3u3,

altsa en lineeerkombinasjon av {u1, u,, u3}. Vi observerer at vi kan skrive uz =
U1 — Us, slik at

T(x) = (x1 + x3)ur + (x2 — x3)uz.
Altsa er T(x) € span({uy,u,}) for alle x € R3, slik atim T C span({u,us}).
Motsatt er im 7T = span({uy,us,usz}) 2 span({u,us}). Altsa er det likhet
mellom mengdene: im 7 = span({u1, u5}). Dette beviser utsagnet.

(¢) Vi ser at kolonnene u1, u, er linert uavhengige, for om xju; + xoup =
0 sier andre komponent at —x, = 0, og tredje komponent sier at x; = 0.
Altsa er {u,u,} en basis for span({uq,u,}) = im 7T, slik at dimim 7 = 2. Av
dimensjonssatsen far vi da

dimker 7 = dimR?® —dimim7T =3 -2 = 1.
Lgsning pa oppgave 2.8.4.

(i) LaT: R — R2, T'(u) = (g)
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(ii) Ingen slik T eksisterer. Ifglge dimensjonsatsen er
dimim7 = dim U — dimker T.
Vihardimim 7 < dim V og dimker 7 = 0O (siden T er injektiv), sa
dimV > dimU,

som motsier antagelsen om at dimU > dim V.
(iii) Ingen slik T eksisterer. Ifglge dimensjonsatsen er

dimker7 = dimU — dimim 7.

Vi har dimker 7 > 0 og dimim 7" = dim V (siden T er surjektiv, slik atim 7" =
V), sa
0<dimU —dimV,
som motsier antagelsen om at dimU < dim V.
(iv) T:R? > R, T((ul,uz)) =Uj.

Lgsning pa oppgave 2.8.9.

(a) Siden alle p € 9P, er polynomer, er de kontinuerlige, s integralet av p over et
vilkarlig begrenset intervall er veldefinert. Siden den antideriverte av et polynom
av grad hgyst 2 er et polynom av grad hgyst 3, vil Sp € P3. Altsd er S en
veldefinert avbildning fra 9, til ;.

For & se at S er linear, lar via € R og p,q € P, og far for alle r € R at

t

sep+a0 = [ p0+ewar= |
= S(n)®) + S@)0),

sa S(p +q) = Sp+ Sq, og

p(t)dt +/1 q(t)dt

t

Sap)(r) = /1 ap(t)di = a /1 p(t) dt = a(Sp)(1).

sa S(ap) = aSp.
(b) Vihar [S]Z = ([Spole [Spile [Sp2lw). Viregner ut Spy:

t
Spo(t) = / lds=1t—-1 — [Spole = ,
1

! 1, 1 0
Sp1(t) =/ sds = Et - = — [Spile
1

2

! 2 15 1 0
Spa(t) =/ s7dt = Et ~3 - [Sp2le =
1

1/3
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Altsa er
1 =12 —1/3
s | 1 0 o0
[Ske = 0 1)2 0
0 0 V3
5
(¢) Siden [Splg = [SIZ[pla. og [plas = | 2 |. far vi
3
1 —-1/2 —1/3 5 -5
1 0 0 5
0 0 13 3 1

som svarer til polynomet
Sp(t) = =5po(t) + 5p1(t) = p2(t) + pa(1) = =5+ 5t =1 +1°.

(d) Dimensjonen til bildet til S er lik rangen til basisrepresentasjonen til S, altsa
antall linezrt uavhengige kolonner i matrisen. Siden de tre kolonnene i basisre-
presentasjonen er linezrt uavhengige, vil dimim S = 3.

Vihar dimim § = 3 < 4 = dim %3, sd im S # P;. Altsa er S ikke surjektiv.

(e) Av dimensjonssatsen er
dimker § = dim %, —dimim S =3 -3 =0.

Ja, S er injektiv, fordi kjernen har dimensjon 0.

Kapittel 3
Lesning pa oppgave 3.1.3. Lengden til x i hver av de tre normene er

lxlly = 101 + 3] = 3,

lxll2 = V02 432 =3,

Ixllec = max(|0]. |3]) = 3.
Lengden til y i hver av de tre normene er

Iyl =1+ 111 =2,

Iyl = V12 + 12 = V2,

[V lloo = max(|1].[1]) = 1.

Avstanden mellom x og y i hver av de tre normene er

x =yl = =11+ [2[ = 3,

Ix = ylla = V(=1)2 +22 = /5,

¥ = Ylloo = max(|—1[.[2[) = 2.

(Du vil fa samme svar om du beregner normen til y — x i stedet for x — y.)
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Lgsning pa oppgave 3.1.4.

(i) (Positiv definitt) Av definisjonen er ||u|| aldri negativ. Om ||u| = O er H [u]e ”2 =
0, og siden ||||> er en norm, mé da [u]gs = 0. Men da ma ogsd u = 0 (siden
avbildningen u +— [u]g er en isomorfi).

(ii) (Positivt homogen) Lau € U oga € K. Daer
lou|l = |leula], = [abdas], = le| Ms], = lallu].
(i) (Trekantulikheten) Law,v € U. Siden ||-[| er en norm, er da
lu+vl = |[u+vlg|, = || ks+Lls|, < |bs|,+|Ds]|, = lul+vl.

Lgsning pa oppgave 3.2.2. At x = (x1, x2) ligger i enhetskula med hensyn pa ||-||; er
det samme som at
|x1]| + |x2| < 1.

La oss fgrst se pa punkter i fgrste kvadrant, der x1,x, > 0. Dama x; + x, < 1, det
vil si x5 < 1 — x;. Altsa bestar enhetskula B;(0) i fgrste kvadrant av alle punkter
som ligger under linja x, = 1 — x;. Ved & argumentere pa samme mate for de andre
kvadrantene, ender man opp med det skraverte feltet til hgyre i figuren.

Vi kjenner igjen enhetskula med hensyn pa ||-||» fra skolen.

For enhetskula med hensyn pa ||-|| oo argumenterer vi som for ||-||1. Atx = (x1,x2) €
B1(0) betyr at max(|x1], |x2]) < 1. Dette er det samme som at bade |x;| < 1 og
|x2| < 1, som kan skrives som x1, x € (—1, 1). Dette er nettopp det skraverte feltet til
hgyre i figuren.

Forskjellen mellom den &pne kula B (0) og den lukkede kula B (0) er at sistnevnte
ogsa inneholder punktene med norm || x| = 1, det vil si randen (“kanten”) av enhetskula.

Lgsning pa oppgave 3.2.4.

(a) Vi beviser pastanden for lukkede kuler; det samme beviset fungerer for apne
kuler. La B, (1) vare en lukket kule, og definer R := r + |lu|| + 1. Vi pastar at
B, (1) € Br(0), som ville bevist at B, () er begrenset. La v € B, (u), det vil si
v € U og ||lu—v]| < r. Vipastar at ogsa v € Bgr(0), det vil si |[v — 0| < R. Da
er

(trekantulikheten)
[v=0l = llvll = [l(v —u) +ul < v —ull + llull < 7+ flull
<r+|ul|l+1=R.

Altsa er v € Br(0).
(b) Lav € By(u),oglas:=r — ||lu—v|.Omw € Bs(v) erda

le —wll < fu—vll +llv—wll <llu=v]+s=lu-v|+r—fu-vl=r

sa w € By(u). Altsa er By(v) C B, (u).

(¢) Vima vise at for enhver u € U og r > 0 er mengden

Bu)f ={veU:|u—v|>r}
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apen. Dette gjgr vi pA samme méte som i forrige oppgave: Velg en v € B, (1),

oglas = |lu—v|—r.Omw € Bs(v), er da (av den omvendte trekantulikheten)
lu—wl = [lu—=vl—lv=w|| = llu—v|—v-wl>llu-v|-s=r
—_——— ——
>g <s

saw € Br(u).

Lgsning pa oppgave 3.2.5. U er opplagt en delmengde av U.

(@) Omu € U, bestar B, (u) utelukkende av vektorer i U, uansett hva r > 0 er,
sa B,(u) C U, som vi gnsket.

(b) Vihar U¢ = U \ U = @, som er en dpen mengde.

(¢) Anta at U er begrenset, sa U C B,(0) foren r > 0. Om det finnes en u € U
som er ulik 0, er ogsa ||u|| # 0 (egenskap (i) i Definisjon 3.1.1). For enhver k € N
er daogsa ku € U, og ||kul|| = k|lu||. For stor nok k € N vil derfor ku # B,(0)
— en motsigelse. Altsa inneholder ikke U noe annet enn 0.

Lesning pa oppgave 3.3.4. Egenskap (i) kan skrives som
Ve>03INeNk>2N = |uy —ul| <e.
Egenskap (ii) kan skrives pa akkurat samme mate. De er altsa ekvivalente.

Lgsning pa oppgave 3.3.5. Anta at up — u ndr k — o00. Da finnes N € N slik at
|lup —ull < 1nark > N.La

My = max(full, ... Jun—all),  Mai=llull + 1.
Omk < N er |lug| < My,ogomk > N er
el < llue —ull + flull < 14 [lull = Ma.
Altsa er ||ug || < M = max(M;, M) for alle k € N, sa fglgen er begrenset.

Lgsning pa oppgave 3.3.8. La (ux(1))ien vere en delfglge av fglgen. For enhver & > 0
finnes en N € Nslik at ||ug —u| < enark > N. Siden k(1),k(2),... er en strengt
gkende fglge av naturlige tall, ma ngdvendigvis k(/) > [ for alle [ € N. Altsa er
k(l) > N nar! > N.Dermed er ogsa |[uxyy —u| < e nar/ > N. Dette viser at
delfglgen konvergerer mot u.

Lgsning pa oppgave 3.4.2. Lau € U oge > 0.0m ||[u — vy < § forend > O erda
)= f)llv < Llu—vllv < Lé.
Om vi velger § := ¢/ L far vi | f(u) — f(v)||ly < &, og vi er ferdige.

Lgsning pa oppgave 3.4.4.

(a) Lau € U oge > 0. Siden f og g er kontinuerlige, finnes §; > 0 og é, > 0
slik at

Jlu —vlv <& = I f(u)— flyv <e,
lu —vllv <62 = lg) — gy <e.
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Lagd := min(8y,8,). Daerd > 0, 0g |[u—v||y < § impliserer bade ||[u—v||y < §;
og |lu —vl||ly < 82, sddersom ||lu —v|y < 8, er

ICf + ) = (f + v = () = f(v) + (g) —g@)lv
<f@) = fllv + llg@) —g@)llv < 2e.

Altsa er f + g kontinuerlig.

(b) Lac € R,lau e Uoglae > 0.Lad > Overeslikat |lu—v|ly <6
impliserer || f(u) — f(v)||y < e.Daer

[(@f) @) = (@f))llv = lla(f@) = fF)Ilv = la|llf () = fF)v < lale,

sa af er kontinuerlig.

(¢) Vihar vist at C(U, V) er lukket under addisjon og skalarmultiplikasjon. Resten
av beviset fglger som for alle andre funksjonsrom: Nullvektoren er nullfunksjo-
nen, addisjon og skalarmultiplikasjon gjgres punktvis, den additive inversen er
funksjonen (— f)(u) = —(f(u)), og sa videre.

Lgsning pa oppgave 3.4.5.

(a) Anta at (up)uen er en fglge i U som konvergerer mot u. Av Proposisjon 3.4.3
far vi at (f(u,))nen konvergerer mot f(u). Av samme proposisjon igjen far vi
at (g(f(un)))nen konvergerer mot g( f(u)). Av samme proposisjon finner vi
dermed at g o f er kontinuerlig.

(b) Lae >0.0mu,v e U,er

|f@) = f@] = [llull = ol | < flu =],

der vi har brukt den omvendte trekantulikheten (Proposisjon 3.1.5). Om vi velger
8 = g vildermed | f(u) — f(v)| < & nér ||u — v|| < &, som var det vi gnsket.

(¢) Lau € f~1(F). Siden F er &pen, finnes en ¢ > 0 slik at B,(f(u)) € F.La
8 > Oveereslikatv € U og ||v — ul|y < & impliserer at || f(v) — f(u)|y < e.
Satt sammen far vi da at om v € Bg(u) vil f(v) € B:(f(u)) € F. Siden
f(v) € F erekvivalent med v € f~1(F), far vi at Bs(u) € f~1(F), som var
det vi gnsket.

(d) La (uy)nen veere en fplge i f~!(F) som konvergerer mot u € U. Siden f er
kontinuerlig, vil f(u,) — f(u). Fglgen ( f(u,))nen er en konvergent fglge i den
lukkede mengden F, sa grensen f(u) ligger ogsd i F. Men dette er det samme
som at u liggeri f~1(F), som var det vi gnsket.

Lgsning pa oppgave 3.5.2. La K C U vere endelig, K = {vy,...,v,} for elementer

V1,...,Uy € U.La (ug)gey veere en fglge i K. Da ma hver uy vare en av vektorene
v1,..., Uy, 0g siden det finnes bare endelig mange v’er, men uendelig mange u’er, ma
minst én av vektorene vy, ..., vy, la 0ss si vektoren v,,, gjentas uendelig mange ganger

i folgen (ug)ren- La k(1) vare den forste indeksen slik at ug (1) = vy, la k(2) vaere
den andre, og s videre. Da vil ug )y = v, foralle/ € N, sd ugy) — vy nar! — oo.
Altsa har (ug)ren en konvergent delfglge.

Bevis for 3.5.3. For a se at K er lukket, la (1 )ren Vere en folge i K som konvergerer
mot u € U. Siden K er kompakt, har fglgen en delfglge (ux());en som konvergerer
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mot et punkt v € K. Men u; — u, sa enhver delfglge av (uy )y ma ogsa konvergere
mot u. Altsd er u = v € K, som vi gnsket.

For a se at K er begrenset, anta det motsatte; da finnes for enhver k € Nen u; € K
slik at [lug| > k. Velg en konvergent delfglge (ux(;))ien. Av Oppgave 3.3.5 er denne
delfglgen begrenset, som motsier at ||ug )| = k(I) — oo.

Bevis for 3.6.2. Vi ma vise at E := B~!(K) er lukket og begrenset. For 4 se at E er
lukket, holder det & observere at B er kontinuerlig og referere til Oppgave 3.4.5 (d).
For 4 se at E er begrenset, observerer vi at B! er linezr og kontinuerlig, s& av
Beorem 3.4.6 (iii) finnes en ¢ > O slik at | B~ 'u||, < c|ju|y foralle u € U. Siden K
er begrenset, finnes en r > 0 slik at ||u||y < r for alle u € K. Siden alle x € F er pa
formen x = B~ lu forenu € K, far vi

Ixll2 = 1B~ ully < cllull2 < cr.
Siden dette gjelder for alle x € E, er E begrenset.

Bevis for 3.6.4. Det gjenstar a vise ulikhetene (1) ;]| < [lull1 og |(u);]| < |[u]lco. Vi
har

10,1 < 1) 1+ Y160kl = S 1okl = lully

k=1,...,n k=1,...,
k#j
og
)] < max (0] = o

Lgsning pa oppgave 3.6.5.

(@) Vihar |ug| < \Ju? +u3 = |ulr fork = 1,2, 54

llly = Jur] + Juzl < flull2 + llullz = 2[u].

Motsatt kan vi skrive u = v + w, der v = (MOI) ogw = (uO ) Av trekantulik-
2

heten er
lullz = llv+wl2 < 2 + w2 = [u1] + [uz]| = [lulls.

(b) Siden du har Igpt 1100 meter i horisontal retning, ma du ngdvendigvis ha lgpt
minst 1100 meter totalt.

Vi setter deg inn i et koordinatsystem i R? der uy = (O) er startposisjonen din,

UN = 114050 er sluttposisjonen din, og uy (fork =0, 1,..., N) er posisjonen
din etter k skritt. Da vil den totale lgpeavstanden vere tallet A gitt ved
N
A= flur —uollz + luz —urllz + -+ + Jun —un—illa = Y llux —ug—1ll2
k=1

(summen av de euklidske avstandene mellom hvert skritt). Med estimatet ||| <
||I-]l1 fra forrige oppgave, kan vi begrense

N
A<B =" lug —uear |
k=1
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Gitt at vi for hvert skritt Igper framover og oppover (i koordinatsystemet vart),

kan vi anta at (ug); > (Ug—1)1 02 (Ug)2 = (Ug—1) forhverk = 1,2,..., N.
Dermed er

N
Z( ()1 — (r—1)1| + [(ur)2 — (Mk—1)2|)

>0 =0

N
=Y () — (-1 + Z(Mk)z — (Uk-1)2
k=1

k=1
= (un)1 — (o)1 + (un)2 — (ug)2 = 1100 — 0 + 145 — 0 = 1245

(der vi har brukt at alle leddene i summen, bortsett fra fgrste og siste ledd,
kansellerer).

Lesning pa oppgave 3.6.6.
(i) Lac; = ¢, = 11 definisjonen.
(ii) Dette ser vi ved & bytte om pa konstantene c¢; og ¢;.

(iii) La ¢y, ¢q > 0 vere slik at

ul <crlull - og lull <éllull  Vuel.

Daer
lul < crllull < cicalull = cllull  YueU

der ¢ := ¢ ¢;. Ulikheten motsatt vei fglger pa samme mate.

Lgsning pa oppgave 3.6.7.

(a) La (ug)ren veere en folge slik at ||uy — u|| — 0. Daer ||ug — u||| < c2||ugx —
ul| = 0, sa ||ur — u|| = 0. Den motsatte implikasjonen fglger pd samme mate.

(b) Lav € B,(u),detvilsiv € U og |[v—u| < r.Vihar |[v—ul| > ||v—ul|/c2,
sd [lv — u|| < rcz. Sistnevnte er det samme som & si at v € By, (u). Altsd er
B,(u) C B;Cz (u). Den andre inklusjonen vises pa samme mate.

(¢) La E vere apen med hensyn pa ||-||. Da finnes for enhveru € Eenr > 0
slik at B,(u) € E.Om s = r/cy vil B;(u) € B,(u) (av Oppgave (b)), sa
B!(u) C E. Altsé er E ogsa apen med hensyn pa ||-|||.

La E vare lukket med hensyn pa ||-||. La (ug)xey vere en fglge i E som konver-
gerer med hensyn pa ||-|| mot en u € U. Av Oppgave (a) konvergerer (Uy)ren
ogsa med hensyn pa ||-|| mot u. Men E er lukket med hensyn pa ||-||, sdu € E —
som var det vi gnsket.

La E veare begrenset med hensyn pa ||-||, sa det finnes en r > O slik at £ C B, (0).
Siden B,(0) € Bj(u), der s := rcy, vil ogsd E C B;(0). Altsé er E ogsa
begrenset med hensyn pa |||-||-

Lgsning pa oppgave 3.7.2. Vi skriver utsagnet vi skal vise som

Tu 174
”||M|||(|J cue U # 00 = supl|Tolly : ully = 1)
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Kall venstresiden A og hgyresiden B. For en u # 0 kan vi skrive

| Tully
llullu - ””l”U”Tu”V | IIMIIUT””V = ”T(

Wy = 1Tvlv,

der v := u/|u|y. Altsa er

A= sup{||Tv||U v =u/|ullv,ueUu# O}.

Men vektorene v pa formen v = u/|u||y for en u # 0 er nettopp vektorene v med
norm ||v||y = 1. Dermed er

A =sup{||ITvlly : v =u/|lully.u € Uu # 0}
= sup{||Tvllv : v € U.|]v|ly =1} = B.

Bevis for 3.7.3.

(@

(ii)

(iii)

Av Teorem 3.4.6 er T kontinuerlig hvis og bare hvis
det finnes et tall ¢ > O slik at ||Tu|ly < cl||u||y foralleu € U. ()
Dersom () er sann, er

Tu cllu
| Tulv < lullo
u;EO lulv  ~ uzo llullu

1Tl =

’

sd || T||¢ < oo. Motsatt, om || T'||¢ = sup,+g ””u””V < 00, finnes ngdvendigvis

en gvre skranke ¢ > 0 slik at ””Tu"””UV < c foralleu # 0, det vil si ||[Tuly <

c||u|ly for alle u # 0. Siden denne siste ulikheten opplagt er sann for u = 0,
gjelder den for alle v € U, som er nettopp ().

Av punkt (i) er |T| g = supu;é0 Tulv oo, Bt supremum er en minste gvre

skranke, sa

||u||

[ Tulv
l[ully

og ||T||l¢ er det minste tallet med denne egenskapen. Utsagnet (x*) er ekvivalent
med

<|T |l YueU, u#0, (%)

ITully <|Tlzllully  Yuel u#o0,

ogsiden | Tu|ly < ||T|l¢|lu|lv opplagt er sant for u = 0, er dette igjen ekviva-
lent med
ITuly <ITlzlluly  Yuel,

som var det vi ville vise.
Denne ulikheten kan vises direkte fra definisjonen med supremum, eller ved hjelp
av punkt (ii). Vi gjgr sistnevnte.

For enhver u € U er

ISTullw = IS(TWlw < ISlzwmITully <ISlevmIT lewy)lullu.

Om vi deler pa ||u||y pa begge sider, far vi ”‘Tﬁﬂw < NSl m I Tllew,vys

og om vi tar supremum over ¥ # 0 far vi derfor

|STullw
ISTll2w,w) = sup ———— < |Slle@wm)IT l2w,v)-
wet  llullu

u#0
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Lesning pa oppgave 3.7.7. Tallet || Ao ligger opplagt i [0, 0o) for alle A. Om || Ao =
0ma |(A) x| = Oforalle j, k, sd A er nullmatrisen 0,,,x,. Om & € Keer

@Alloc = max |(xA) ;x| = max |a||A x| = |o|max |A4k| = |e||| A co-
Jsk Jk J.k
Om A, B € My,x,(K) er
14+ Blloo = max|(4 + B) ju| < Ifj!?}(x(|(A)jk| +1(B) jkl)

< (r?a}CXI(A)jkI) + (rr]!a}CXI(B)jkl) = | Alloo + || Blloo-

Lgsning pa oppgave 3.9.1. Det ser ut som at felgen konvergerer mot vektoren u =
(1.1,1,...), detvil si vektoren som har komponenter (1) ; = 2'~/. Vi sjekker fgrst at
u faktisk ligger i £!(R). Vi har

(o]

oo
lllgr =Y 1G] =y 21,
j=1

Jj=1

som er endelig (rekken konvergerer mot tallet 2). Altsé ligger u i £!(R).
Vi sjekker sa at uy — u. Vi har

[e9) k 0
Z’(“)j —(up) ;| = Z‘Zl_j 2"+ Z 21/ —0
j=1

Jj=1 j=k+1

[l — 2l

[e.]

> 2t =2tk

j=k+1

Siden 2!7% — 0 nar k — oo, konvergerer ||u —u ||;1 mot 0 nar k — oo, som bekrefter
atuy — u.

Lgsning pa oppgave 3.9.2.
(a) Vima vise fire betingelser:
Veldefinert: Vi pastar at || f||sp er et endelig tall for alle f € U. Siden f eren

kontinuerlig funksjon pa et lukket, begrenset intervall, har den et maksimum
og et minimum: Det finnes ¢, ¢, € [0, 1] slik at

ft) < ft)< f()  Yeelol].
Dermed vil || f [lsup = sup;eqo,17 [/ ()| = max(| f(t1)]. [ f(22)]), som er et

endelig tall.

Positivitet: Vi ma vise at || f||syp > O for alle f, og at || f|lsup = O kun nér
f = 0. Det fgrste er opplagt, siden || f'||sup er definert som supremum av
en mengde ikkenegative tall. Dersom || f'[|sup ‘= sup;efo,17 1./ ()| = O, er
| f(¢)] < Oforallet € [0, 1], som er det samme som & si at f(z) = 0 for
allet € [0,1]. Altsaer f = 0.

Homogenitet: Vi ma vise at ||af |lsup = |o||| f'||sup for alle skalarer o. Vi har

lloef llsup = sup laef ()] = sup (lel| f(1)])

tefo,1] t€f0,1]

|| sup | f(@)] = lee| ]| / llsup-
t€f0,1]
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Trekantulikheten: Vi ma vise at || f + g|lsup < || f llsup + 1€ |lsup for alle £, g €

U. Vi har
I/ + &llswp = sup [(f +8)@)| = sup |f(t)+g)]
t€f0,1] t€[0,1]
< sup I/ +1g@0)]) < sup |f()] + sup [g(r)]
t€l0,1] t€[0,1] t€l0,1]
= ”f”sup + ”g”sup~

(b) Om f € U, er2f funksjonen ¢ > 2f(t). Siden multipler av kontinuerlige
funksjoner ogsa er kontinuerlig, vil ogsa 2 f € U. Altsa er T' veldefinert.

T er lineer, forom f,g € U oga € R, er
T(f+g=2(f+g=2f+28=Tf +Tg

og
T(af) =2(af) =af) =aTf.

En linezr avbildning T er kontinuerlig hvis og bare hvis den er begrenset, det vil
si det finnes en konstant C > O slik at ||7'f |[sup < C|| f|lsup for alle f € U. Vi
har

1T lsup = 112/ llsup = 2. llsup-

sa vi kan velge konstanten C = 2.
Alternativ lgsning: La f € U ogla e > 0. For en vilkarlig g € U erda

ITf = Tgllsup = 12/ — 28 llsup = 2[1 /= &llsup-
Dersom || f —g|lqp < 8 :=¢/2,erda || Tf —Tg|qp < &. Altsd er T kontinuerlig.

Lgsning pa oppgave 3.9.3.

(a) Foru,v e Eer
|f@) = f)] = [llu =zl = llv = z]l] < (@ = 2) = v = 2) || = [Jlu —v]|
(der vi har brukt den omvendte trekantulikheten). Altsa er f Lipschitz-kontinuerlig,

sa f er kontinuerlig.

(b) f er en kontinuerlig funksjon pa en lukket, begrenset mengde i et endeligdi-
mensjonalt normert vektorrom, sa f antar et minimum i et punkt v € E. Altsa er
f() < f(u) for alle u € E, som var det vi gnsket.

Vi kan tolke dette resultatet som at det for ethvert punkt z i U finnes et punkti E
som ligger nermere z enn alle andre punkteri E.

Lgsning pa oppgave 3.9.4.

(a) Enfglge x1, x2, ... € R"” konvergerer mot x € R” med hensyn pa |-||; dersom
det for enhver ¢ > 0 finnes en N € N slik at

lx; —x|l1 <& nar j > N.

(b) Siden R” er endeligdimensjonalt, er alle normer pa R” ekvivalente, sa ||-||;
0g ||*|lmax €r ekvivalente. Dermed vil konvergens med hensyn pa |-||; implisere
konvergens med hensyn pa |||l max.
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Alternativ lgsning: La x, x5, ... vere en fglge i R” som konvergerer mot x. La
e>0ogla N e N vere slik at

lx; —x|l1 <& ndr j > N.

Vihar [|yll1 := Y f—; [(»)k] foralle y € R”, sd (y)e < Y p—y [0kl = lylh
foralle{ = 1,...,n Dermed er

|(x; —x)el < llxj — x|l <e

foralle{ = 1,...,nnar j > N.Dermed vil ogsa

.....

nar j > N. Altsa konvergerer fglgen mot x 0gsé i ||| max-normen.

Lgsning pa oppgave 3.9.5.

(a) Ethvert polynom er deriverbart, og den deriverte av et polynom av grad hgyst

3, er et polynom av grad hgyst 2. Altsa er Tp € P, foralle p € P3,sa T er
veldefinert.

Om p,q € P30ga € R, er

dp+q) _dp  dq

T(p+q) = 7 dt+E=Tp+Tq
og
d(ap) dp
T(ap) = TR aE =aTp.

Altsa er T lineer.

(b) T er ikke injektiv, for det finnes ulike p,q € %P3 slik at Tp = Tq. Da for
eksempel p(¢t) = 1forallet ogg(t) =2 forallet. Daer Tp = Tq = 0.

(¢) T ersurjektiv: La g € %5, ogla p(¢) := fot q(s)ds.Daer p € P3, og av
Kalkulus’ Fundamentalteorem (eller Analysens Fundamentalteorem) er % =gq.
Altsé finnes en p € Ps slikat Tp = gq.

(d) La po(t) = 1 for alle t og pi(t) = t* foralle t for k = 1,...,3. Vi har
[T]% = ([Tpo]cg [Tpile [Tp2le [Tp3]cg). Bildet av basispolynomene er

Tpo =0, Tpkzkpk_l fork =1,...,3,

slik at
0 1 0 0
(Tpole = |0, [Tpile=10). [Tp2le=1|2]. [Tpsle=|0
0 0 0 3
Vi far derfor
01 0 O
[T12=10 0 2 0
0 0 0 3
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(e) Ja, det gjor det. At [S]%3 = A er det samme som 4 si at
[Sple = Alpla Y pe€Ps.

Vi kan na definere S til & vere linezravbildningen med nettopp denne egenskapen:
For p € 95 definerer vi

Sp = Bopo + B1p1 + B2p2.

der

Bo
B1 | = Alpls.
B2
(f) T er en lineravbildning fra et endeligdimensjonalt vektorrom til et annet. Av
det vi har bevist i MAT1125, er da T automatisk kontinuerlig.

(g) Vihar visti MAT1125 at en line@ravbildning er kontinuerlig hvis og bare hvis
det finnes en konstant C > O slik at || Tf || < C| f| foralle f € U. Setter vi inn
for T far vi da

H dt )‘ (j||17||sup Y pePs.

Kapittel 4

Bevis for 4.2.3. Betingelse (i) folger direkte fra betingelse (i) i Definisjon 4.1.1. Hvis
aecKogueU,er

louel|* = (ou, cu) = a@(u,u) = |, u) = |af?ul)?,
og tar vi kvadratrot pa begge sider far vi betingelse (ii).

Lgsning pa oppgave 4.3.6. Om (eq,...,e,) er ortogonal, er (f1,..., f,) ortonormal,
der fr = ex/|lex| = ex/+/ (e, ex). Vifar da

n

u = Z(u, fk)fk Z( \/(ek ex) \/(ek ex) = Z u ek

€€
k=1 kk

Bevis for 4.3.8. Vilar V = U og T = id i Teorem 4.3.7.

Bevis for 4.3.10. Vi har

Lem. 4.3.9 2
lully = (uou) =" [ulg - [ulg = | e
Resultatet fglger na ved a ta kvadratrgtter.

Lgsning pa oppgave 4.3.11. For hver u € U og v € V gir Parsevals identitet at
lullo = llulasll2 og llvllv = [[[v]¢ll2. Dermed er

T T3
ITlew,v) = ITully _ [T, 25 su T1E e,

uelU ”U“U B uelU ||[M]%||2 - wel ||[U]gg||2
u#0 w20 vl
s, o
- xeK”" sz = || [T]C@ HS(RII,RIn)~
x#0
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Lgsning pa oppgave 4.4.2.

(@) Vihar |u || = V22 +02 =2,sd¢; = (_01). Vi far da

ey = up — (uz,e1)er = (g) —(5--1+7-0) (_()1)
S-e()-0)

Dermed er e, = (0

1) . Vi sjekker na lett at ||e1 || = ||e2]| = 1 ogate; L es.

3
(b) Vihar [uy| = v3Z T 42 = 5.shey = (/). Vi fir
4/5

€/2=M2—(“2,€1)€1=(2)—(82"'2%)(32):(2)_%(32)
1 (8-25-96\ _ 1 (104) 26 (4
_ﬁ(z-zs—lzs)_z_s(—m)_E(—3)'

Dermed far vi ||e}|| = %—2«/42 +32= 2_56 og

| ( 4/s )
) = ———e€, = .
les 2 \=%s

Bevis for 4.4.3. Siden rommet er endeligdimensjonalt, har det en basis. Bruk Gram—
Schmidt-ortogonalisering pa denne basisen.

Lgsning pa oppgave 4.4.4. La u vere vektoren i oppgaven. Vi velger vektorer uy, u3 €
R3 slik at (11, u5, u3) er linezrt uavhengig, og gjgr Gram—Schmidt pa denne.

1
Dersom up := | 0] oguz := | 1], er (u1,us,u3) lineert uavhengig (hvorfor
0 0
det?). Vi utfgrer Gram—Schmidt og far
1
el = ——u; =uy,
flas |
1 1 1
1 1 1
e, =1uy—(uz,e1)er=|0|—-—=—=10]==]0],
2 O «/i«/i _1 2 1
1 1!

ep=——ex=—1|0],
A

ey =uz—(us,e1)er — (uz,ex)er = 1],
N———

=0 =0

1
€3 = —€3 =
lles ]l
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Lgsning pa oppgave 4.5.2.

(a) Det er enkelt & vise at Py, P,, P3 er linere operatorer pi R?, si vi hopper
over den delen. La y := Pix = (x1 — x3,0). Daer

Plzx =Py =(1—y2,0) = ((x1 —x2) —0,0) = (x1 — x2,0) = Pyx,

si Py er en projeksjon. For P, far vi y 1= Ppx = (31322 01d22) 3

+ + X1+x2 +x1+x2 X1+x2 +x1+x2
P22x=P2y=(y1 Y2 J’Z)z( 2 2 2 2

2 ’ 2 2 ’ 2
_<x1+x2 X1+ x2
- 2 72

) = Px,

s& P, er en projeksjon. For P far vi bare P7x = (0,0) = P3x, sd P3 er ogsa en
projeksjon.

(b) P; er avbildet i figur (ii), P, i figur (iii) og P3 i figur (i).

(¢) I den virkelige verden kan vi tenke pa “projeksjon” som a kaste en skygge
(eller et lys) pa en flate. Hvert punkt x avbildes til punktet P x der skyggen treffer
flaten. Et objekt som allerede ligger pa skyggen, altsa som kan skrives for Px
for et annet punkt x, vil kaste skyggen sin til det samme punktet, altsa P x, sa
P2x = P(Px) = Px.

Bevis for 4.5.4.
@i Omu,v eVt og « er en skalar, er
(u+v,w) =u,w)+ (v,w) =0 YweV,
sau+veVt og
(au, w) = a(u,w) =0 YwelV,
sdou e V=L
(i) Lau e VN V<L Daer |ul|> = (u,u) =0,sdu = 0.

(iii) For enhver v € U vil (0,v) = 0,sd v € U for alle v € {0} — med andre ord,
{0t =U.

(iv) Omu € Ut er (u,v) = O foralle v € U. Dermed er |u|?> = (u,u) = 0, s&
u=0.

Lgsning pa oppgave 4.5.10.
(a) Dette fglger av Proposisjon 4.5.9 med U = C([—1, 1], R) med L2-indreproduktet

(f,8)2 = [1, f()g(t)dt ogmed V = P,

(b) Vi viste i Oppgave 4.12.4 at (po, . .., p2) er ortogonal i L2-indreproduktet pa
intervallet [—1, 1]. Resultatet fglger dermed av Oppgave 4.3.6.

(¢) Ved a bruke Wolfram Alpha far man

2 2

(Po. po)12> = 2. (P1.p1)12 = 3 (P2, p2)12 = 2
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(f. po)r2 =0, (fip1) =0, (fip2) =——.

Vi far dermed

6
=)

p(t) =040+

1 15
—(3t2—=1) = ——(1 —3¢?).
2 2( ) 2n2( )

Funksjonene p og f er tegnet i figuren under.

11

> 1

—1+4 cos(mt)
P

Bevis for 4.7.1. Det gjenstar a vise at S, € U’, og at T* er veldefinert og lineer.
Funksjonen S, gar opplagt fra U til K. Om uy,u; € U og oy, a3 € K, er

Sy(aquy + axus) = (T(quy + oauz),v) = (@1 Tuy + axTus, v)
= a1 (Tur,v) + a2(Tuz,v) = a1 Spur + w2Syua,
sa Sy er linear.
T*v er veldefinert for alle v € V fordi Sy er unikt bestemt av v, og u, er unikt

bestemt av S, (av unikhet i Teorem 4.6.1). Avbildningene v +— S, og Sy — u, er
linezre, sa T*v := u, er ogsa lineer.

Lgsning pa oppgave 4.7.3.

(v, Tu)y = (Tu,v)y = {u, T*v)y = (T*v,u)y.

Lgsning pa oppgave 4.7.4.

(a) Alle funksjoner f € U er deriverbare, sa df/dt er en veldefinert funksjon. Da
erd"(Tf)/dt" = d"*t! f/di"*t! € CQ([a,b),R) forallen € N, s Tf ligger
ogsa i U. Siden derivasjon er en linezr operator, konkluderer vi med at T er en
veldefinert linezr operator.

(b) Vi bruker delvis integrasjon og far
ba b d
Lewd = [fos0l_, - [ roEwar
—_— a

—
=0

b d
- [ oo = (r-%)

(Tf. g)

a

o _dg
Altsder T*g = —52.

Bevis for 4.7.6.
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(ii) Foralleu € U ogv € V er

(v, (TH*u)y = (T*v,u)y = (u, T*v)y = (Tu,v)y = (v, Tu)y.

Altsa er T en kandidat til den adjungerte til 7*. Siden den adjungerte er unik, ma
(T**=T.

@iv) Foru e Uogw € Wer
(STu, w)w = (Tu, S*w)y = (u, T*S*w)y.
Siden dette ogsa skal veere lik (u, (ST)*w)y, ma (ST)* = T*S*.

(vi) Vihar . )
im7* 27 (im 7%) " 2 (ker(T*)*) " 2 (ker T) ™.

Lgsning pa oppgave 4.8.2.
(a) Om A = diag(ay,...,ay)er A* = A, 58 AA* = AA = A*A.

(b) Om A er uniteer er
AA* = A4 =1, = A714 = A*A.
Lgsning pa oppgave 4.8.4. Vi fant i Oppgave 4.7.4 at T* = —%. Dermed er
_ d d\ _ dz _ d\d _

T = m(—m) =iz = (_E)E =TT,
sa T er normal.
Bevis for 4.8.5. Det gjenstar a vise fglgende:
(iii) Av (i) og (ii) er

im7 = (im7)*t = (ker )t = (ker T*)t = im T*.
(iv) Bruker vi (ii), far vi U = ker T @ (ker T)J- =kerT ®imT.
(v) LaS =T —«id.Daer S* =T* —wid, sa
SS* =(T —aid(T* —aid) =TT* —aT —aT* + aa
=T*T —aTl —aT* +aa = (T* —aid)(T —aid) = S*S.

Lesning pa oppgave 4.9.2.

(a) I3 og A er selvadjungerte. O4x er ikke selvadjungﬂt fordi den ikke er kvadra-
tisk, og B er ikke selvadjungert fordi (B)1, = 1 # —1 = (B)21.

(b) Om T er selvadjungert, er

TT* (T=:T*) T*T* (T*==T) T*T,

sa T er normal.
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Lgsning pa oppgave 4.10.2. En liste (a1, ..., a,) er ortonormal hvis og bare hvis
(aj.ax) = 8k, det vil si

In = ({aj.a)) j ey g = A4
som igjen er ekvivalent med at A* = A1,
Bevis for 4.10.3.
W) T*T =T 'T=id=TT '=TT*

(i) Av Proposisjon 4.7.6 (iii) er T* bijektiv og (T*)™! = (T~')* = (T*)*. Likele-
des er 77! bijektiv med invers (T~ !)~! = (T*)™! = (T~ 1)*.

(iii) Siden T er normal, er ||T*u|| = ||Tu|| (se Oppgave 4.8.3), og siden T er uniter,
er |77 ul| = || T™ull.

(iv) Vihar ||T|l¢ = supyzo | Tull/|ull = 1, av (iii). Det samme gjelder for 7* og
T

Bevis for 4.10.5. Vi sjekker at den pastatte inversmatrisen faktisk er en invers:

cosf —sind cosf sinf) cos2 6 + sin? 0 (1 0
sinf  cosf —sinf cosf) 0 cos20 +sin20) — \0 1)

Altsa er den gitte matrisen en hgyreinvers. Pa samme mate sjekker man at matrisen er
en venstreinvers.

Lgsning pa oppgave 4.11.3. Dersom Ly = b og Ux = y, er
Ax = (LU)x = L(Ux) =Ly = b,
som vi gnsket.

Lesning pa oppgave 4.12.1. Vi ma sjekke fglgende betingelser:

Positivitet: For alle p € P, mad (p, p) > 0, og (p, p) = 0 kun nér p = 0. Fra
definisjonen far vi

1
(p.p) =[O p(H)>(1 + 1) dt,

som aldri er negativt, siden integranden er ikkenegativ. Dersom (p, p) = 0, ma
p(t)?(1 +t) = Oforalle ¢ € [0, 1], for den eneste ikkenegative funksjonen med
integral lik 0, er nullfunksjonen, Men 1 4 ¢ > 1 for alle 7, sd da ma p(t)2 =0
for alle ¢, og dermed p = 0.

Additivitet: Foralle p,q,r € P, ma (p +q,r) = (p,r) + {¢q,r). Vi far
1
(r+a.r) = [ (O +q@nro i+ r
1
= / p@)r@) A +1)+q@)r@®)(1 +1)dt
0

1

1
- / pOF)(1 + 1) di + / JOr )1 + 1) di
0 0

=(p,r) +{q.r).
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Homogenitet: For alle p,q € %, og @ € Rma (ap,q) = a(p,q). Vi far
1 1
@p.a) = [ apa +0dr =a [ pOg©1+ 0 dt = alp.q).

Symmetri: For alle p,q € 9, mé (p,q) = (g, p); siden indreproduktet er reelt, er
sistnevnte lik (g, p), sa vi ma vise at (p, q) = (g, p). Vi far

1

1
(p.q) = /0 P (1 + 1) di = /0 dOp)(1 + 1) di = {g. p).

Lgsning pa oppgave 4.12.2. Om (-, -)7 er et indreprodukt, vet vi spesielt at (u, u)r > 0
foralle u # 0. Altsé er (Tu, Tu) > 0 for alle u # 0. Siden (Tu, Tu) > 0 hvis og bare
hvis Tu # 0, kan vi altsa slutte at Tu # 0 for alle u # 0. Altsa er ker T = {0}, som er
ekvivalent med at T er injektiv.

Anta motsatt at 7" er injektiv. Vi har

(u,u)r = (Tu,Tu) >0 Yuel,

ogom (u,u)r = 0er (Tu,Tu) = 0,det vil si Tu = 0. Men T er injektiv, s u = 0.
Linearitet og konjugatsymmetri beviser man som vanlig:

(au + Bv,w)r = (T(au + Bv), Tw) = (aTu + BTv, Tw)
= o(Tu, Tv) + B{Tv, Tw) = {(u,w)r + (v, w)T,

og

(u,v)r = (Tu,Tv) = (Tv,Tu) = (v,u)r.

Lgsning pa oppgave 4.12.3.

(a) La U veare et vektorrom over en kropp K og la ey,...,e, € U. Listen av
vektorer {eq, ..., ey} er lineewrt uavhengig om fglgende implikasjon er sann:

n
ar,...0p € Kog Zakekzo - o1,...,0, = 0.
k=1

(b) La U vere et indreproduktrom over Koglaey,...,e, € U.Listen {eq, ..., e,}
er ortogonal dersom ingen av vektorene er lik nullvektoren, og om (e, ex) =0
foralle j,k =1,...,n,j #k.

Listen er ortonormal om den er ortogonal, og om |lex|| = 1 fork = 1,...,n
(der ||-|| er normen indusert av indreproduktet). En annen mate a si dette pa er at
(ej,ex) =8 for jk=1,...,n.

(¢) La{eq,...,e,} vere en ortogonal liste, og anta at g, ..., a, € Ker slik at

n
Z arer = 0.
k=1

Ta indreproduktet mellom denne ligningen og vektoren e;:

n

2
O:(Zzzlakek,ej)z Zak (e, e;) =ajlej.e;) =ajle;l|”.

k=1 =0 for k#j
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Siden listen er ortogonal er e; # 0, s vi kan dele pé |le; || pa begge sider og
fa o; = 0. Siden argumentet gjelder for alle j, far viat o, ..., a, = 0, slik at
listen er line&rt uavhengig.

Det samme er sant for ortonormale lister, fordi alle ortonormale lister ogsa er
ortogonale, slik at vi kan anvende det vi nettopp har bevist.

Lgsning pa oppgave 4.12.4. Ingen av polynomene pyg, p1, p2 er lik nullfunksjonen. Vi
har

1

)
Sl

1 1
(Po. p2) 12 :/11‘( 12 —3)dt =37 —3t],__,
=3((°-1) - (1= (1)) =0,

1 1
(ropadie = [0 Grr =Y ar= [t =42

1
—((3_1 3, 1)) _
—((g—z)—(—§+z)>—0-
Indreproduktene mellom forskjellige elementer i listen er altsa lik 0, sa listen er ortogo-
nal.

Lgsning pa oppgave 4.12.5.
(a) Om ay, oy, a3 € Rer slik at Zi:l arer =0, er

a3
0=oarer = o1+ o3
o] + o2 + a3

Fgrste komponent sier at o3 = 0; andre komponent impliserer da at «; = 0; og
tredje komponent sier til slutt at &, = 0. Altsa er listen linezrt uavhengig. Siden
R3 har dimensjon 3, og listen har tre elementer, spenner listen hele R3. Altsé er
listen en basis for R3.

Alternativ Igsning: Vi kan alternativt vise direkte at listen spenner R3. La x € R3
med komponenter x1, X3, x3 € R. For at x = aje + azez + aze3 ma

X1 o3
Xy | = a1 + o3
X3 o] +ay + a3

Dette er et ligningssett vi kan Igse for a1, o2, o3 og fa
03 = X1, O = X2 —X1, 02 = X3 X3.

Med dette valget av koeffisienter far vi x = aje; + azer + azes. Altsa er
x € span(eq, ez, e3), og vi kan konkludere at (ey, €3, e3) spenner hele R3, og
dermed at listen er en basis for R3.

(b) Siden (ey, e3, e3) er linert uavhengig, er ogsa (es, e1, e2) lineaert uavhengig.
Vi gjgr Gram—Schmidt pa sistnevnte liste:

es 1
fim = — 1],
lesl ~ V3 \;
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) 0 , , (1 ~2/3
fhri=er—(e1- f1) 1= } —%—3 i = i;g ,

) 1
== — 1],
LEE T

fr=er—(ea- fi)fi —(e2- o) 1o

(o (o (T
) BvE\ ) Veve
—1/3412/6 0

= -1/3-1/6 | =|-1/2].
1-1/3-1/6 1/2
s

== —1-1
ey V-1

Alternativ lgsning: Hvis vi istedet gjgr Gram—Schmidt pa listen (e3, €5, €1), far

V1
es 1
=8 ___[1})
=g =5\
) ~1/3
fr=e—(ea- i) f1=|-1/3],
23
- ~1
— S _ L[
PRI T\ )
) —1/2
fa=er—(er-fUfi—(er-fo)fa=| 1/2],.
0

=—| 1
fsﬁo

Lgsning pa oppgave 4.12.6.

(a) Listen 9B := (e, 2, e3) har tre elementer og spenner V, sd vi ma vise at listen
er lineert uavhengig. La oy, oz, 3 € R veare slik at

3 %
o1 + o2
0=Zae =
PR K PR

061+062+C(3
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Av fgrste ligning er «; = 0; av andre ligning er dermed o, = 0; og av tredje
ligning er o3 = 0. Dermed er listen linezrt uavhengig.

(b) Vi bruker Gram-Schmidt pa 98:

1
€1 1 1
f = =3 s

P el 2|1
1

0 1 —3/a

1 _él | 1/4

1 2T wal
1 1 1/4

Eo_
1Al 23

fri=er—(ea- fi)fi = (
-3

f2 = i
1

fri=es—(es- fi)fi—(es- o) fo

0 1 -3
10 11 1 2 1 1
11 211 2323 1

1 1 1

0
_ |23
= s |
1/3
~ 0
1 |-2
f3i= {3 = — 1
I 50l 6 X

Gram—Schmidt-prosedyren garanterer at den nye listen er ortonormal og har
samme spenn som den opprinnelige. Altsa er ( f1, f>, f3) en ortonormal basis for
V.

Lesning pa oppgave 4.12.7.
(a) For eksempel kan vi observere at nullelementet 0,x, ikke ligger i SO(n).
Vi kan ogsa observere at om A € SO(n) vil for eksempel 24 ¢ SO(n), fordi
det(24) = 2" det(A) = 2" # 1.
(b) (i) Om A, B € SO(n) vil
(AB) ' =B 1A' = B"A" = (4B)",
sd AB er ortogonal, og

det(AB) = det(A) det(B) = 1.
Altsaer AB € SO(n).
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(ii) Identitetsmatrisen er opplagt ortogonal og har determinant 1. Videre er
Al, = I,A = Aforalle A € SO(n).

(iii) Vi lerte i MAT1105 at matrisemultiplikasjon er assosiativ — (AB)C =
A(BC) for alle kvadratiske matriser 4, B, C.

(iv) Om A € SO(n) er
(A—l)—l — (AT)—l — (A_I)T,
s& A~ er ortogonal, og

1
=1
det(A)

det(A™!) =

Altsé er ogsd A~ € SO(n).

Kapittel 5

Lgsning pa oppgave 5.1.2.

(a) Om (A,u) er et egenpar og @ # 0, er au # 0, og T(aeu) = a(Tu) =
a(Au) = A(au), sd au er ogsa en egenvektor tilhgrende A.

(b) Om u og v er egenvektorer tilhgrende A og u + v # 0, er T(u + v) =
Tu+ Tv=Au+ Av = A(u 4+ v), sd u + v er ogsa en egenvektor.

Lgsning pa oppgave 5.1.3.

(i) & (ii) Skalaren A er en egenverdi for T hvis og bare hvis det eksisterer en ikke-null
vektor u slik at Tu = Au, det vil si (Tu—Aid)u = 0, det vil siu € ker(T — A id).

(ii) < (iii) Dette fglger av ekvivalensen (iii) < (i) i Lemma 2.3 .4.

Lgsning pa oppgave 5.1.7. Underrommet E7(A) € U bestér av alle egenvektorer
tilhgrende A (i tillegg til origo). Av Lemma 1.4.6 har enhver linezrt uavhengig liste av
vektorer i E7(1) lengde hgyst dim(E7 (1)), med likhet nettopp nar listen er en basis
for E7(A).

Bevis for 5.2.2. Av Teorem 2.5.1 er (5.1.1) sant hvis og bare hvis [Tu]g = [Au]g. Vi
har [Au]g = Au]g og (av Teorem 2.5.4) [Tu]g = [T]%[u]% Vi har altsa funnet at
(A, u) oppfyller (5.1.1) hvis og bare hvis

[TaM]s = Aluls.
Videre er u = 0 hvis og bare hvis [u]g = 0. Vi har dermed bevist utsagnet.

cos —sinf

sin 0 cos 9) har egenverdier

Lgsning pa oppgave 5.2.8. Vi skal vise at 4 := (

A1 =cosfO —isin, Ay = cosB +isinf.
Det karakteristiske polynomet til A er

p(A) ==det(A — A1) = cos?> @ —2Xcos + A% +sin® @ = A2 — 21 cosf + 1,
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der vi har brukt identiteten sin 6 + cos? § = 1. Dette annengradspolynomet har rgtter

2cos 0 + v/4cos2 0 — 4 I~y
_ 2cos cos = cosf & Vcos?0 —1 = cosf =+ isinb,
2 X

som var det vi ville vise.

=—sin2 0

Lgsning pa oppgave 5.3.5. Vi bruker induksjon pad n. Om n = 1 er utsagnet opplagt
sant. Anta derfor at utsagnet er sant for alle m-dimensjonale vektorrom, foren m € N, og

lan =m+1.Lauy,...,u,+1 vere egenvektorer til de m + 1 forskjellige egenverdiene
Alsevos Amt1. Antaat g, ..., oy er skalarer slik at
m+1

ZO[ijZO. €))

Jj=1

Anvender vi T pa begge sider av denne ligningen, far vi

m+1 m+1
0= Zoijuj = Z ozj)kjuj,
J=1 Jj=1
0g setter vi inn 41 Umt1 = — Z?’Zl ojuj far vi
m
! A
Zo‘j”i =0, dero; == a;(A; — Amt1)- (%)
J=1
Om vi ser pa T som en operator pa det m-dimensjonale rommet U’ := span(uy, ..., Uy),
vet vi av induksjonshypotesen at (u1, ..., Uy,) er linezrt uavhengig, sa av (xx) far vi
ato; = --- = o, = 0, som impliserer at @1 = --- = o,y = 0. Av (%) mé da ogsd

am+1 = 0, og vi er ferdig.

Bevis for 5.5.2. Av Teorem 4.8.5 (v), er T — A id normal. Av Teorem 4.8.5 (i) er da
Er(A) = ker(T — Aid) = ker((T — A id)*) = ker(T* — 1 id) = Ep=(}).

Lgsning pa oppgave 5.5.5. Siden T er selvadjungert og U er endeligdimensjonalt, sier

spektralteoremet at det finnes en ortonormal basis (u1, . .., u,) for U slik at

n
Tu = Zkk(u,uk)uk Yuel,
k=1

der A1,...,A, € Reregenverdier for T, og uy, ..., u, er tilhgrende egenvektorer.
Anta forstat A1,..., A, > 0. For en ikke-null ¥ € U er da

(Tu,u) (Zk L Ak (U, ug ) ug, u Z)Lk u, ug ) (U, u)

—Z)tkuuk M, ug) Z)Lk|uuk

k=1

Siden u # 0, er minst ett av tallene (u, uy ) ikke-null, la oss si ledd k = m, sa

(Tu,u) > m} u, um)|2 > 0.
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Anta motsatt at (7u, u) > 0 for alle ikke-null u € U. Lar vi u = uy for en vilkarlig
k, far vi

0 < (Tug,ug) = (g, ug) = Aeflurll®.
Deler vi pa |luy ||? pa begge sider far vi A > 0.

Lgsning pa oppgave 5.5.7. En matrise er diagonaliserbar hvis og bare hvis den kan
skrives som A = RDR™! for en diagonalmatrise D. Matrisen R i spektralteoremet er
uniteer, det vil si R~! = R*,sdvifar A = RDR* = RDR™L. Videre er kolonnene i R
egenvektorene til A, og at R* = R™! er det samme som at kolonnene er ortonormale.

Bevis for 5.6.7. Det gjenstar a vise (iii). Siden det totale antall singulerverdier er
n := dim U, fglger resultatet av Dimensjonssatsen:

#j:0; =0 =n—#j:0; #0} ZLn—dimimT *Z’ dimkerT.

Lgsning pa oppgave 5.6.8. Om 11, ..., 4, er egenverdiene til 7, er A3, ..., A2 egen-
verdiene til T2. Vi har T*T = T2, slik at singulerverdiene er kvadratrgttene av tallene
A%, ... A2, som altsd blir |Aq], ..., [As].

WAy,
Bevis for 5.6.11.

(iii) Av (ii) har im T en basis med r elementer, s rank 7 = dimim 7 = r.

Bevis for 5.7.3. Det gjenstar a bevise utsagnet om basisskiftematriser. Av Oppgave 2.6.3
vet vi at basisskiftematrisen fra 9B til standardbasisen er B. Basisskiftematrisen fra 9
til standardbasisen er derfor B~! = B*. Det samme argumentet gjelder for € og C.

Bevis for 5.7.4. Beviset for at Ty, er en linezr avbildning fra U til V, fglger de samme
argumenter vi har brukt tidligere. Ved a sammenligne (5.7.2) med uttrykket (5.6.2)
for singulerverdidekomposisjonen av 7', ser vi at (5.7.2) faktisk er singulerverdi-
dekomposisjonen av Ty ; spesielt har Ty ngyaktig k ikke-null singuleerverdier. Det fglger
da av Korollar 5.6.11 (iii) at rank T}, = k.

Lgsning pa oppgave 5.8.1. Avbildningen 7 er injektiv hvis og bare hvis det ikke finnes
en ikke-null ¥ € U slik at Tu = 0 = Ou, som er det samme som & si at det ikke finnes
noen egenvektor tilhgrende A = 0.

Lgsning pa oppgave 5.8.2. Vi har
[T1¢ = [TIZITIGITIS = AlT]gA™"
der A := [T]%. Altsé er

q(A) = det([T1€ — A1) = det(A[T]Z2A™" —A447")
= det(A([TJEA™" — 11,)A™") = det(A) det([T]% — A1,) det(A™)

= p().

1
= det(4)p(1) der(d)

Lgsning pa oppgave 5.8.3.
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(a) A har karakteristisk polynom
pa(A) i=det(4 — ALL) = A2 —3/21 4+ 1/2,

som har rgtter A; = 1 og A, = 1/2. De tilhgrende egenvektorene oppfyller

1/2 -1
(A=A l)u; = (1;2 _l)ul =0,
o 2
sa for eksempel u; = (1), og

(A= A2Dx)us = (1}2 __1}2) uz =0,

sa for eksempel u, = G) Vi definerer na D := diag(1, A,) og

R:=(u1 uz)= G })

Dermed er diagonaliseringen av A
_ -1 _ (2 1\ (1 © 1 -1
A =RDR" = (1 1)\0 1/2)\—1 2)

(b) Differensligningen x,4+; = Ax, har Igsning x, = A" x¢, som kan skrives som

_ rp—1. _ (2 1\ (1" 0 1 -1\ /1

Xr = RD'R x"‘(l 1)\lo 127 )\=1 2)\o
(2 1\ (1 0 1y (2-1/27
—\1 1J\o 1/2")\-1)  \1-1/2")

(¢) Narr — oo, vil x, nerme seg 11, egenvektoren tilhgrende A; = 1.

Lgsning pa oppgave 5.8.4.

(i) LaAd; = 1 0g A, = 1/2. Vi finner de tilhgrende egenvektorene 11 og us til A. Vi

har
9 3 2
0=(A—-A1-Iu = (_142 —5) ”1 < e (—3)

og

0=(A=2A2- L)us = (_15/i _9/2) Y2 < w2 = (—Z) '

Omvilar R == (uy uz) = (_g _Z), far vi R~! = (_g _;) Vi far

dermed diagonaliseringen
4= 2 3\(1 0 5 3
“\-3 =5)J\0 12)J\-3 =2)

151




Tillegg D. Lgsning pa enkelte oppgaver

(ii) Lgsningen er gitt ved x; = A¥xq, som vi kan forenkle ved hjelp av diagonalise-
ringen:

et (5 3) (0 ) (5 2) ()
-(5 )0 ) ()
(5 ) (s) =5 )

- (—23_:5;) :

(iii) Nar k — oo vil x; konvergere mot u; = (_23) egenvektoren tilhgrende
egenverdien 1.
Lgsning pa oppgave 5.8.5.
(a) Vihar
V3 0\ (V3 2 3 243
A*A=ATA = = .
( 2 V3 0 V3 2437

Denne matrisen har karakteristisk polynom
pA)=0B-)T—-1)—12=212-101+09,

som har rgtter A1 = 9, A, = 1. Singulerverdiene til A er altsa 01 = J9=3 og
A, = 1. Egenvektorene tilhgrende A, og A, ma oppfylle

—6 zﬁ) 3
up =0,

A* A, = 9u
ui U1 < (2\/3 9

1
som er tilfellet om for eksempel 7i; = ( \/5) P4 samme mate far vi at #, ma

(3 =0

oppfylle
2v/3 6

som bl.a. har lgsning ti, = (\_/15) Normaliserer vi disse far vi

w3

Siden vi har to positive egenverdier o1, 0, kan vi definere v, v, direkte som
v = iAv = l V3 2 1 LY _ l 333 = l V3
T 300 v3)2\WVE) el 3 ) 2\t

o
02—02 1)2—2 —\/5'
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Altsé blir singuleerverdidekomposisjonen av A

A= (\5/22 _%/2) ((3) ?) (%/22 f//g)

(som er det samme som den reduserte SVDen av A). Siden A ikke har 0 som
singulerverdi, er dimker A = 0, og siden A har to positive singule@rverdier,
er dimim A = 2. Operatornormen er lik stgrste singulerverdi, s ||A]l¢ = 3.
Kondisjonstallet er lik stgrste singulerverdi delt pa minste singulerverdi, sa
k(A) =3/1 =3.

(d) Vihar
7 0 5 [ 74 32
A= ( ) 0 0= ( ) |

1 0 5 5 s 32 26

Denne matrisen har karakteristisk polynom
p(L) == det(A*4 — AL,) = A2 — 1001 + 900,

som har rgtter A; = 90 og A, = 10. Dermed har A singulerverdier 0y = 34/10
0g 02 = +/10. Vi finner sa egenvektorene til A* A:

e 16 32\. _
A" Auq; = 901, — ( 32 _64)1,{1—0,

som har Igsning 1, = (2) Videre far vi

1

A* A, = 100, < (64 32) 7

32 16) 2 =0

som har Igsning #, = (_12) Normaliserer vi disse far vi

a5 ()

Siden de tilhgrende singul@rverdiene o1, 0, er positive, kan vi definere vy, vy

direkte:
L= (o e (o
v = —Au; = — LUy = — AUy = —
1 o 1 NG | 2 = 2 NG 5

Dette gir den reduserte SVDen
A= (vi va2)diagy,(01.02) (1 uz)"

/52 12 (wl_o o)(z/ﬁ 1/¢§)
V3 13 o Jv10)\1/v5 —2/V5)
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Dersom vi var bedt om & finne den fulle SVDen til A, matte vi kompletterert
vektorene (v1, v2) med en tredje vektor v3 slik at (vy, v, v3) var ortonormal. Ved
inspeksjon ser vi at vektoren

gjér jobben. Vi far dermed den fulle SVDen

A= (v1 Uy v3) diags,,(01,02) (u1 uz)*
1/v/2 1/4/2 0\ (310 0
) (v U5,

0 1 0 10
1/v2 —1/4/2 0 0 0 V5 =2/V5

Dimensjonen til kjernen til A4 er lik antall singule@rverdier som er lik 0, som er
0. Dimensjonen til bildet til A er lik antall positive singulerverdier, som er 2.
Operatornormen er lik stgrste singulerverdi, sa A = 34/10.

Kapittel 6

Lgsning pa oppgave 6.2.5. Siden g; og hj er lineeerkombinasjoner av forskjellige
f-funksjoner, holder det & vise at fy € C°(T,C). Ome > 0 ogom s, € T med
|s —t| < & (for et lite tall § > 0), finnes det j € Z slik at

s—t—2jm € (=4,6).

Dermed er
_ |, iks —2ijm ikt| _ ikt iks—ikt—2ijkm _ | ik(s—t—mj)
| fi ()= fi ()] = [e'™F e72I7 —e'*1| = || |e Tkt _q| = e —1
et 2= 1) = |
= =1

Siden lim, o x” — 1 for alle x € C ulik 0, finnes en § > 0 slik at |(¢’¥)" — 1| < & nar
|r| < 8. Med denne verdien av § far vi | fx (s) — fr(¢)| < &, som vi gnsket.

Bevis for 6.3.4. Det gjenstar a vise at fT\[_S 5] Pk (t)dt — 0 nar k — oo for alle
8 € (0, 7). Vi har

§/2
1=/<ﬂk(l)dt>/ <pk(t)dt=ck/ (1+ cost kdr
T [~8/2.6/2] 52 e

§/2
> / (1+ cos(8/2))" dt = Scr (1 + cos(8/2))".
—5/2

slik at ¢ < (1 + cos(8/2))_k/8. Vi far dermed

T g
w() dt =2€k/ (1 + cost)* dr <2ck/ (1 + cos &) dt
[E\[—S,S]w ] W") 8

<cosd
2 — ) 1+coss \*
= 2 - 1 « g 7
¢ (m — 8)(1 + cos §) § (1 +c08(5/2))
N——
<1

som konvergerer mot 0 nir k — oo.
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Lgsning pa oppgave 6.6.1. Vi har

T

fo=— " rwai=o,
T J-x

og for k # Oer

0
Jie = %(/ ekt dt—/ e ikt dt)
T - 0
_ 2;;k ((1 . eikn) (e—ikn . ]))
— Zj.[lik(elk” +e ikw 2)
1
AR

Dermed er fourierrekken til f

1 .
Z m((_l)k _ l)elkt.
k#0
Om gnskelig kan man ved hjelp av Eulers formel forenkle dette til
2 .
Z (21_—1)7[ Sln((Zl — 1)t)
leN

Funksjonen f er ikke kontinuerlig pa sirkelen, sa teorien i MAT1125 garanterer ikke at
fourierrekken til f konvergerer mot f.

Lgsning pa oppgave 6.6.2.
(a) Vihar f(t) = e ! fort € (—m,0)og f(t) = e’ fort € (0, 1), s&

. 1 - 1 0 ) w )
fe = —/ F()ex(r) dt = —(/ etk gy +/ elemikt dt)
27T T 27'[ — 0

1 0 . b 4 .
— _(/ e—t(l-l-lk) dt +/ et(l—lk) df)
27 - 0

1 (1 _ e*(fn)(l+ik) en(lfik) _ 1)

w\ T 1k T IZik
1 eneiﬂk -1 enefink -1
— - + -
2 ( 1+ik 1—ik )
1 fem(=DF -1 N e (—)F —1
2w\ 1+ik 1—ik )
Om gnskelig kan dette forenkles videre til
e (=1)k -1
n(l+k?)

fe =
Dermed er fourierrekken til f
(=D —1 4,

2
e 7(1+ k?)

Siden f er kontinuerlig, vil fourierrekken til f konvergere mot f i L2-normen.
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(b) Vi pastar at g er to ganger kontinuerlig deriverbar pa T.

I intervallet (—x, w) er funksjonen g en komposisjon av to ganger (egentlig
uendelig mange ganger) deriverbare funksjoner, og er dermed to ganger deriverbar.
Vi har

g'(t) = —2cos(t) sin(z), g"(t) = 2sin?(t) — 2 cos?(1),
sa i endepunktene t = £ har vi

g(—T[) = 1» g,(_”)zov g”(—T[) =_2v

g(m) =1, g'(m) =0, g'(m) = -2.
Altsd er g, g’ og g” ogsé kontinuerlig iz = +, sd g er to ganger kontinuerlig
deriverbar pa hele sirkelen. Dermed oppfyller g kravet i teoremet om uniform kon-

vergens av fourierrekken. Siden uniform konvergens impliserer L2-konvergens,
konvergerer fourierrekken ogsd i L2-norm.

Lgsning pa oppgave 6.6.3.

(a) Vihar
N 1 T : 1 T 1 4 .
fe=— | =t} qr = —f e—l’“dz——/ 27kt g,
2 J_, 2 J_» 27 J_n
Om k = 0 far vi
R 1 T 1 .4 2
fo=— 1dz——/ Pdr=1-"_.
21 J_» 27 J_» 3

For k # 0 har vi

T ik ikt °
—ikt e
e dt = [ : ] =0,
/ —ik |- _,
T 2 —ikt 2 e—ikt T T —ikt
/ tce7Mdt = [l ‘Z_T] —/ 2t = dt
—x t=—mx

mens

—_————
=0
2 (7 ;
== te k1 g
Ik J—x
2 —ikt® 2 (7 ikt
= — ze—.] —— | & —dt
ik[ ik li=—n ik /_,, —ik
S ——
=0
_ ikz (ﬂe—ikn _ (_n,)e—ik(—zr))
—i
4
= ﬁ(_l)k’
der vi har delvis integrert to ganger og brukt identiteten e k7 = k7 = (—1)k,
Dermed er
fk :—Eﬁ(—l) :—k—z(—l) for k 750
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Altsé er fourierrekken til f

o . . ikt | g—ikt . .
Ved a bruke identiteten e”++' = cos(kt), kan vi forenkle dette til

00 k
_% 2:: ) cos(kt).

(b) Funksjonen g er to ganger kontinuerlig deriverbar pa T: Den er opplagt to
ganger kontinuerlig deriverbar for ¢t € (—m, ), med deriverte

gW)y=4@—m)t+mn),  g'(0)=20+n)+81—n)(t+m)+2(t—m)>
og i endepunktene t = £ er
g(=m) =0, g'(—m) =0, g (—m) = 872,
g(m) =0, g'(m) =0, g"(w) = 8x2,
sd g’ og g” er ogsé kontinuerlige pa T. Av teoremet om uniform konvergens

av funksjoner i C2, vil fourierrekken til g konvergere uniformt. Siden uniform
konvergens impliserer L2-konvergens, far vi ogsa L2-konvergens.

Kapittel B

Lgsning pa oppgave B.1.1.
(a) A komme fra (B.1.2) til (B.1.2") og tilbake er enkel regning. Om p € (1, c0)
er bade p og p — 1 positive, sd
14

p—1<p = 1<
p—1

:q,

(b) Vi vet fra MAT1100 at maksimum av en funksjon g: £ — R oppnds enten pa
randen av FE eller i et kritisk (der g’ er null). Randen av E := [0, 00) er {0}, der

(st — f(r)],_o, =0— f(0) =0.

Kritiske punkter finner vi slik:

d
S sr—f)=s—r""E0 = p=gVeD,

dr
(Merk at r € [0, 00) nér s € [0, 00).) I det kritiske punktet far vi dermed funk-
sjonsverdien
o | .
_ gy S p—1 el S
(Sr_f(”))|r:s1/(p—1) =5 pr1— » = 5 §7—1 = ?

der g er gitt ved (B.1.2). Siden denne verdien alltid er stgrre enn verdienir = 0,
ma dette veere supremumsverdien.
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kropp, 2
kvotientrom, 113

Lagrange-polynom, 11
lavrangsapproksimasjon, 86
Legendre-transformasjonen, 110
lengde av vektor, 30
lengdefunksjonen, 30
line@r avbildning, 17
basisrepresentasjon, 24
begrenset, 36
tilhgrende matrise, 24
lineerkombinasjon, 5
lineart avhengig, 5
linert system, vi
linezrt uavhengig, 5
liste av vektorer, 5
lukket
kule, 32
mengde, 33

markovkjede, 72
matrise, viil
blokkmatrise, ix
diagonalmatrise, 42, 68
identitetsmatrise, v
kvadratisk, iv
nullmatrise, v
permutasjonsmatrise, 61
rotasjonsmatrise, 60
triangulaer matrise
nedre, 62
gvre, 62
Vandermonde-matrise, 91
matriseeksponensial, 73
mengde
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endelig, 36
minimeringsproblem, 54
multiplikasjon

matrise-matrise, v

matrise-vektor, v
multiplisitet

algebraisk, 67

geometrisk, 67

norm, 30
euklidsk, 31

indusert av et indreprodukt, 47

12,103
L?,31
7,31
maksimumsnorm, 42
manhattanmetrikken, 31
operatornorm, 40, 41
p-norm, 31
supremumsnorm, 31
00, 31
normal
matrise, 58
operator, 58
normalisering, 49
normert vektorrom, 30
nullelement, 3
nullitet, 19
nullmengde, 19

operator, 17
ortogonal

basis, 49

liste, 49

matrise, 59

ortogonale vektorer, 47
ortogonalkomplement, 52
ortogonalprojeksjon, 53
ortonormal

basis, 49

liste, 49
overbestemt ligning, 85

P, 4
P, 4
parallelle vektorer, 16
periodisk
funksjon, 95, 97, 114
utvidelse, 98, 114
polynom
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grad, 4
interpolant, 91
interpolasjon, 91
Lagrange-formen, 12
over en kropp, 15
polynombasis
kanonisk, 10
Lagrange, 12
Legendre, 12
Newton, 11
standardbasis, 10
positiv semidefinit, 78
prikkprodukt, v, 46
projeksjon, 52
pseudoinvers
til matrise, 85
til operator, 107

rang, 19
rang—nullitetssatsen, 19
rank—nullity theorem, 19
reell n-tuppel, iv

reell matrise, iv

reelt polynom, 4

rekke, 14

ren tone, 95

restriksjon, vii

sannsynlighetsfordeling, 72
selvadjungert
matrise, 59
operator, 59
singul@rverdi, 82
multiplisitet, 78
til liner avbildning, 78
til matrise, 78

singulerverdidekomposisjon
av linezr avbildning, 80
av matrise, 83
redusert, 84

sirkelen, 97

skalar, v, 2

spekter, 66

spenn, 5

stokastisk matrise, 72

sum av vektorrom, 26

supremumsnormen, 98

surjektiv, 20

symmetrisk matrise, 59

torus, 113

transponert matrise, iv, 55
trianguleer matrise, 62
trigonometrisk polynom, 99

underbestemt ligning, 85
underrom, 4
uniform konvergens, 98
unitaer
matrise, 59
operator, 59
utspenne vektorrom, 5

vektor, 3

vektorrom, 2
trivielt, 4

verdimengde, 19

Youngs ulikhet, 110
apen

kule, 32
mengde, 33
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