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Lgsning pa oppgave 3.7.8. La M := max; |[(A4);;], oglak vere slik at [(A)kr| = M.

For x € K” har vi
n

(Ax); = Z(A)jﬁxl = (A)jjxj,

(=1

lAxlla = /0oy 1)1 2 < Sy [P 2 = Mo,
Dermeder |4l < M.Dersomni x = (...,0,1,0,...)7, der l-eren er pa plass k, er
Ax = Mx,
si[|[Allg > |Ax|l2/lxllz2 = M. Altséer |All = M. O

Lgsning pa oppgave 4.1.2.
(@

(u,v+w) =W+ w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).

(b)

(u,av) = (@v,u) = av,u) = au,v).

(¢) Ethvert reelt tall er lik sin egen komplekskonjugert. Siden (u, v) € R for alle
u,v € U nar kroppen er R, er dermed

(u,v) = (v,u) = (v,u).

O

Lgsning pa oppgave 4.1.3. Antaatu € U er slik at (1, v) = 0 for alle v € U. Setter
viv = u far vi (u, u) = 0. Men ifglge Definisjon 4.1.1 (i), skjer dette kun nar u = 0.
Ja, det samme er sant dersom (v, u) = 0 for alle v € U, for da er

0=0=(v,u) = (u,v) Yvel,
sau = 0, av det vi nettopp har vist. O

Lgsning pa oppgave 4.1.5.



(a) For alle x € K" er

n n
(o, xX)kn = Y% =Y |x
j=1 j=1

som aldri er negativt, og er lik 0 hvis og bare hvis x;,...,x, = 0. For x,y,z €
K" er

n n n
(x+y,z)gn = Z(x +y)z; = ijz_,-+ Zyjz_j = {x,z)gn +{y, 2)xnr.
j=1 j=1 j=1

For enhver @ € Kog x,y € K" er

n

n
(ax, y)gn = Z(le)jy_j =« ijy_j = a{x, y)gn.
=1 j=1

Og til slutt, om x, y € K", er

n n n
(CV)en =Y XY= Xy =) vi% = (v X)kn.
i=1 i=1 =1

(b) Beviset ligner pa det i forrige oppgave, men man ma bruke at A er selvadjun-
gert og positiv definitt.

Foralle x € Aer
(x,x)a=x-(4x) > 0

siden A er positiv definitt, og (x, x)4 = 0 kun dersom x = 0, igjen fordi A er
positiv definitt. For x, y,z € K" er

(x+y.z2)a=x+y)-(42) =x-(A2) + y - (AZ) = (x,z)a + (¥, 2) 4.
For enhver « € K og x,y € K" er
(ax, y)a = (ax) - (A7) = a(x - (A7) = a(x, y)a.

Og til slutt, om x, y € K", er

(x4 =x- (A7) = (A7) -x = (4D x =7 ATx = yTA'x
Aer selvadjungert

= yTAX =y - (AX) = (y,x)a.

(¢) Vi pastar fgrst at rekken i definisjonen konvergerer. Rekken er absolutt kon-
vergent fordi

lagl®  |bx|? i lag | N o |br|?

2 2
k=1 k=1 k=1 k=1
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1 1
= Ellallfz + Ellbllﬁz < 00,

der vi i fgrste steg har brukt Youngs ulikhet (se Appendiks B).



For enhver a € £2(K) er

o0
(a.a)e =Y laxl?,
k=1

som aldri er negativt, og som er lik 0 kun dersom aq,a,,--- = 0. Fora,b,c €
2(K) er

(a+b,c)p —Z(a—i—b)]c, —Za]cj —}—Zb ci={a,clp+(y.2)p
For enhver a € K og a, b € {*(K) er

(aa,b)e —Z(aa)jb —aZa] i =a({x,y)pe

j=1

Og til slutt, om a, b € £2(K), er
oo oo
(d) Dette indreproduktet er veldefinert fordi fg er en kontinuerlig funksjon og

[a, b] er et begrenset intervall, s& Riemann-integralet konvergerer.
For enhver f € C([a,b],K) er

OO
E ja; = 2.

b
)i =/ P dr,

som aldri er negativt. Dersom dette uttrykket er lik 0 ma ngdvendigvis f(¢) = 0
foralle t € [a, b], som viser at f = 0. Foralle f,g,h € C([a, b],K) er

b - b - b -
(f + gk = [ (f + )R di = / FORD i + / (R di
— (fh)ps + (g h) 12
For enhver f,g € C([a,b],K)oga € Ker
b - b -
(fg)e = / (@f)()g) di = a / FOZDdt = alf.g) 12

Til slutt, for alle f, g € C([a, b],K) er

e
(fig)is = / FOg()dr = / ¢ dt = g Fzs.

a

O]
Lgsning pa oppgave 4.2.2. For enhver funksjon f, er
b b
(e = [ 10T @ar = [ 170Pdr =171,
a a
sa || fllr2 = V{f. f) 12, som vi ville vise. O



Lgsning pa oppgave 4.3.2. La e1, e, betegne vektorene i listen 9B og (f1, f2) 1 6. Da
er

(e1,e2) =1-040-1=0, (e1,e)) =124+02=1, (er,e2)=0>+1>=1.
Altsé er 9B ortonormal. Videre er
2 2
_ 1 1 1 1 _ _ (1 1 _
(fl,fz)—ﬁ‘(—ji>+75'ﬁ—0, (fhfl)-(ﬁ) +<ﬁ) =1,
2 2
= () = () -1

s& 6 er ortonormal.

] - ez 1 1
/2 N
|| i
0 1 0 i
Som figuren viser, er henholdsvis e;, e, og f1, f> ortogonale, og alle vektorene har
lengde 1. O
Lgsning pa oppgave 4.3.3. Anta at oy, ..., a, er skalarer slik at

n
Z arer = 0.
k=1

Tar vi indreproduktet med en vilkarlig vektor e, far vi

n

0= (Ykosaxer ;) = D axler.e;) = ajlej.e;),
k=1

og siden e; # 0, md o; = 0. Dette gjelder for alle j. Vi konkluderer med at listen er
lineert uavhengig. O



