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Løsning på oppgave 3.7.8. LaM WD maxj j.A/jj j, og la k være slik at j.A/kkj DM .
For x 2 Kn har vi

.Ax/j D

nX
`D1

.A/j`x` D .A/jjxj ;

så
kAxk2 D

qPn
j D1 j.A/jj j

2jxj j
2 ⩽

qPn
j D1 j.A/kkj

2jxj j
2 DMkxk2:

Dermed er kAkL ⩽M . Dersom nå x D .: : : ; 0; 1; 0; : : : /T, der 1-eren er på plass k, er

Ax DMx;

så kAkL ⩾ kAxk2=kxk2 DM . Altså er kAkL DM .

Løsning på oppgave 4.1.2.

(a)
hu; v C wi D hv C w; ui D hv; ui C hw; ui D hu; vi C hu;wi:

(b)
hu; ˛vi D h˛v; ui D ˛hv; ui D ˛hu; vi:

(c) Ethvert reelt tall er lik sin egen komplekskonjugert. Siden hu; vi 2 R for alle
u; v 2 U når kroppen er R, er dermed

hu; vi D hv; ui D hv; ui:

Løsning på oppgave 4.1.3. Anta at u 2 U er slik at hu; vi D 0 for alle v 2 U . Setter
vi v D u får vi hu; ui D 0. Men ifølge Definisjon 4.1.1 (i), skjer dette kun når u D 0.

Ja, det samme er sant dersom hv; ui D 0 for alle v 2 U , for da er

0 D 0 D hv; ui D hu; vi 8 v 2 U;

så u D 0, av det vi nettopp har vist.

Løsning på oppgave 4.1.5.
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(a) For alle x 2 Kn er

hx; xiKn D

nX
j D1

xjxj D

nX
j D1

jxj j
2;

som aldri er negativt, og er lik 0 hvis og bare hvis x1; : : : ; xn D 0. For x; y; z 2
Kn er

hxCy; ziKn D

nX
j D1

.xCy/j zj D

nX
j D1

xj zj C

nX
j D1

yj zj D hx; ziKnChy; ziKn :

For enhver ˛ 2 K og x; y 2 Kn er

h˛x; yiKn D

nX
j D1

.˛x/jyj D ˛

nX
j D1

xjyj D ˛hx; yiKn :

Og til slutt, om x; y 2 Kn, er

hx; yiKn D

nX
j D1

xjyj D

nX
j D1

xjyj D

nX
j D1

yjxj D hy; xiKn :

(b) Beviset ligner på det i forrige oppgave, men man må bruke at A er selvadjun-
gert og positiv definitt.

For alle x 2 A er
hx; xiA D x � .Ax/ ⩾ 0

siden A er positiv definitt, og hx; xiA D 0 kun dersom x D 0, igjen fordi A er
positiv definitt. For x; y; z 2 Kn er

hx C y; ziA D .x C y/ � .Az/ D x � .Az/C y � .Az/ D hx; ziA C hy; ziA:

For enhver ˛ 2 K og x; y 2 Kn er

h˛x; yiA D .˛x/ � .Ay/ D ˛
�
x � .Ay/

�
D ˛hx; yiA:

Og til slutt, om x; y 2 Kn, er

hx; yiA D x � .Ay/ D .Ay/ � x D .Ay/
Tx D yTATx D yTA

T
x

A er selvadjungert
D yTAx D y � .Ax/ D hy; xiA:

(c) Vi påstår først at rekken i definisjonen konvergerer. Rekken er absolutt kon-
vergent fordi

1X
kD1

ˇ̌
akbk

ˇ̌
⩽

1X
kD1

jakj
2

2
C
jbkj

2

2
D

1X
kD1

jakj
2

2
C

1X
kD1

jbkj
2

2

D
1

2
kak2

`2 C
1

2
kbk2

`2 <1;

der vi i første steg har brukt Youngs ulikhet (se Appendiks B).
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For enhver a 2 `2.K/ er

ha; ai`2 D

1X
kD1

jakj
2;

som aldri er negativt, og som er lik 0 kun dersom a1; a2; � � � D 0. For a; b; c 2
`2.K/ er

haC b; ci`2 D

1X
j D1

.aC b/j cj D

1X
j D1

aj cj C

1X
j D1

bj cj D ha; ci`2 C hy; zi`2 :

For enhver ˛ 2 K og a; b 2 `2.K/ er

h˛a; bi`2 D

1X
j D1

.˛a/j bj D ˛

1X
j D1

aj bj D ˛hx; yi`2 :

Og til slutt, om a; b 2 `2.K/, er

ha; bi`2 D

1X
j D1

aj bj D

1X
j D1

aj bj D

1X
j D1

bjaj D hb; ai`2 :

(d) Dette indreproduktet er veldefinert fordi f g er en kontinuerlig funksjon og
Œa; b� er et begrenset intervall, så Riemann-integralet konvergerer.

For enhver f 2 C.Œa; b�;K/ er

hf; f iL2 D

Z b

a

jf .t/j2 dt;

som aldri er negativt. Dersom dette uttrykket er lik 0 må nødvendigvis f .t/ D 0
for alle t 2 Œa; b�, som viser at f D 0. For alle f; g; h 2 C.Œa; b�;K/ er

hf C g; hiL2 D

Z b

a

.f C g/.t/h.t/ dt D

Z b

a

f .t/h.t/ dt C

Z b

a

g.t/h.t/ dt

D hf; hiL2 C hg; hiL2 :

For enhver f; g 2 C.Œa; b�;K/ og ˛ 2 K er

h f̨; giL2 D

Z b

a

. f̨ /.t/g.t/ dt D ˛

Z b

a

f .t/g.t/ dt D ˛hf; giL2 :

Til slutt, for alle f; g 2 C.Œa; b�;K/ er

hf; giL2 D

Z b

a

f .t/g.t/ dt D

Z b

a

g.t/f .t/ dt D hg; f iL2 :

Løsning på oppgave 4.2.2. For enhver funksjon f , er

hf; f iL2 D

Z b

a

f .t/f .t/ dt D

Z b

a

jf .t/j2 dt D kf k2
L2 ;

så kf kL2 D
p
hf; f iL2 , som vi ville vise.
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Løsning på oppgave 4.3.2. La e1; e2 betegne vektorene i listen Bog .f1; f2/ i C. Da
er

he1; e2i D 1 � 0C 0 � 1 D 0; he1; e1i D 1
2
C 02

D 1; he2; e2i D 0
2
C 12

D 1:

Altså er B ortonormal. Videre er

hf1; f2i D
1p
2
�

�
�

1p
2

�
C

1p
2
�

1p
2
D 0; hf1; f1i D

�
1p
2

�2

C

�
1p
2

�2

D 1;

hf2; f2i D

�
�

1p
2

�2

C

�
1p
2

�2

D 1;

så C er ortonormal.

0

e1

e2

1

1

0

f1f2

1

1

Som figuren viser, er henholdsvis e1; e2 og f1; f2 ortogonale, og alle vektorene har
lengde 1.

Løsning på oppgave 4.3.3. Anta at ˛1; : : : ; ˛n er skalarer slik at

nX
kD1

˛kek D 0:

Tar vi indreproduktet med en vilkårlig vektor ej , får vi

0 D
˝Pn

kD1 ˛kek ; ej

˛
D

nX
kD1

˛khek ; ej i D ˛j hej ; ej i;

og siden ej ¤ 0, må ˛j D 0. Dette gjelder for alle j . Vi konkluderer med at listen er
lineært uavhengig.
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