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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT1125 — Videregdende linezer algebra
Eksamensdag: 21. januar 2026
Tid for eksamen: 15:00-19:00

Oppgavesettet er pd 7 sider.
Vedlegg: Ingen
Tillatte hjelpemidler: Ingen

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Merk: Hgyeste mulige poengsum er 100 poeng.

Problem 1 (40 poeng)

For en n € N lar vi %, = {alle reelle polynomer av grad hgyst n}. La S: %P, —
95 vare definert ved

t
Sp(t) = /1 p(s)ds VteR

for p € P,. (Fort < 1 tolker vi uttrykket flt p(s)ds som —ftl p(s)ds, som
vanlig.)

1a

Vis at S er en veldefinert linear avbildning fra %, til Ps.

1b

La po, p1.... vare standardbasispolynomene po(t) := 1, pg(t) = t* fort € R,
k € N.La

B = (po.p1.p2) og  6:=(po.p1.p2.p3)

veere standardbasisene for 9, og P3. (Du trenger ikke & vise at disse er basiser.)
Finn basisrepresentasjonen [S ]% av S.

1c

Bruk basisrepresentasjonen til & finne Sp nar p(¢) = 5 — 2t + 3¢2.

1d

Vis atdimim S = 3. Er § surjektiv?

(Fortsettes pa side 2.)
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le

Finn dimensjonen til kjernen til S. Er S injektiv?

Lgsning:

la (10 poeng)

Siden alle p € %, er polynomer, er de kontinuerlige, sa integralet av p over
et vilkarlig begrenset intervall er veldefinert. Siden den antideriverte av et
polynom av grad hgyst 2 er et polynom av grad hgyst 3, vil Sp € P3. Altsa
er S en veldefinert avbildning fra &, til P;.

For & se at S er lineer, lar via € R og p,q € 9P, og far for alle 7 € R at

t

t
S(p + 9)(t) = /1 () + q () di = /1
= S()(1) + 5@ ).

saS(p+q)=Sp+ Sq,og

t
p(t)dt +/1 q(t)dt

t

S(ap)(t) = /1 ap)dt = o /1 p(t) dt = a(Sp)(®),
sa S(ap) = aSp.

1b (10 poeng)

Vi har [S]% = ([Spole [Spile [Sp2le). Vi regner ut Spy:

t (_11
Spo(t)=/llds=t—1 — [spole = | 4 |-
\ 0
—1/2
S (z)—ft gs=le b s _(o\
pill) = 1ss—2 > P1le = i |

d 1 1
S = [Par=30-3 = ISple=
1

Altsa er
—1 _1/2 —1/3
% 1 0 0
[Sle = 0 1/2 0
0 0 13

(Fortsettes pd side 3.)
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1c (10 poeng)

5
Siden [Splg = [S1Z[plas. og [ples = | —2 |, far vi
3
-1 -1/2 -1/3 5 =5
1 0 0 5
[Sp]% - 0 1/2 O _i — o )
0 0 1/3

som svarer til polynomet

Sp(t) = =5po(t) + 5p1(t) — p2(t) + p3(t) = =5+ 5t — 1% + 1>,

1d (5 poeng)
Dimensjonen til bildet til S er lik rangen til basisrepresentasjonen til S,
altsa antall linezrt uavhengige kolonner i matrisen. Siden de tre kolonnene
i basisrepresentasjonen er line@rt uavhengige, vil dimim § = 3.

Vi har dimim S = 3 < 4 = dim %3, sd im S # P3. Altsd er S ikke
surjektiv.
le (5 poeng)
Av dimensjonssatsen er

dimker S = dim %, — dimimS =3 -3 = 0.

Ja, S er injektiv, fordi kjernen har dimensjon 0.

Problem 2 (10 poeng)

La U vere et indreproduktrom med ortonormal basis (11, ...,u,),ogla || - || vere
normen indusert av indreproduktet. Bevis at

Jull = Yuel.
Lgsning: Nar (u1,...,u,) er en ortonormal basis for U, vet vi at alle u € U
kan skrives som
n
U= Z(u,uk)uk.
k=1

(Fortsettes pa side 4.)
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Dermed er
lull® = (u.u) = (Xf oy (g g, Y5 =y (wuj)u )

n n
=3 (uug) () g u )
k=1j=1 '_‘*8" -
=0k

= D)) = D I, ue) >
k=1 k=1

Problem 3 (30 poeng)
La U := C°([0, 1], R), mengden av kontinuerlige funksjoner fra [0, 1] til R.

3a
Definer || f |1 == fol | f(t)|dt for f e U.Visat | -| 1 erennorm pa U.

3b

Definer R: U — U ved (Rf)(t) := (2 +t)f(¢) forallet € [0,1]. Vis at R er
veldefinert og lineer.

3c

Vis at R er kontinuerlig (med hensyn pa normen | - ||71).

Lgsning:

3a (10 poeng)

Nar f er kontinuerlig, er ogsa | f | kontinuerlig, og (Riemann-)integralet av en
kontinuerlig funksjon over et begrenset intervall er veldefinert. Altsaer || f || 71
veldefinert. Siden integralet av en ikke-negativ funksjon er ikke-negativt, er

ANzt = 0.
Om || fllzr = 0,er fol | f(®)|dt = 0, s& f(t) = O for alle 7, det vil si
f=o

Fora € Rer
1 1
loof Il =/0 laf ()] dt = |a|/0 f@ldt = lalll £l
For f,g e Uer
1 1
||f+g||L1=/ |f(t)+g(t)|dt</ O] + 18] dr
0 0

1 1
=[ |f(r)|dr+/ g dr = |l + lglpr.
0 0

Vi har dermed vist at || - || 1 er en norm pa U.

(Fortsettes pd side 5.)
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3b (10 poeng)

Nar f er en kontinuerlig funksjon, er ogsa funksjonen ¢ +— (2 + 1) f(¢)
kontinuerlig, s Rf € U. Altsa er R veldefinert. For f,g € U oga € R
er

R(f+9)@)=QC+)(f()+g®)=C2+0)f()+2+1)g()
= R(f)(@®) + R(g)(®).

saR(f +g) =Rf + Rg,og
R(af)(r) = 2+ 0)(af () = a2 +1) f(t) = aR(f)(@),
sa R(af) = aR(f). Altsa er R lineer.

3¢ (10 poeng)

For a vise at R er kontinuerlig, holder det a vise at det finnes en C > 0 slik at
IRf|lp1 < C| fllp1 foralle f € U. Vihar

1 1
IRF NI 1 =/O |2 +0)f(@)ldt =/0 12+ dls@ld

<3
1
<3 [ 111 =311
Altsa er R kontinuerlig.

Problem 4 (10 poeng)

1 -1
La A vere matrisen A := | 1 0 ]. Beregn singulerverdidekomposisjonen til A.

0 1

(Du far full uttelling om du bare beregner den reduserte SVD’en til A.)

Lgsning: Vi beregner Gram-matrisen:

«, (2 -1
ATA = (_ . 9 ) ,
som har karakteristisk polynom
p(A) = A% — 41 + 3.

Dette har rgtter A; = 3 og A, = 1. De tilhgrende egenvektorene 11, tip ma
oppfylle

0= (A"A-3DL)i; = (:i :i) i,

(Fortsettes pa side 6.)
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sa for eksempel ti; = (_11) og

0—wa-mi= (" )m

. . 1 . .l o .
sé for eksempel 1, = ( . Normaliserer vi disse far vi

1

w50 50

Singulzrverdiene er gitt ved 07 = +/A; = /3 020y = /1 = 1. De
tilhgrende v-vektorene far vi slik:

2
1 1 1 1
v =—Auy=——11|=—11|1
! 01 ! 342 -1 \/6 -1
og
1
v2——Au2—— 1
02 2 1
Den reduserte SVD’en til A er dermed
2/v/6 0 30\ (1/vV2 —1/32
A=l e o Jlve v )
—1//6 1/4/2

For & finne den fulle SVD’en til A, finner vi en vektor v3 € R3 slik at
(v1, v2, v3) er ortonormal. Vi kan for eksempel gjgre Gram—Schmidt pa listen
1
(v1,v2,€1),dere; := [ 0], ogfa
0

U3 = e; — (e1 - v1)v1 — (e - v2)v2

(o) -2 (1) -0=t (s
o] vevel_ 3\
og dermed
1 11
13=—7|-
V3

Den fulle SVD’en blir dermed

2/6 0 1/43)\ (3 0
A= 1/V/6 1/v2 —1/V3||0 1 (Vg _11/\/?)
“1v6 vz 1/v3 ) \o o) \V /

(Fortsettes pa side 7.)



Problem S (10 poeng)
La f: T — R vere funksjonen

1 fort € [-m,0),

S0 = {-1 for t € [0, 7).

Beregn fourierrekken til f. Hva kan vi si om konvergens av denne fourierrekken
basert pa pensum i MAT1125?

Lgsning: Vi har
1 T
fo= e | S®dr=0
2 J_ 5

1 o T
fi = _(/ e—lkt dt _/ e—lkt dl)
2r -7 0

og

-1 j —ikw

= e (1= = (=)
1 j —ikn

- 2m’k(€lkﬂ+e 7 -2)

_ k

a mk(( D" - )

Dermed er fourierrekken til f

Z T”k(( l)k ) ikt‘

k#0

Om ¢gnskelig kan man forenkle dette til

Z (% s1n (2€ — l)l)

Funksjonen f er ikke kontinuerlig pa sirkelen, sa teorien i MATI125
garanterer ikke at fourierrekken til f konvergerer mot f.

LYKKE TIL!



