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Eksamen i: MAT1125 — Videregdende linezer algebra
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Tid for eksamen: 15:00-19:00

Oppgavesettet er pd 6 sider.
Vedlegg: Ingen
Tillatte hjelpemidler: Ingen

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Merk: Hgyeste mulige poengsum er 90 poeng.

Problem 1 (20 poeng)

Vi betrakter vektorrommet R3 utstyrt med prikkproduktet.

la (10 poeng)

Vis at (41, uz, u3) er en basis for R3, der

1b (10 poeng)

Finn en ortonormal basis (v1, v2, v3) for R3, hvor v; er parallell med u3.

Lgsning:

1a

Om o1, as, a3 € R er slik at 213(:1 arpuy =0, er

o3
0=orur = o] + a3
o1 + oy + o3

Fgrste komponent sier at «3 = 0; andre komponent implisierer da at «; = 0;
og tredje komponent sier til slutt at p = 0. Altsa er listen linezrt uavhengig.
Siden R3 har dimensjon 3, og listen har tre elementer, er vi na ferdig.
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1b
Siden (u1,u2,u3) er lineert uavhengig, er ogsa (13, u1, uz) lineert uavhen-
gig. Vi gjgr Gram—Schmidt pa sistnevnte liste:

1

vy = us _ 1 1
1= =— )
lusll — 3\
0 1 -2/3
0] ( ) 1 2 1 1 1/3
V2 = up —(Up - V)v1 = Y~ = )
1 V33 1 1/3
S B
1%} = — = — s
o2l V6

U3 == up — (U2 - v1)v1 — (U2 - V2)V2

B 8 11 (! 11 _12
\) 33\, V6o
—1/3+2/6 0
=| -13=1/6 | =|-1/2].
1-1/3-1/6 1/2

e D3 1
3 = — = — —
o3l V2

Problem 2 (10 poeng)

La U og V vere endeligdimensjonale vektorrom og la 7 € &£ (U, V). For hvert av
felgende utsagn om 7" skal du gi et eksempel, eller bevise at ingen slik 7 eksisterer.

(i) T erinjektiv, og dimU < dimV
(ii) T erinjektiv, og dimU > dim V
(iii) T er surjektiv, og dimU < dimV
(iv) T er surjektiv, og dimU > dim V.

Lgsning:
(i) LaT:R — R2, T(u) = (g)
(ii) Ingen slik T eksisterer. Ifglge dimensjonsatsen er
dimim7 = dim U — dimker 7.
Vi har dimim 7" < dim V og dimker T = 0 (siden T er injektiv), sa

dimV > dimU,

(Fortsettes pa side 3.)
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som motsier antagelsen om at dimU > dim V.
(iii) Ingen slik T eksisterer. Ifglge dimensjonsatsen er

dimker7 = dimU — dimim 7.

Vi har dimker 7 > 0 og dimim 7 = dim V (siden 7" er surjektiv, slik
atim7 = V), sa
0<dimU —dimV,

som motsier antagelsen om at dimU < dim V.
(iv) T:R?> > R, T((u1,u2)) = uy.

Problem 3 (10 poeng)

LaT € £L(U,V),der U og V er normerte vektorrom. Anta at T er kontinuerlig i
origo (altsa nullvektoren i U). Vis at T er kontinuerlig i alle punkter u € U.

Lgsning: Lae > 0,0glad > 0 vaere slikatom v € U og |[v — 0|y < &
erogsa [|[Tv—TO|y < e Lanaw € U vere slik at |w —u||y < §. Om
vi=w—u,er|v—0|y <d,sa

Tw-—T =||T(w—-—u)— T =|[|Tv—-T .
1Tw—Tully = T(w—u) 0 [y =ITv-=TO0|y <e¢
=0

Altsa er T kontinuerlig i u.

Problem 4 (10 poeng)

_(3/2 -1
LaA:= (1/2 O) .
(i) Finn diagonaliseringen av A.

(ii) Lgs differensligningen x4 = Axx (fork =0,1,...), x9 = ((1))

(iii) Hva skjer med x; nar k — oo?

Lgsning:
(i) A har karakteristisk polynom
pa(d) = det(A — ALp) = A2 —3/21 + 1/2,

som har rgtter Ay = 1 og A, = 1/2. De tilhgrende egenvektorene
oppfyller

(A= Al)uy = GZ :})m =0,

sa for eksempel u; = (T), og

(A—=A2r)us = (1}2 __1}2) uy =0,

(Fortsettes pa side 4.)
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sa for eksempel u, = G) Vi definerer na D := diag(A1, A2) og

2 1
R = (u1 uz) = (1 1).
Dermed er diagonaliseringen av A

(2 1\ (1 0\[1 -1
A=RDR1=(1 1)(0 1/2)(—1 2)'

(ii) Differensligningen x4+, = Axg har lgsning x; = AF xo, som kan
skrives som

xk = RD“R™!xo = G 1) (l(f 1/02k) (_11 _21) ((1))
~( ) ) () -(2020),

(iii) Nar k — oo, vil x; nerme seg u1, egenvektoren tilhgrende A = 1.

Problem S (10 poeng)

La U vere et endeligdimensjonalt indreproduktrom. Vi husker at en lineer
operator T € ZL(U) er uniter om den er inverterbar og T—! = T*. Vis at
|Tu|| = ||u| for alle u € U nar T er uniter.

Lgsning: Siden U er endeligdimensjonalt, har 7' en adjungert 7*. Da er
| Tul|®> = (Tu, Tu) = (u, T*Tu) = (u, T~ Tu) = (u,u) = |jul?.

Nar vi tar kvadratrgtter far vi ||Tu| = ||u||, som vi gnsket.

Problem 6 (10 poeng)

La U og V vere endeligdimensjonale indreproduktrom, og la T € £ (U, V) ha
singulerverdidekomposisjon

,
Tu = Z o (U, ug)vg foru € U.
k=1
(Her er r > 0 antall positive singul@rverdier, og vi ordner o7 = -+ = o, > 0.)

Vis at operatornormen til 7' er o7 (den stgrste singulerverdien), og at ||| =
ITully/llully néru = u;.

Lgsning:
Lau € U.Sidenu = Y j _;(u, ug)ug og (ui,...,uy,) er ortonormal, er

n
2 2
el = 1w ue)u >,

k=1

(Fortsettes pd side 5.)
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og siden Tu = Y} _; 0% (u, ug)uvg og (vi, ..., vy) er ortonormal, er

.

2 2 2

ITully =" lowl?|(w. uu .
k=1

Siden 07 > 05, ...,0,erda
r n
ITully < Y lor Pl ug)u? < o1 > D [ uhu P = loa P lull -

Dermed er | Tully/|lullu < o1, slik at |T|¢ = supy,.o | Tully/|ullu
01.Ndru = uq er

| Twurlly _ (zz:1 |ak|2|<u1,uk>y|2)1/2 _ (|al|2)1/2 o

I, e |2, 1

N

Altsaer |T ||l = o1, 0g | Tullyv/||ully = o1 nar u = u;.

Problem 7 (20 poeng)

7a (10 poeng)

La f:T — R vere funksjonen
f@t)=1—1> fort € [—m, 7).

Beregn fourierrekken til f.

7b (10 poeng)

La g: T — C vere funksjonen g()
g(t) = (t —m)*(t + n)? fort € [-m, )
Forklar hvorfor fourierrekken til g konvergerer
mot g bade uniformt og i L2-normen. : — t
- 14
Lgsning:
7a
Vi har

A 1 T 3 1 4 3 1 T ]
fr = —/ (1 —t®)e kt gr = —/ ekt g — —/ 127kt gy
2w J_x 27 J_x 2w J_x

Om k = 0 far vi

R 1 T 1 T 2
fo 1dt——/ 2dr=1-""

“a ), ) 3

(Fortsettes pa side 6.)



For k # 0 har vi

mens

= % :Tte_ikt dt
o

R
_ %ﬂ(ne—ikn _ (_n)e—ik(—n))
= 2Dk,

der vi har delvis integrert to ganger og brukt identiteten ethr — oikm _
(—l)k. Dermed er

1 47

A 2
——— (D =—Z(=DF # ,
Jr 7w K2 ) k2( ) ork #0

Altsa er fourierrekken til f

w? 2 k ikt
k#£0

7b

Funksjonen g er to ganger kontinuerlig deriverbar pa T: Den er opplagt to
ganger kontinuerlig deriverbar for ¢ € (—m, 7), med deriverte

g@)=at@-m)t+mn),  g'(t) =20+n)>+8(t—m)(t+m)+2(t—7)>,
og i endepunktene t = £ er
g(-m) =0, g'(-m) =0, g"(-m) = 872,
g(m) =0, g'(m) =0, g" () = 8x2,

sa g’ og g” er ogsd kontinuerlige pa T. Av teoremet om uniform konvergens
av funksjoner i C2, vil fourierrekken til g konvergere uniformt. Siden uniform
konvergens impliserer L2-konvergens, far vi ogsé L2-konvergens.

LYKKE TIL!




