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Innleveringsfrist

Torsdag 31. OKTOBER 2024, klokken 14:30 i Canvas (canvas.uio.no).

Instruksjoner

Merk at man har ett forsøk på å få oppgaven godkjent. Dette betyr at det
ikke lenger gis andregangsforsøk.

Du velger selv om du skriver besvarelsen for hånd og scanner besvarelsen
eller om du skriver løsningen direkte inn på datamaskin (for eksempel ved
bruk av LATEX). Besvarelsen skal leveres som én PDF-fil. Scannede ark må
være godt lesbare. Besvarelsen skal inneholde navn, emne og oblignummer.

Det forventes at man har en klar og ryddig besvarelse med tydelige
begrunnelser. Husk å inkludere alle relevante plott og figurer. Samarbeid
og alle slags hjelpemidler er tillatt, men den innleverte besvarelsen skal
være skrevet av deg og reflektere din forståelse av stoffet. Er vi i tvil om
du virkelig har forstått det du har levert inn, kan vi be deg om en muntlig
redegjørelse.

I oppgaver der du blir bedt om å programmere må du legge ved programkoden
og levere den sammen med resten av besvarelsen. Det er viktig at
programkoden du leverer inneholder et kjøreeksempel, slik at det er lett å
se hvilket resultat programmet gir.

Søknad om utsettelse av innleveringsfrist

Hvis du blir syk eller av andre grunner trenger å søke om utsettelse av
innleveringsfristen, må du ta kontakt med studieadministrasjonen ved
Matematisk institutt (e-post: studieinfo@math.uio.no) senest samme dag
som innleveringsfristen.

For å få adgang til avsluttende eksamen i dette emnet, må man bestå alle
obligatoriske oppgaver i ett og samme semester.

For fullstendige retningslinjer for innlevering av obligatoriske
oppgaver, se her:

www.uio.no/studier/admin/obligatoriske-aktiviteter/mn-math-oblig.html

LYKKE TIL!

https://canvas.uio.no
mailto:studieinfo@math.uio.no
http://www.uio.no/studier/admin/obligatoriske-aktiviteter/mn-math-oblig.html


Oblig’en består av 7 spørsmål som alle teller 10 poeng. Kravet for å
bestå er å få minst 45 av 70 mulige poeng. I bedømmingen vil det bli lagt
vekt på klarheten i bevisene. I noen av oppgavene blir det vist til steder i
læreboken, med stoff å lese seg opp på.

Oppgave 1. La (An)n∈N være en følge av ikke-tomme mengder. Vi antar at
for hver n ∈ N har vi en avbildning fn : An → An+1. Vi gjør også et valg av
en x ∈ A0. Vi definerer1 :

U =
⋃

n∈N
An. (1)

I denne oppgaven skal vi vise at det finnes en unik følge u = (un)n∈N i
U slik at u0 = x og ∀n ∈ N un+1 = fn(un). Dette er en generalisering av
Teorem 3.1.3 i læreboken.
(i) Vis at det finnes høyst én følge u med disse egenskapene.
(ii) Vi ønsker nå å vise eksistens av en slik følge u. Vi definerer:

B =
⋃

n∈N
{n} × An. (2)

Vi definerer g : B → B ved at for n ∈ N og y ∈ An så g(n, y) = (n+1, fn(y)).
Begrunn at g er veldefinert. Bruk Teorem 3.1.3 til å vise eksistens av u.
(iii) Vi utarbeider nå et eksempel. Vi bruker konvensjonen Zn = Z[[0,n−1]],
hvor [[0, n − 1]] = {k ∈ N : 0 ≤ k ≤ n − 1}. Vi presiserer at Z0 har
ett element, nemlig avbildningen ∅ → Z med tom graf. Vi kaller denne
avbildningen e. Vi lar An være mengden av avbildninger fra Zn til Z. Vi lar
x ∈ A0 være avbildningen som sender e til 0. For v ∈ An lar vi fn(v) ∈ An+1
være definert ved at:

fn(v) :
{

Zn+1 → Z
t 7→ v(t|[[0,n−1]]) + tn

. (3)

La nå (un) være følgen i U , med un ∈ An, definert ved at u0 = x og at
un+1 = fn(un).

La (zn) være en følge i Z. Vi definerer t[n] = (z0, . . . , zn−1) ∈ Zn og
sn = un(t[n]).

Sjekk at s0 = 0 og at for alle n ∈ N har vi sn+1 = sn + zn. Hva er da
tolkningen av sn? Hva er en tolkning av un?

1Vi tillater oss å gjøre det. Vil man begrunne det aksiomatisk, trenger man aksiomer
listet opp side 133 i læreboka.
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Oppgave 2 (inklusjon-eksklusjonsprinsippet). Når I er en mengde og k ∈ N
definerer vi:

Pk(I) = {J ∈ P(I) : |J | = k}. (4)

I denne oppgaven tillater vi oss å summere familier av hele tall, indeksert av
endelige mengder. Dersom I er en endelig mengde med kardinalitet n, og vi
velger en bijeksjon σ : Nn → I setter vi, for hver familie (zi)i∈I av hele tall:

∑
i∈I

zi =
n−1∑
k=0

zσ(k). (5)

Vi tillater oss å bruke intuitive regneregler for summetegn listet opp rundt
side 243 i læreboka.

Vi vil vise følgende. For hver n ∈ N \ {0}, for hver endelige mengde I
med kardinalitet n, og for hver familie (Ai)i∈I av endelige mengder har vi:

|
⋃
i∈I

Ai| =
n∑

k=1
(−1)k−1 ∑

J∈Pk(I)
|AJ |. (6)

Her har vi brukt definisjonen:

AJ =
⋂
j∈J

Aj. (7)

I praksis kan man begrense seg til å se på familier I av typen I = [[0, n−1]].
(i) Utarbeid tilfellene n = 1 og n = 2.
(ii) Vis at utsagnet er sant også for n = 3. I beviset kan man bruke tilfellet
n = 2.
(iii) Vis ved induksjon at utsagnet er sant for hver n ∈ N\{0} i spesialtilfellet
hvor vi antar at mengdene Ai er to og to disjunkte (dvs. at når i ̸= j så
Ai ∩ Aj = ∅).
(iv) Gi et induksjonsbevis for det generelle resultatet. Gitt en familie (Ai)i∈I

hvor I = [[0, n]], kan man lage en familie (A′
i) indeksert av [[0, n − 1]] slik

at A′
i = Ai for i < n − 2 og A′

n−1 = An−1 ∪ An. Deretter kan man bruke
induksjonshypotesen på familien (A′

i) (som har ett ledd mindre).
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