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Det vil bli lagt spesiell vekt på argumentasjonen i besvarelsene.

Terminologi og notasjon:

• Vi anser at 0 er et naturlig tall, slik at 0 ∈ N.

• Anta at A og B er mengder og at f : A → B er en avbildning.

Når E ⊆ A, er direktebildet til E gjennom f , mengden definert ved:

f [E] = {y ∈ B : ∃x ∈ E y = f(x)}. (0.1)

Når F ⊆ B er inversbildet til F gjennom f , mengden definert ved:

f−1[F ] = {x ∈ A : f(x) ∈ F}. (0.2)

For eksempel har vi for y ∈ B:

f−1[{y}] = {x ∈ A : f(x) = y}. (0.3)

Oppgave 1 (vekt 10 poeng)

La P,Q,R og S være utsagnsvariable (utsagn med ukjent sannhetsverdi).
Vi antar at:(

(P ∨Q) =⇒ (R ∧ S)
)
∧
(
(R ∨ S) =⇒ (P ∧Q)

)
. (1.1)

Vis at da har vi:
P ⇐⇒ Q. (1.2)

(Fortsettes på side 2.)
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Oppgave 2 (vekt 20 poeng)

a (vekt 10 poeng)

Vis at for alle mengder A, B og C har vi:

A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩B) ∪ C. (2.1)

b (vekt 10 poeng)

Vis at for alle mengder A, B og C har vi:(
(A ∩B) ∪ C ⊆ A ∩ (B ∪ C)

)
⇐⇒ C ⊆ A. (2.2)

Oppgave 3 (vekt 20 poeng)

La A, B og C være ikke-tomme mengder og anta at vi har to avbildninger
f : A → B og g : A → C. I den settingen definerer vi h : A → B × C ved at
for alle x ∈ A:

h(x) = (f(x), g(x)) ∈ B × C. (3.1)

a (vekt 10 poeng)

Vis at hvis f eller g er injektiv, så er h injektiv.

b (vekt 10 poeng)

Gi et eksempel på mengder A,B,C og avbildninger f : A → B og g : A → C
slik at h er injektiv men hverken f eller g er injektiv. En mulighet er å lete
etter et eksempel hvor A = B × C.

Oppgave 4 (vekt 10 poeng)

La A og B være mengder. Vi antar at vi har avbildninger f : A → B og
g : B → A slik at f ◦ g = idB. Vi definerer h : A → A som avbildningen
h = g ◦ f . Vis ved induksjon at for alle n ∈ N \ {0} har vi hn = h.

Oppgave 5 (vekt 10 poeng)

La M og M ′ være monoider. Operasjonen på M skrives ⋆ og nøytralt element
skrives e. Operasjonen på M ′ skrives ⋆′ og nøytralt element skrives e′.

Vi antar at f : M → M ′ er en monoide-morfi i den forstand at f(e) = e′

og for alle x, y ∈ M har vi f(x ⋆ y) = f(x) ⋆′ f(y).
Vi definerer I = f−1[{e′}]. Vis følgende:

• e ∈ I.

• Hvis x, y ∈ I så x ⋆ y ∈ I.

• Hvis x ∈ I og y ∈ M og x ⋆ y ∈ I så y ∈ I.

• Hvis x, y ∈ M og z ∈ I, hvis x ⋆ y ∈ I så x ⋆ z ⋆ y ∈ I.

(Fortsettes på side 3.)
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Oppgave 6 (vekt 30 poeng)

La A og B være mengder. Vi lar F være mengden av alle avbildninger fra A
til B. Vi lar S være mengden av alle bijeksjoner fra A til A.

Vi definerer en relasjon ∼ på F ved at for alle f, g ∈ F :

f ∼ g ⇐⇒
(
∃u ∈ S f = g ◦ u

)
. (6.1)

a (vekt 10 poeng)

Vis at ∼ er en ekvivalensrelasjon.

b (vekt 10 poeng)

Vi antar at A er endelig. Vi antar også at f, g ∈ F er slik at f ∼ g. Vis at
for alle y ∈ B har mengdene f−1[{y}] og g−1[{y}] samme kardinalitet.

c (vekt 10 poeng)

Anta nå at f, g ∈ F er slik at for alle y ∈ B har mengdene f−1[{y}] og
g−1[{y}] samme kardinalitet.

For y ∈ B definerer vi Ay = f−1[{y}]. Sjekk at for y, y′ ∈ B, når y ̸= y′

har vi Ay ∩Ay′ = ∅. Sjekk også at:⋃
y∈B

Ay = A. (6.2)

Konkluder med at at f ∼ g.

SLUTT


