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Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

For hvert spgrsmal kan du bruke resultater fra tidligere
spgrsmal, selv om du ikke har besvart dem.
Det vil bli lagt spesiell vekt pa argumentasjonen i besvarelsene.

Terminologi og notasjon:

e Vi anser at 0 er et naturlig tall, slik at 0 € N. Vi skriver N* = N\ {0}.
e Potensmengden til en gitt mengde A skrives P(A).

e En ordensrelasjon pa en mengde A er en relasjon som er refleksiv,
transitiv og antisymmetrisk.

Oppgave 1 (vekt 10 poeng)

La P, @ og R veere utsagn. Sjekk om fglgende utsagn er en tautologi:

(P—= @) = R) — (P = (@ = R)). (1.1)

Vi har at: ‘
(P = Q) = R) < (=(-PVQ)VR), (1.2)
<~ ((PA-Q)VR). (1.3)

Vi har ogsa at:

(P = (@ = R)) < (-PV(-QVR)), (1.4)
<~ ((—\P \Y —\Q) V R) (15)
Spesielt hvis =R, —~Q og —P sa er den fgrste usann men den andre

sann. Sa utsagnet i oppgaven er ikke en tautologi.
[alternativ: ved & skrive opp sannhetstabeller.]

(Fortsettes pa side 2.)
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Oppgave 2 (vekt 10 poeng)

Vi minner om at potensmengden til en gitt mengde A skrives P(A).
La A og B veere mengder. Vis at:

AC B < P(A) CP(B). (2.1)

— [5] Anta A C B. For hver C € P(A) har vi C C A, dermed
C C B (transitivitet av inklusjon) altsd C' € P(B). Dette viser at
P(A) C P(B).

~ 5] Anta at P(A) C P(B). Siden A € P(A) far vi A € P(B), altsa
AC B.

Oppgave 3 (vekt 20 poeng)

a (vekt 10 poeng)

Vi lar Z veere utstyrt med sin vanlige ordensrelasjon. Vis ved induksjon
pa kardinalitet at hver ikke-tomme endelige delmengde av Z har et storste
element.

— [2] La A veere en delmengde med kardinalitet 1. Da skriver vi
A = {z} for en z € Z og bemerker at z er storste element i A.

— [8] La n € N* veere gitt og anta at hver delmengde av Z med
kardinalitet n har et stgrste element. La A veere en delmengde av
Z med kardinalitet n + 1. Velg « € A og definer A’ = A\ {z}. Siden
A’ har kardinalitet n kan vi velge stgrste element y € A’. Hvis 2 < y
er y stgrste element i A. Hvis ikke har vi y < x og da er z stgrste
element i A.

b (vekt 10 poeng)

Vi utstyrer Z med operasjonen som avbilder (z,y) € Z x Z til det stgrste
elementet i {x,y}, som vi skriver max{x,y}. Sjekk at denne operasjonen er
assossiativ. Vis at den ikke har noe ngytralt element.

— [5] La z,y,z veere elementer i Z. Vi har at max{max{z,y}, z}
méa veere et element i {z,y,z} som er stgrre (eller lik) z, y og
z. Derfor max{max{z,y},z} = max{z,y,z}. Likeledes har vi at
max{z, max{y, z}} = max{z,y, z}. Dette gir assossiativitet.

— |5] Hvis e € Z er et ngytralt element far vi at for alle z € Z
max{z, e} = x. Spesielt far vi at max{e—1,e} =e—1,slikate =e—1
som er umulig.

(Fortsettes pa side 3.)
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Oppgave 4 (vekt 10 poeng)

La A veere en ikke-tom mengde. Vi minner om at en relasjon pa A kan tolkes
som en delmengde av A x A. Vi definerer:

D ={(z,xz) : x € A}. (4.1)

La R veere en relasjon pa A. Sjekk at R er refleksiv hvis og bare hvis
D CR.

La & veere mengden av refleksive relasjoner pa A. Finn en bijeksjon fra
Etil P((Ax A)\ D).

Vi antar at A er endelig og lar n veere kardinaliteten til A. Vis at £ har
kardinalitet 2(n° 7).

— [2] Vi har at D C R hvis of bare hvis, for alle z € A, (z,x) € R,
som uttrykker refleksivitet av R.

— [5] Avbildningen R +— R\ D er en bijeksjon fra £ til P((Ax A)\ D),
med invers @ — Q U D.

—[3] Siden (A x A)\ D har kardinalitet n? — n fglger pastanden.

Oppgave 5 (vekt 20 poeng)

a (vekt 10 poeng)

La p veere et primtall. Anta at vi har naturlige tall ¢ og r slik at pg? = 2.

Vis at da deler p bade r og ¢. Bruk det til a vise, for eksempel ved motsigelse,
at g =0.

— [5] p er et primtall og p|r?, dermed p|r. Vi skriver pr’ = r. Vi far
pq® = p?(")2, dermed ¢* = p(r')%. Samme argumentasjon gir da p|q.
— [5] Hvis ¢ # 0 lar vi § veere det minste elementet i N* slik at det
finnes ¥ € N slik at pg? = 72. Forrige argument viser da at g og 7
begge kan deles med p, hvilket gir en motsigelse med minimalitet av
q.

[alternativer: dele ut storste felles faktor, bruke primtallsfaktoriserin-
gen eller lage en strengt avtagende folge i N* |

b (vekt 10 poeng)

— La p veere et primtall. Anta n& at vi har naturlige tall m,q or r slik at
pmq® = r2 og m er innbyrdes primisk med p. Vis, som i forste deloppgave,
at ¢ = 0.

— La n veere et naturlig tall med n > 0. Anta at vi har naturlige tall ¢ og r
slik at ng? = r2, og ¢ > 0. Vi skriver primtallsfaktoriseringen til n som :

k
n=ppepit - p), (5.1)

med [ > 0, primtall pg < p1 < --- < p; og naturlige tall k; > 1 for hver 4.
Vis, ved hjelp av forrige spgrsmal, at hver k; er et partall. Konkluder at det

finnes et naturlig tall s slik at n = s2.

(Fortsettes pa side 4.)
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— [5] Vi far forst at p deler r som for. Sa far vi at p deler mqg?. Siden
p er innbyrdes primisk med m far vi at p deler ¢? slik at at p deler gq.
Samme argumentasjon gjelder derifra.

— [5] Anta at vi har en index i slik at k; er et oddetall: k; = 2k} + 1.
2%k +1
2

Vi skriver n = p n' og far:

pip; ' = r’. (5.2)
Alts& med ¢ = pf"q har vi at:
pin'(¢)* =1?, (5:3)

og at n/ er innbyrdes primisk med p;. Dette gir ¢ = 0, som motstrider
at ¢ > 0.

Oppgave 6 (vekt 30 poeng)

La A veere en ikke-tom mengde. Vi minner om at en relasjon pa A kan tolkes
som en delmengde av A x A.

Vi lar O veere mengden av ordensrelasjoner pd A. En relasjon @ pa
A er altsd et element i O hvis og bare hvis @ er refleksiv, transitiv og
antisymmetrisk.

Vi lar § veere mengden av relasjoner R pa A som tilfredsstiller:

e R er transitiv.

e R er antirefleksiv, i den forstand at for alle i A har vi at:

~(R(z,x)). (6.1)

(Kommentar: Det vil veere naturlig & tolke elementer i S som “strenge
ordensrelasjoner”, men veer oppmerksom pa at en "streng ordensrelasjon” da
ikke er en ordensrelasjon! For eksempel vil relasjonen pa N som gitt = og y
uttrykker at z < y, kunne omtales som en streng ordensrelasjon. Relasjonen
som uttrykker at x < y vil, pa sin side, veere en ordensrelasjon pa N.)

a (vekt 10 poeng)

La @ € O. Vi definerer da relasjonen @ pa A ved at, for alle x og y i A:

~

Qz,y) = (Qz,y) A (z #y)). (6.2)
Vis at Cj S

— 8] Transitivitet: Anta at (Q(z,y)A(z # y)) og at (Q(y, 2) A(y # 2)).
Siden @ er transitiv far vi Q(z,z). Anta for motsigelse z = z. Da
far vi Q(z,z) (refleksivitet), dermed Q(z,y) (transitivitet). Dette gir
z = y (antisymmetri), men det er utelukket. Dermed z # .

— [2] Antirefleksivitet: Vi kan ikke ha (Q(z, z) A (x # x)).

(Fortsettes pa side 5.)
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b (vekt 10 poeng)
La R € 8. Vi definerer da relasjonen R pa A ved at, for alle z og y i A:
R(z.y) <= (R(z,y)V (x =y)). (63)

Vis at R € O.

— [2] refleksivitet: Siden z = x.
— |5] transitivitet: Anta at (R(z,y)V(z =y)) og at (R(y, 2)V (y = 2)).
a) Hvis x =y og y = z far vi z = 2.

b) Hvis z = y og y # z far vi R(y, z), dermed R(z, z).

c) Hvis ¢ # y og y = z far vi R(z,y), dermed R(z, z).
d) Hvis z # y og y # z far vi R(z,y) og R(y, z), dermed R(z, z).
I alle tilfellene gjelder det at (R(zx,z) V (z = 2)).

— [3] antisymmetri: Anta at (R(z,y)V (z =y)) og (R(y,z) V (y = z)).
Hvis da x # y far vi R(z,y) og R(y, x), som gir R(az x) som er umulig.
Dermed z = y.

c (vekt 10 poeng)
Vi betrakter folgende avbildninger:

e &:0 — S, definert ved ®(Q) = @, for Q € O.
e U:S8 — O, definert ved W(R) = R, for R € S.

Vis at ® og ¥ er inverse av hverandre.

~

— [5] Vi sjekker at ¥ o ® = idp: La Q € O. Vi har :

~

Q(z,y) = (Qz,y) AN (z #y))V (z=y), 4)
= Q@ y)VE=y)A(z#£y)V(@=y)), 6.5)
—= Q(z,v), 6.6)

siden den andre parentesen pa andre linje alltid er sann, og vi har at
((x=y) = Q(z,y)) ved refleksivitet.
— [5] Vi sjekker at ® o ¥ = ids: La R € S. Vi har:

R(z,y) <= (R(z,y) V (z =y)) A (x #y), (6.7)
= (Rz,y)AN(@#y)V(E=y)A(@#y), (63)
— R(z,y), (6.9)

siden den andre parentesen pa andre linje alltid er usann, og siden vi
har at R(z,y) = (z # y) ved antirefleksivitet.
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