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Instruksjoner

Merk at man har ett forsgk pa a fa oppgaven godkjent. Dette betyr at
det ikke lenger gis andregangsforsgk. Pa en annen side er terskelen for at
en innlevert oppgave skal bli godkjent, lav (tilsvarende ett korrekt besvart
sporsmal av de ti).

Du velger selv om du skriver besvarelsen for hand og scanner besvarelsen
eller om du skriver lgsningen direkte inn pa datamaskin (for eksempel ved
bruk av BKTEX). Besvarelsen skal leveres som én PDF-fil. Scannede ark ma

veere godt lesbare. Besvarelsen skal inneholde navn, emne og oblignummer.

Det forventes at man har en klar og ryddig besvarelse med tydelige
begrunnelser.

Samarbeid og alle slags hjelpemidler er tillatt, men den innleverte besvarelsen
skal vaere skrevet av deg og reflektere din forstaelse av stoffet.

For a fa adgang til avsluttende eksamen i dette emnet, ma man besta alle
obligatoriske oppgaver i ett og samme semester.

For fullstendige retningslinjer for innlevering av obligatoriske
oppgaver, se her:

www.uio.no/studier /admin/obligatoriske-aktiviteter /mn-math-oblig.html

LYKKE TIL!


https://canvas.uio.no
http://www.uio.no/studier/admin/obligatoriske-aktiviteter/mn-math-oblig.html

Oppgave 1. La A, B veere mengder og la f : A — B veere en avbildning.
Hint: Det kan veere til hjelp a visualisere situasjonene med Venn
diagrammer.

(i) Anta at for alle C' € P(A) har vi B\ f[C] C f[A\ C]. Vis at f er
surjektiv.
Hint: Prov et lurt valg av C.

[ Vi bruker C' = (). Vi far B C f[A]. Dette uttrykker at f er surjektiv. ]

(i) Anta at f er surjektiv. Vis at for alle C' € P(A) har vi B\ f[C] C f[A\C].

Hint: Direktebevis av implikasjonen.

La C veere gitt. Anta at y € B\ f[C]. Velg x € A slik at f(z) = y.
Vi har x ¢ C.

(iii) Anta at for alle C' € P(A) har vi f[A\ C] C B\ f[C]. Vis at f er
injektiv.
Hint: Man kan prgve med C' som er en ettpunktmengde.

La z,2/ € A og anta x # 2/. Vi har v € A\ {2'}. Dermed
f(x) € B\ fl{z'}] = B\ {f(«')}. Dermed f(x) # f(z').

(iv) Anta at f er injektiv. Vis at for alle C' € P(A) har vi f[A\C] C B\ f[C].
Hint: Elementer i C' og A\ C kan ikke gi samme verdi gjennom f.

La C veere gitt. Anta at y € f[A\ C]. Velg z € A\ C slik at f(z) = y.
Vi sjekker at y ¢ f[C]. Hvis ikke vil vi ha y € f[C]. Da kan vi velge
x' € Cslik at f(2') = y. Da har vi  # 2’ men f(x) = f(2').

Oppgave 2. La U og V vere mengder og anta at vi har en avbildning
F:P(V)— P(U). Vi antar videre at:

Vi antar ogsa at for hver familie (B;);c; av delmengder av V' har vi:

F(NierB;) = Micr F(B;), (3)
F(UierBi) = Uier F(B;). (4)



(Malet med denne oppgaven er & vise at det finnes en avbildning
f:U — V slik at for alle B € P(V) har vi F(B) = f~'[B]. Vi har vist i
kurset at nar det er tilfellet, vil alle egenskapene over veere tilfredsstilt. )

For hver y € V definerer vi A, = F({y}).

(i) Visat nar y,y’ € Vogy #y sder AyNA, =0.
Hint: Bruk at {y} n{y'} = 0.

Vi har 4,0 A, = F({y} N {y'}) = F(0) = 0.

(ii) Vis at for hver x € U finnes det y € V slik at = € A,
Hint: Hva er unionen av alle mengdene A, med y € V7

Vi har:

Uyev Ay = F(Uyev{y}) = F(V) = U. ()

(iii) Gitt € U velger viy € V slik at x € A, og definerer da f(z) = v.
Hvorfor far vi en veldefinert og entydig bestemt avbildning f: U — V?
Hint: Relater dette til de foregaende spgrsmalene.

Vi har nettopp vist at gitt x € U finnes det en og bare en y € V slik
at x € A,

(iv) Vis at for alle B € P(V) har vi F(B) = f~![B].
Hint: Skriv B som en union av ettpunktsmengder.

' Vi har: ﬂ
fBl={zeU : f(z)€ B}, (6)
={zeU : Jye B zecA}l, (7)
= UyeBAy, (8>
= F(Uyes{y}), (9)
= F(B). (10)

Oppgave 3. La A veere en mengde. Vi antar at vi har valgt et element
x € A og en avbildning f : A — A. Vi definerer da en fglge u i A ved
induksjon ved at uy = = og for hver n € N, u, 1 = f(u,). Vi ser pa u som



en avbildning N — A. Vi antar at u er surjektiv men ikke injektiv. Vi antar
ogsa at f er injektiv. Vi definerer, forn e N, N, = {p e N : p < n}.

(i) Vis at det finnes n € N\ {0} slik at u,, = x.
Hint: Bruk ikke-injektiviteten av w til fgrst a finne m,n € N med n # 0
slik at 1 = Up,.

~ )

Bruk ikke-injektiviteten av u til & finne m,p € N slik at u, = u,, og
p # m. Vi antar p > m og skriver da p = m 4+ n med n # 0.
Vi sjekker na at w,, = x. Hvis ikke har vi u,, # z. Ved induksjon far vi
da, for alle ¢, at ugy, = u, og det motstrider tilfellet ¢ = m.

(ii) Bruk velordningsprinsippet til a vise at man kan velge n € N\ {0} slik
at u, = x og i tillegg er den induserte avbildningen u : N,, — A bijektiv.
Hint: Betrakt mengden av n # 0 slik at u,, = x.

Mengden av n # 0 slik at u,, = = er ikke tom. Den har et minste
element som vi tillater oss a kalle n.

Den induserte avbildningen er injektiv, ellers kunne vi finne en enda
mindre n med teknikken over.

La V veere verdimengden V = u[N,]. Vi viser ved induksjon at
for alle p € N sa er u, € V. Vi har vy € V siden n # 0. Hvis
u, € V har vi en ¢ < n slik at u, = u,. Hvis ¢ +1 < n har vi
Upr1 = f(up) = f(uy) = ugs1 € V. Hvis ikke far vi ¢ +1 = n. Da har
Vitppr =Ugrn =T =1up € V.

Vi har vist at Vp € N w, € V. Siden u : N — A er surjektiv folger
det at u : N,, — A er surjektiv.




