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Kapittel 1
Logikk og bevis

Malet vart i dette kapitlet er a vise at alle matematiske utsagn i prinsippet kan kodes med
formelle uttrykk som involverer symboler som

AV, oy =, Y, 3L

Dette hjelper oss blant annet med & forsta hvilke bevisteknikker som kan brukes i ulike tilfeller.

For eksempel vil definisjonen av kontinuitet av en funksjon f: R — R se slik ut:
VieRVeE>030>0VyeR (lz—yl<d=|f(z)— fly)| <e).

Som vi ser er dette komplisert! Det kan forklare litt hvorfor kontinuitetsbevis er vanskelige.

Bevis skal i prinsippet kunne gjores sa formelle at de kan sjekkes av en datamaskin; sakalte
formelle bevis. Men vi gar ikke helt dit.

1.1 Utsagnslogikk

Utsagn: En setning som enten er sann eller usann.
Eksempler:

e 3 er et primtall.
e 14+2=3.
e 4 er et primtall.
e 14+2=T.

Ikke-eksempler:

o 1+ 2 (kun et uttrykk; det har ingen sannhetsverdi).
o x+ 2 =3 (avhenger av x; umulig & si for vi gir x en verdi).
o 14+ =2 (ugyldig setning).

Interessant eksempel: “Alle partall stgrre enn eller lik 4 kan skrives som en sum av to primtall.”
Dette er helt klart sant eller usant, altsa et utsagn, men ingen vet svaret (Goldbachs formodning).
Hva med: “Denne setningen er usann.”

Paradoks! Vi ma passe pa a bygge opp logikken var slik at slike setninger ikke kan formuleres.
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6 KAPITTEL 1. LOGIKK OG BEVIS

Logiske konnektiver

Vi bruker variabler som P, @, R, ... for & betegne utsagn. Symbolet T brukes for verdien “sann”
og L for “usann” (i boka brukes 1 og 0).

Negasjon: Gitt P, har vi utsagnet =P, uttalt “ikke P”, definert ved sannhetstabellen

P |-P
T L
LT

Altsé er =P usann om P er sann, og sann om P er usann.
Gitt P, Q har vi:
Konjunksjon: PAQ “Pog Q”
Disjunksjon: PVvQ “P eller Q7
Implikasjon: P=Q “P impliserer Q)”
Ekvivalens: Ps@Q “P er ekvivalent med Q.

Sannhetstabellen som definerer disse konnektivene er som fglger:

P Q|PNQ PVQ P=Q P&Q
T T T T T T
T 1 1 T 1 L
7T 1 T T L
1 1 1 1 T T
Merk:
e PV(Q er sann nar minst én av P og ) er sann, ulikt i dagligtale nér vi sier “enten ... eller

9

e P = @ kan vere forvirrende, men tenk pa det som at Q) er “minst like sann” som P:
P = @ er kun usann nar P er sann og () er usann.

Sammensatte utsagn

Vi kan bruke de logiske konnektivene til & danne sammensatte utsagn, for eksempel
-@Q = —-P.

Fra sannhetstabellen ser vi at dette uttrykket tar de samme verdiene som P = Q:

P Q|P=Q -Q -P -Q=-P
T T T 1 1L T
T L L T 1 L
1T T 1 T T
1 L T T T T

Vi sier at P = () og =Q) = —P er logisk ekvivalente.

Et sammensatt utsagn som alltid er sant kalles en tautologi, for eksempel

(PA(P=Q)=Q.
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Det finnes mange tautologier. Her er noen:

P=Q & (~PVQ),
PeQ) < (P=QN(Q=P),
—--P & P,

S(PAQ) & SPV-Q,

S(PVQ) &  SPA-Q,
PA(QAR) & (PAQ) AR,
PV (QVR) & (PVQ)VR,
PA(QVR) & (PAQ)V (PAR),
PV (QAR) & (PVQ)AN(PVR).

Se boka side 1518 for flere.

Eksempel 1.1. Vi kan bruke tautologiene over for & utlede flere. For eksempel kan tautologien
(PAQ)= R) & (P = (Q=R)).
Utledes ved folgende, der vi bruker tre av tautologiene fra lista over (1, 4 og 7):

(PANQ)=R<~(PANQ)VR
< (-PV-Q)VR
< PV (-QVR)
& P=(Q=R).

1.2 Bevis i utsagnslogikk

Bevis, uformelt sett: overbevisende argument for at et gitt utsagn er sant.

Litt mer formelt: Bevis for et mal P gitt Q1,...,Q, er en sekvens av logisk gyldige deduksjoner
der vi kan bruke antagelsene vare @)1, ..., Q, og ender med P.

Vi gar gjennom

e bevisteknikker for a bevise diverse logiske utsagn, og viser strukturen et tilsvarende bevis
har;

« slutningsregler som sier hvordan vi kan bruke de logiske konnektivene til & trekke diverse
slutninger.

Bevis med implikasjon

Folgende dekkes av Prinsipp 1.4.11 [1].
Bevisteknikk 1. For & bevise P = @, anta P og utled Q.

Det ser typisk slik ut:

Bevis for P = Q:
Anta P.
(Bevis for Q)
Vi konkluderer med P = Q).
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Merk at der det star (Bewvis for Q) ma vi fylle inn et faktisk bevis for utsagnet @, der vi fritt kan
benytte antagelsen P. Hvordan dette beviset for @) faktisk utarter seg kommer an pa konteksten.
Likevel vil strukturen ellers i et bevis for en implikasjon typisk se ut som over.

For a gve oss kan vi bruke Bevisteknikk 1 til & vise at P = (Q = P) er en tautologi.

Eksempel 1.2. La P og ) veere utsagn. Bevis

P=(Q=P).
Lgsning:
Vi beviser P = (Q = P):
Anta P. (Bevisteknikk 1. Malet er na Q@ = P.)
Anta Q. (Bevisteknikk 1. Malet er na P.)

Vi har allerede P fra en tidligere antagelse.
Vi konkluderer med @ = P.
Vi konkluderer med P = (Q = P).

Vi introduserer forste slutningsregel. Den regnes som fundamental i logikk og kalles gjerne modus
ponens.

Slutningsregel 1. Om vi har P og P = @, kan vi konkludere med Q.

Vi beviser nok en tautologi for & gve oss p& bruken av bevisteknikkene og slutningsreglene.

Eksempel 1.3. La P og @) veere utsagn. Bevis
P=((P=Q) =Q).

Lgsning:

Vi beviser P = ((P = Q) = Q):

Anta P. (Bevisteknikk 1. Mdlet er na (P = Q) = Q)
Anta P = Q. (Bevisteknikk 1 igjen. Malet er nd Q)
Vi har P og P = @, s vi far Q. (Slutningsregel 1)

Vi konkluderer med (P = Q) = Q.
Vi konkluderer med P = ((P = Q) = Q).

Bevis med konjunksjon

Bevisteknikk 2. For & bevise P A ), bevis P og @ hver for seg.

Det ser typisk slik ut:

Bevis for P A Q:
Bevis 1:

Vi viser P:
(Bevis for P)
Bevis 2:
Vi viser Q:
(Bevis for Q)
Vi konkluderer med P A Q.
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Slutningsregel 2. Fglgende gjelder:

(i) Om vi har gitt P og vi har gitt @, kan vi konkludere med P A Q.
(i) Om vi har gitt P A @, kan vi konkludere med P. Om vi har gitt P A @, kan vi ogsa

konkludere med Q.

Folgende eksempel illustrerer bruk av Bevisteknikk 2 og Slutningsregel 2.

Eksempel 1.4. La P, Q og R veere utsagn. Anta at P = (QAR) holder. Vis at (P = Q)A (P =

R) holder.
Lgsning:

Anta at P = (Q A R) holder.
Vi beviser (P = Q) A (P = R):
Bevis 1:
Vi viser forst P = @Q:
Anta P.

Vi har P og P = (Q A R), som gir Q A R.

Spesielt har vi Q.
Vi konkluderer med P = Q.
Bevis 2:
Deretter viser vi P = R:
Anta P.

Vi har P og P = (Q A R), som gir Q A\ R.

Spesielt har vi R.
Vi konkluderer med P = R.
Vi konkluderer med (P = Q) A (P = R).

Bevis med disjunksjon

(Bevisteknikk 2)

(Bevisteknikk 1. Malet er na Q)
(Slutningsregel 1)
(Slutningsregel 2)

(Bevisteknikk 1. Mdlet er nd R)
(Slutningsregel 1)
(Slutningsregel 2)

Bevisteknikk 3. Om du har PV @Q og skal bevise R, del opp i to tilfeller: ett der du har P og

skal bevise R, og ett der du har @ og skal bevise R.

Det ser typisk slik ut:

Vi vet at PV @ holder.
Bevis for R:
Tilfelle 1:

Anta P.
(Bevis for R)
Tilfelle 2:

Anta Q.
(Bewvis for R)

I hvert tilfelle stemmer R, sa vi konkluderer med R.

Slutningsregel 3. Om du har P eller har ), kan du slutte P V Q.
Eksempel 1.5. La P, Q og R vere pastander slik at P A (Q V R). Bevis at (PAQ)V (P AR).

Lgsning:
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Vi vet at P A (QV R).
Vi beviser (PAQ)V (P AR)

Fra P A (Q V R) slutter vi P. (Slutningsregel 2)
Fra P A (Q V R) slutter vi Q V R. (Slutningsregel 2)
Tilfelle 1: (Bevisteknikk 3 pa QQ V R)
Anta Q.
Siden vi har P og Q, slutter vi P A Q. (Slutningsregel 2)
Spesielt har vi da (P A Q) V (P A R). (Slutningsregel 3)
Tilfelle 2:
Anta R.
Siden vi har P og R, slutter vi P A R. (Slutningsregel 2)
Spesielt har vi da (PAQ)V (P A R). (Slutningsregel 3)

I hvert tilfelle stemmer (P A Q) V (P A R), sa vi konkluderer med (P A Q) V (P A R).

Bevis med negasjon

Den vanligste maten a vise =P pa er a anta P og utlede en usannhet, altsa L. Dette er typisk
noe som apenbart er usant, ofte Q A —Q for et eller annet utsagn ). En slik usannhet kalles
ofte en selvmotsigelse, eller noe “absurd”. Denne bevisteknikken kan begrunnes med at =P og
P = 1 er logisk ekvivalente. Bevisteknikk 4 under kan dermed ses pa som et spesialtilfelle av
Bevisteknikk 1.

Bevisteknikk 4. For & bevise =P, anta P og utled en usannhet.

Det ser typisk slik ut:

Bevis for —P:
Anta P.
(Bevis for 1)
Vi konkluderer med —P.

Om vi bruker at P og —(—P) er logisk ekvivalente, ser vi at vi kan ogsa bruke teknikken over
pa folgende mate: For & vise P, anta =P og utled en usannhet. Dette kalles ofte for selvmotsi-
gelsesbevis. Vi kan gjerne kalle Bevisteknikk 4 for selvmotsigelsesbevis ogséd, men logikere liker
a skille de to.

Eksempel 1.6. Anta at =P A =@ holder. Bevis at (P V Q).
Lgsning:

Vi antar =P A =Q.
Vi skal na vise =(P V Q).

For & oppna en selvmotsigelse, anta PV Q. (Bevisteknikk 4. Mdlet er na L)
Tilfelle 1: P holder. (Bevisteknikk 3)
Vi har =P A =Q, som spesielt gir =P. (Slutningsregel 2)
Fra P og —P konkluderer vi med P A =P, som er en selvmotsigelse.  (Slutningsregel 2)

Tilfelle 2: @ holder.
Vi har =P A —(Q), som spesielt gir —(). (Slutningsregel 2)
Fra @ og —Q konkluderer vi med Q A —(Q), som er en selvmotsigelse.

I hvert tilfelle oppnadde vi en selvmotsigelse.

Vi konkluderer med =(P V Q).
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Vi har sett tidligere at P = @ og =) = —P er logisk ekvivalente. For & bevise implikasjonen
P = @, kan vi med andre ord bevise =) = —P i stedet. Et slikt bevis kalles et kontrapositivt
bevis.

Bevisteknikk 5. For & bevise P = @, anta =@ og utled —P.

I seksjonen for bevis med disjunksjon ga vi ikke en konkret teknikk for a bevise PV Q. Vi kan né
formulere en slik teknikk, som er basert pa tautologien (P V Q) < (=P = Q). Denne teknikken
er ikke alltid naturlig & bruke, man ma se litt an situasjonen.

Bevisteknikk 6. For & bevise P V @), anta =P og utled Q.
Eksempel 1.7. Anta at —(P A @) holder. Bevis at =P V =@ holder.

Vi antar =(P A Q).
Vi beviser =P V —Q:

Anta —(—P). (Bevisteknikk 6. Malet er na —Q)
Vi har =(—=P) og =(—P) = P, sa vi far P. (Slutningsregel 1)
Anta Q. (Bevisteknikk 4. Malet er nd 1)
Vi har P og @, sa vi kan slutte P A Q. (Slutningsregel 2)
Fra P A Q og =(P A Q) slutter vi (P A Q) A—(P AQ), en selvimotsigelse. (Sl.regel 2)

Vi konkluderer med —@Q).
Vi konkluderer med =P V —Q).

Bevis med ekvivalens

Bevis for ekvivalens P < @ er rett fram. Vi bruker simpelthen at P < @ er logisk ekvivalent
med (P = Q) A (Q = P). Fglgende bevisteknikk kan dermed utledes fra Bevisteknikk 2:

Bevisteknikk 7. For & bevise P < @, bevis P = @ og Q = P hver for seg.

Det ser typisk slik ut:

Bevis for P < Q:
Bevis 1:
Vi viser P = Q:
(Bevis for P = Q)
Bevis 2:
Vi viser Q = P:
(Bewvis for Q = P)
Vi konkluderer med P < Q.
Merknad 1.8. Noen av bevisteknikkene og slutningsreglene kan kanskje oppleves litt pedantiske
eller slaviske. Poenget her har veert & vise at et bevis kan reduseres til noen minste byggestener.
Malet er at bruk av disse teknikkene skal ga mye mer pa automatikk etter hvert. Likevel tror

jeg det kan veere instruktivt a se hvordan det ville sett ut dersom man begrunner hvert minste
lille steg, slik vi har gjort her.

1.3 Predikatlogikk

Vi skal né ta steget videre fra kun utsagn, og begynne a snakke om objekter. Vi bruker variabler
som x, ¥, 2z, 0sv., til & betegne dem. De skal tilhgre et eller annet univers U. Hva dette universet
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er, kommer an pa konteksten (men fra kapittel 2 av skal vi konsentrere oss om universet av
mengder).

La oss se for oss at vi jobber med heltall som univers, altsa 0, +1,£2,43,.... Om vi lar x veere
en variabel, kan vi danne uttrykket

r+1=2.

Dette er ikke et utsagn, da det ikke har en sannhetsverdi fgr vi har satt inn en konkret verdi
for x. Vi kaller slike uttrykk for predikater og bruker symboler som P(z), Q(z), osv. for dem (i
boka kalles de egenskaper). Om vi lar P(x) sta for predikatet  + 1 = 2, sa vil P(1) betegne
utsagnet 1 4+ 1 = 2 (som er sant), mens P(2) vil betegne utsagnet 2 + 1 = 2 (som er usant).

Vi kan ogsé ha predikater av flere variable. For eksempel kunne vi betraktet
R(z,y) : x*+y>0.

Dette er et predikat av to variable. Her far vi altsa et utsagn fgrst nd vi setter inn konkrete
verdier for bade = og y. For eksempel er R(—2, —1) sant mens R(1, —4) er usant.

Mer generelt kan vi ha predikater P(z1,...,z,) av n variable.

Kvantorer

Dersom P(z) er et predikat, sa kan vi danne to viktige utsagn:

o VzP(x) — “for alle z gjelder P(z)”,
o JzP(x) — “det fins en z slik at P(x) gjelder”.
V kalles den universelle kvantoren, mens 3 kalles den eksistensielle kvantoren.

For predikatet P(x) : x4+ 1 = 2 betraktet over, vil utsagnet VzP(z) veere usant: Det er ikke
slik at P(x) stemmer uansett x, for eksempel er P(2) usant. Derimot er utsagnet JxP(x) sant,
fordi det fins en z, nemlig = 1, som gjor at P(x) stemmer.

Kvantorene interagerer med negasjon pa felgende grunnleggende mate:

\WaP@) e Fa(~P@),
—(FzP(z)) < Vz(-P(z)).

Det blir mer spennende nar vi bruker kvantorer pa predikater av flere variable. Gitt et predikat
P(z,y) av to variable = og y vil for eksempel Yz P(x,y) veere et nytt predikat av én variabel y.
Fgrst nar vi bruker to kvantorer, for eksempel JyVzP(x,y), far vi et utsagn.

Eksempel 1.9. Vi betrakter predikatet
R(z,y) : 22+y>0

hvor universet er alle heltall. Ved & bruke universell og eksistensiell kvantor kan vi na lage 8
apriori ulike utsagn:

1. VaVyR(z,y) 2. VyVz R(x,y)
3. VzdyR(x,y) 4. Vy3x R(x,y)
5. JzVy R(x,y) 6. JyVz R(z,y)
7. Jz3JyR(x,y) 8. JyJz R(x,y)
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Vi merker oss at 1 og 2 generelt er ekvivalente, og at 7 og 8 er ekvivalente: det spiller ingen rolle
hvilken rolle kvantorer av samme sort star i. Utover dette er resten av utsagnene generelt ikke
ekvivalente.

Utsagn 1 og 2 her pastar at 22 +y > 0 for alle verdier av x og y. Dette er usant, for vi kan jo
plugge inn for eksempel x = 0 og y = —1.

Utsagn 3 sier at det for enhver z fins en y slik at 22 +y > 0. Dette stemmer, da vi vet at 22 > 0
alltid, sa vi gitt 2 bare velge y = 0 og fglgelig fa 2% +y = 22 > 0.

Utsagn 4 sier at det for enhver y fins en  slik at 22 + y > 0. Dette stemmer, men her ma z
avhenge av y. Vi kan for eksempel gitt y velge x = y. Vi far da at 2 +y = y(y + 1). Merk at
dette alltid er ikke-negativt for all heltall y: den eneste maten det kunne blitt negativt pa er om
y og y + 1 har motsatt fortegn, men det gar ikke.

Utsagn 5 sier at det finnes en z slik at uansett y s blir 22 +y > 0. Dette gar ikke: Uansett hva
x matte veere, si kan vi for eksempel velge y = —22 — 1, og fa 22 +y = —1 < 0.

Utsagn 6 sier at det finnes en y slik at uansett hva z métte veere, sa bli 224y > 0. Dette finnes!
Ta nemlig y = 0. Da er 2 +y = 22 > 0. Dette sa vi egentlig allerede i utsagn 3: Merk at
JzVyR(z,y) generelt alltid impliserer Vy3xR(z,y)!

Videre stemmer utsagn 7 og 8, for her ber vi bare om det finnes et par av verdier x og y som
gjor at 22 + 1 > 0. Da kan vi for eksempel velge x = y = 0.

Likhet

Uansett hvilket univers vi jobber med sa antar vi at det finnes et begrep om likhet, altsa at for
gitte objekter z og = kan vi danne utsagnet z = y (som da er sant eller usant). Vi tar for gitt
at likhet tilfredsstiller folgende egenskaper:

(i) Vz(x = z).
(ii) VeVy(z =y =y = x).
(iii) VaVyVz((z =y) A (y = 2) = = = 2).

I tillegg, dersom P(z) er et predikat, sa har vi at
o VaVy ((:c =y = (Pl)= P(y)))

Mer uformelt, dersom x og y er like, sd kan vi fritt erstatte forekomster av x med forekomster
av y i alle mulige uttrykk.

Unik eksistens

Kvantoren 3 brukes for & uttrykke at noe eksisterer med en gitt egenskap. Vi innfgrer ogsa 3!,
som betegner at det eksisterer et unikt objekt med en gitt egenskap. Vi kan definere bruk av
kvantoren som folger: gitt et predikat P(x), sa definerer vi

JzP(x) < (JzP(x)) A VaVy (P(x) ANP(y) = «z :y).
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1.4 Bevis i predikatlogikk

Vi har fglgende grunnleggende méate & bevise et utsagn pa formen VaP(z).

Bevis med universell kvantor

Bevisteknikk 8. For a bevise VzP(x), la a veere vilkarlig og utled P(a).

Dette ser typisk slik ut:

Bevis for Yz P(z):

La a veere vilkarlig.
(Bewvis for P(a)).
Vi konkluderer med VzP(x).

Slutningsregel 4. Om du har gitt et objekt a og vet at VaP(z), kan du slutte P(a).

Igjen illustrerer vi bruk av teknikkene ved & bevise fglgende tautologi:

Eksempel 1.10. La P(z) og Q(x) veere predikater. Bevis folgende:

Va(P() A Q) = (YeP(@)) A (2Q()).

Lgsning:

Vi beviser Vz(P(z) A Q(z)) = (VaP(z)) A (VaQ(z)):

Anta Vz(P(z) A Q(z)). (Bevisteknikk 1. Mdlet er nd (VzP(z)) A (VzQ(x)))
Bevis 1: (Bevisteknikk 2)
Vi skal bevise Yz P(x).
La a veere vilkarlig. (Bevisteknikk 8. Malet er na P(a))
Vi har at P(a) A Q(a). (Slutningsregel 4)
Spesielt har vi P(a). (Slutningsregel 2)
Vi konkluderer med VzP(x).
Bevis 2:
Vi beviser na VzQ(x).
La a veere vilkarlig. (Bevisteknikk 8. Malet er na Q(a))
Vi har at P(a) A Q(a). (Slutningsregel 4)
Spesielt har vi Q(a). (Slutningsregel 2)

Vi konkluderer med VzQ(z).
Vi konkluderer med (VzP(x)) A (VzQ(x)).
Vi konkluderer med Vz(P(z) A Q(z)) = (VaP(x)) A (VzQ(x)).

Bevis med eksistensiell kvantor

Slutningsregel 5. Fglgende gjelder:

(i) Om du har gitt 3z P(z), kan du innfgre et objekt a med egenskapen P(a).
ii m du har et objekt a med egenskapen P(a), kan du konkludere med at dzP(z).
Om du h bjek d k P kan du konklud d at Jx P
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Eksempel 1.11. La P(z) vere et predikat og la @) veere et utsagn. Bevis

(Fe(P(z) = Q) = ((vaP(2)) = Q).

Lgsning:

Vi skal bevise (EIx(P(x) = Q)) = ((VacP(x)) = Q).

Anta Jz(P(z) = Q). (Bevisteknikk 1. Mdlet er nd (VzP(x)) = Q.)
Anta VzP(z). (Bevisteknikk 1. Malet er na Q.)
Fra 3z(P(z) = Q) innferer vi a slik at P(a) = Q. (Slutningsregel 5)
Fra VzP(x) deduserer vi P(a). (Slutningsregel 4)
Fra P(a) og P(a) = @ konkluderer vi Q. (Slutningsregel 1)

Vi konkluderer med (VzP(x)) = Q.
Vi konkluderer med (EIQ;(P(:I:) = Q)) = ((VmP(a:)) = Q).
Den siste bevisteknikken gir en mate a bevise eksistens pa ved & anta det motsatte og prgve &

oppna en selvmotsigelse. Dette er ikke en teknikk som alltid er naturlig & bruke, men den kan
veere veldig kraftig i riktig situasjon.

Bevisteknikk 9. For & bevise 3z P(x), anta Yx—P(z) og oppna en selvmotsigelse.
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Kapittel 2

Mengder

I forste kapittel bygget vi forst opp utsagnslogikk, og deretter predikatlogikk hvor vi betraktet
objekter som tilhgrte et eller annet univers. Dette universet kunne for eksempel veere alle heltall.
I dette kapittelet skal vi bygge opp et helt spesielt univers, nemlig universet av sikalte mengder.
Vi skal sette opp utgangspunktet for den vanlige matematikken inne i dette universet.

Vi antar altsd at vi har et univers hvor vi skal bruke bokstaver som x, y, z, men ogsa A, B og
C, for & betegne objektene. Disse objektene kaller vi altsa for mengder. 1 tillegg antar vi et helt
grunnleggende predikat av to variable: x € y. Dette er da et utsagn for hvert konkrete par av
mengder x og y. Vi uttaler x € y som at = er et element av y, eller at y inneholder x. Vi innfgrer
ogsa forkortelsen

¢y < ~(zey).

Merk at alle matematiske objekter kommer til & veere mengder nar vi danner et fundament pa
denne maten: tall, tupler, funksjoner, relasjoner, ogsa videre. Vi kommer imidlertid ikke til a
tenke pa alle disse objektene som mengder etter at vi har enkodet dem som mengder og utledet
deres grunnleggende egenskaper.

Vi skal na gradvis begynne & innfgre aksiomer for hvordan mengder og element-predikatet opp-
fgrer seg.

2.1 De forste aksiomene

Likhet og inklusjon

Siden vi antar at alle universer av objekter er utstyrt med et begrep om likhet, har vi ogsa et slikt
begrep for mengder. Gitt to mengder A og B kan vi altsa spgrre om A = B. En grunnleggende
egenskap vi antar at likhet har, er at to like mengder fritt kan byttes ut med hverandre i diverse
utsagn. Dette innebaerer spesielt at vi har

VAVB(A:B = Vm(wéA@:z:EB)).

Sagt med ord: dersom to mengder er like, inneholder de ngyaktig de samme elementene.

Det forste aksiomet vart sier det motsatte: altsa at dersom to mengder inneholder ngyaktig de
samme elementene, sa er de like.

Aksiom 1. Vi har at
VAVB (Va(zc A< zeB) = A=B)

17
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Vi innfgrer na et av grunnbegrepene for mengder.

Definisjon 2.1. La A og B vaere mengder. Vi sier at A er en delmengde av B og skriver A C B
dersom fglgende gjelder:
Va(r € A= x € B).

Lemma 2.2. Vi har at

VAVBVz ((z€ AN ACB) = z€B).

Beuvis. Vi skriver beviset systematisk som vi gjorde i Kapittel 1 og referer eksplisitt til bevis-
teknikker og slutningsregler.

Vi skal vise at VAVBVz ((ZL'EA NACB) = :L‘EB):

La A, B og x veere vilkarlige mengder. (Bevisteknikk 8)
Antar e A N ACB. (Bevisteknikk 1)
reA N AC B gir spesielt z € A. (Slutningsregel 2)
xre€A N AC B gir spesielt A C B. (Slutningsregel 2)
Per definisjon av A C B har vi at Vy(y € A =y € B).

Vifardaatz € A=z € B. (Slutningsregel 4)

Siden vi nd har = € Aog z € A = x € B, konkluderer vi med at = € B. (Slutningsregel 1)
Vi konkluderer med at (r € A AN AC B) = z € B.

Siden A, B og z var vilkarlige, konkluderer vi med at VAVB Vz ((a: €EANACB) = =z € B).

O

Beviset for fglgende proposisjon lar vi veere en oppgave.

Proposisjon 2.3. Vi har at

VA AC A,
VAVBYC (AgBA BC(C — Agc),

VAYB (AgBA BCA — A:B).

Tomme mengder

Definisjon 2.4. Vi sier at en mengde A er tom dersom den ikke inneholder noen elementer.
Altsa
Vr(z ¢ A).

Proposisjon 2.5. La A og B vere tomme mengder. Da er A = B.

Bevis. Vi viser at Vz(x € A < z € B):

La x veere vilkarlig. Fra definisjonen av en tom mengde vet vi at x ¢ A og x ¢ B. Ergo er
utsagnene x € A og x € B usanne, sa ekvivalensen x € A < = € B er sann.

Siden z var vilkarlig, har vi nd vist at Vz(z € A & = € B). Fra Aksiom 1 kan vi konkludere
med at A = B. O
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Proposisjon 2.5 viser at det kan finnes hgyst én tom mengde. Men vi vet ikke enné at det fins en
tom mengde i det hele tatt. Faktisk kunne universet vart av mengder veert helt tomt sa langt.
Men dette vil neste aksiom endre.

Aksiom 2. Det fins en tom mengde. Altsa
JAVz(x ¢ A).

Notasjon 2.6. Ved Aksiom 2 og Proposisjon 2.5 vet vi na at det finnes en unik tom mengde.
Vi betegner den med (). Denne mengden karakteriseres altsa ved at

Ve(x ¢ 0).

Vi vet altsa na at universet vart i hvert fall inneholder ett objekt, den tomme mengden. Men s&
langt trenger det ikke inneholder noe mer.

Mengder bestemt av predikater

La P(x) veere et predikat. Et legitimt spgrsmal er om det eksisterer en mengde B som er
karakterisert av at elementene tilfredsstiller predikatet P(x). Med andre ord, fins det en mengde
B slik at

r€B <= Px)?

I boka kaller man slike predikater for mengdebyggende, men jeg tror ikke jeg kommer til & bruke
det sa mye.

Lemma 2.7. La P(x) vere et predikat, og anta at det fins en mengde B slik at
Ve (re B <= P(z)).

Da er B entydig bestemt. Med andre ord, dersom B’ er en mengde slik at
Vz(r € B <« P(x)),

sd mdi B=DB'.

Bevis. Vi antar at B og B’ begge er mengder som tilfredsstiller de overnevnte egenskapene. Vi
bruker nd Aksiom 1 til & vise at B = B’.

La x veere vilkarlig. Dersom z € B, far vi per antagelse om B at P(x). Men per antagelse om B’
gir dette € B’. P4 den andre siden, dersom z € B’ gir antagelsen om B’ at P(x), som igjen
gir x € B fra antagelsen om B.

Argumentet over viser at Va (z € B < = € B’). Fra Aksiom 1 konkluderer vi med at B = B’. [

Notasjon 2.8. La P(x) vere et predikat. Vi betegner den unike mengden fra Lemma 2.7,
dersom den finnes, med

{z: P(x)}.

Dette leses “mengden av z slik at P(x)”. Denne mengden karakteriseres altsa entydig ved egen-
skapen

Vy(ye{z: P(z)} <<= Py)).
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Eksempel 2.9. La P(x) sta for predikatet L, altsa predikatet som er universelt usant uavhengig
av hva x matte veere. Dette predikatet er mengdebyggende dersom det fins en mengde B slik at

Ve(reB <<= 1).

Siden (z € B) < L er logisk ekvivalent med = ¢ B, ser vi at utsagnet over karakteriserer den
tomme mengden. Vi konkluderer med at P(x) er mengdebyggende, og at

)={x:L}.

Eksempel 2.10. La P(z) sta for predikatet « ¢ x. La oss anta at det er mengdebyggende, altsa
at det fins en mengde B som karakteriseres av

Vz(r € B <= xz¢ux).

Na& har det seg slik at enten sd er B € Beller sa er B ¢ B. Dersom B € B gir den karakteriserende
egenskapen til B at B ¢ B, som er en selvmotsigelse. P4 den andre siden, dersom B ¢ B, betyr
det igjen fra den karakteriserende egenskapen til B at B € B, som igjen er en selvmotsigelse. 1
hvert tilfelle far vi en selvmotsigelse.

Konklusjonen var er dermed at mengden B ikke fins, altsa at predikatet = ¢ x ikke er mengde-
byggende. Selvmotsigelsen over kalles Russells paradoks.

Vi har fglgende grunnleggende aksiom for mengdebygging.

Aksiom 3. La P(z) vaere et predikat i én variabel . Da har vi at

¥AIBVz (z€B & (v€A)AP(x)).

Aksiomet sier altsa at om vi allerede har en mengde A og et predikat P(z), sa kan vi danne
en mengde B av elementer x som allerede er i A og i tillegg tilfredsstiller P(x). Da unngar vi
Russells paradoks.

Notasjon 2.11. Aksiomet sier altsa at predikatet (z € A) A P(z) er mengdebyggende. Det
folger fra Lemma 2.7 at mengden B i Aksiom 3 er entydig bestemt. Vi innfgrer notasjonen

(€ A:P(2)}={z: (z € A) A P(2)}.

Aksiomet for par

Folgende aksiom sier at det for alle mengder y og z sa fins det en mengde A som inneholder
béde y og z.

Aksiom 4.
VyVz3A(ye ANz € A).

Aksiomet sier ikke rett ut mengden A inneholder kun x og y, men en slik mengde kan vi na
ordne oss ved hjelp av Aksiom 3.

Proposisjon 2.12. La y og z vere mengder. Da er folgende predikat i variabelen x mengdebyg-
gende:
r=yVvVz=z.
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Bevis. Ved Aksiom 4 sa fins det en mengde A slik at y € AA z € A. Vi bruker na Aksiom 3 til
4 danne oss mengden

B={zcA:z=yVr=2z}
Vi pastar na at
Vi(reB <= z=yVz=2z).

For & vise dette, la x veere vilkarlig. Dersom vi antar at © € B, sa far vi per definisjon av B at
r€Aogx=yVx=z Spesielt harviat t =y V x = 2.

P& den andre siden, dersom vi antar at z =y V x = z, s gir fgrste antagelse at x € A. Vi har
dermed at x € A og x =y V & = z. Per definisjon av B far vi da at x € B.

Siden z var vilkarlig, viser dette at
B={zx:x=yVa=z}
Vi har dermed vist at predikatet er mengdebyggende, hvilket fullfgrer beviset. O
Notasjon 2.13. La y og z vaere mengder. Vi skriver
{y,z}={r:z=yVva==z}

Spesielt skriver vi
{y} ={v.y}.

Legg merke til at {y} er karakterisert av

Ve(ze{y} <= z=y).

Vi har na gatt fra & ha muligens bare én mengde til & ha “uendelig” mange mengder (vi skal
definere uendelighet presist senere). Vi kan na nemlig danne oss mengden {@}. Den er ikke tom,
og dermed ulik (). S& kan vi danne oss {{0}}, som igjen er ulik, ogs& videre.

2.2 Snitt og union

Vi skal nd danne snitt og union av mengder. Men fgrst gjgr vi noen konvensjoner.

Notasjon 2.14. Dersom P(z) er et predikat av en variabel = og A er en mengde, sé innforer
vi felgende forkortelse:

Vee AP(x) <= Vx(re A= P(z)).

Dette gir en litt forkortet bevisstrategi: Nar vi skal bevise hgyresiden ville vi i prinsippet latt
x veert en vilkarlig mengde og deretter antatt at « € A for & utlede P(x). Nar vi beviser
venstresiden sa tenker vi heller at vi lar x € A fra starten av, og deretter er malet a utlede P(z).

Vi gjor noe lignende for eksistensiell kvantor: Vi innfgrer forkortelsen
dJre AP(zx) <= dx(xe€ ANP(x)).

Her blir da tanken at for & bevise at det fins en z slik at © € A og P(z), sa beviser vi direkte at
det fins en = € A slik at P(x).
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Sa, til snitt. Gitt mengder A og B, sa vil vi definere snittet AN B ved hjelp av folgende predikat
av variabelen x:
re ANz € B.

Vi gnsker at dette predikatet skal veere mengdebyggende. Men det er det, for vi kan danne
mengden {x € A : z € B}. Vi har imidlertid lyst til & danne snitt av ikke bare to mengder,
men av stgrre samlinger av mengder. Vi ser generelt for oss at vi har en ikke-tom mengde A av
mengder. Det tilhgrende snittet skal da vaere mengden av elementer som er inneholdt i hver a
mengdene i A. Fglgende proposisjon viser at dette allerede er mulig med aksiomene vi har sa
langt.

Proposisjon 2.15. La A vere en ikke-tom mengde. Da er folgende predikat av variabelen x
mengdebyggende:
VAe A(x e A).

Bevis. Siden A er ikke-tom, kan vi velge en Ag € A. Ved Aksiom 3 kan vi danne mengden

B={xecAy:VAc A(z € A)}.
Vi merker oss deretter at, analogt som i beviset for Proposisjon 2.12, at

Ve(reB <= VAecA(zeA).
Dette viser at predikatet er mengdebyggende. O
Notasjon 2.16. Gitt en ikke-tom mengde A si setter vi
(A={z:VAec A(z € A)}
og kaller denne mengden for snittet av A.
Dersom A = {A, B}, sa skriver vi spesielt
(NA=ANB.

Eksempel 2.17. La

A= {{03,{0,{0}}, {0, ({031} }.

Vi ser at 0 € {0}, 0 € {0,{0}}, og 0 € {0,{{0}}}, sa 0 € N.A. Pa den andre siden, dersom
r €A, sd mdz e {0}, som gir z = ). Dette viser at

NA={0}.

Vi gar na videre til unioner. Igjen er ideen at vi har en mengde A av mengder, og gnsker 4 danne
mengden av elementer som er inneholdt i minst én av mengdene i A. Vi gnsker med andre ord
at folgende predikat i variabelen x er mengdebyggende:

JAe A(x € A).

I motsetning til snitt, sa trenger vi et nytt aksiom for & danne unioner.

Aksiom 5. Vi har at

VAIBVz (A€ A(z € 4)) = z € B).
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Proposisjon 2.18. La A vere en mengde. Da er folgende predikat av variabelen x mengdebyg-
gende:
JAe A(x e A).

Vi lar beviset for proposisjonen over vaere en oppgave.

Notasjon 2.19. Gitt en mengde A, sé setter vi
UA={z:34c A(x € A)}

og kaller denne mengden for unionen av A.

Dersom A = {A, B}, sa skriver vi spesielt
JA=AUB.

Proposisjon 2.20. La A, B, C o9 D vere mengder. Da gjelder folgende:

AN(BNC)=(AnB)NnC (2.1)
AU(BUC)=(AUB)UC, (2.2)
ANB=DBnNA, (2.3)
AUB = BU A4, (2.4)
AN(BUC)=(ANB)U(ANO), (2.5)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ), (2.6)
AN =0, (2.7)
AUD=A, (2.8)

(2.9)

(ACCANBCD) = (ANBCCND A AUBCCUD).

Bevis. La oss bevise AN (BUC) = (ANDB)U(ANC), resten lar vi veere en oppgave.

La x veere vilkarlig. Anta forst at x € AN (B U C). Per definisjon av snitt far vi da at € A
og ¢ € B UC. Per definisjon av union far vi da at x € B eller z € C. I tilfellet der z € B,
har viat z € ANB,saxz € (ANB)U(ANC). I tilfellet der x € C, far viat z € ANC, sa
re(ANB)U(ANC).

I motsatt retning, anta at z € (AN B) U (ANC). I tilfellet der x € AN B, har vi at bade z € A
og x € B. Sistnevnte gir spesielt x € BUC,sa x € AN(BUCQC). I tilfellet der z € AN C, har vi
bade x € A og x € C. Sistnevnte gir spesielt z € BUC, sa vifarat x € AN (BUC).

Siden x var vilkarlig, konkluderer vi med at AN (BUC)=(ANB)U(ANC). O

Med unioner kan vi na lage oss mengder med tre elementer, fire elementer, ogsa videre. For
eksempel, om vi har mengder x, y og z, sa definerer vi

{z,y, 2} = {z,y} U {z}.
Om w er et fjerde element, definerer vi
{l’, Y, z, ’UJ} = {CC, Y, Z} U {w}?

og slik kan man fortsette. Vi skal imidlertid gjgre dette mer systematisk straks vi har utviklet
naturlige tall.
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Definisjon 2.21. Gitt mengder A og B, sd definerer vi komplementet av B i A til & veere
mengden

A\B={zxec A:z ¢ B}.
Dette kalles ogsa differansen av A og B.

Proposisjon 2.22. For mengder A, B og C gjelder folgende:

C\(AUB)=(C\A)N(C\ B), (2.10)
C\(ANB)=(C\A)U(C\ B). (2.11)
Bewvis. Oppgave. O

2.3 Potensmengder og kartesiske produkt
Vart neste aksiom garanterer at potensmengder eksisterer, altsd mengden av alle delmengder av
en gitt mengde.

Aksiom 6. Vi har at
VAJAVB (B CA— Be A).

Ved & kombinere Aksiom 6 med Aksiom 3 far vi at folgende predikat i variabelen B er mengde-
byggende:
B C A.

Vi kan derfor innfgre fglgende terminologi og notasjon:

Notasjon 2.23. Vi innfgrer notasjonen
P(A)={B:BC A}
og kaller denne mengden for potensmengden til A.

Eksempel 2.24. La oss bestemme potensmengden noen mengder. Vi begynner med ). Gitt en
mengde A sd har vi at A C () hvis og bare hvis A = (). Dermed er P()) = {0}.

La oss na bestemme potensmengden til {#}. Vi har umiddelbart at ) C {0} og {0} C {0}, sa
{0,{0}} € P({0}). For & se at dette er hele potensmengden, la A € P({0}). Vi ma vise at
A =10 v A={0}. Vitaribruk Bevisteknikk 6: Anta at A # (). Da ma det finnes en x € A,
men siden A C {0} s& ma = € {@} som z = . Vi har da at {0} C A C {0}. Vi m4a da konkludere
med at A = {(0}. Vi har dermed vist at

P({0}) = {0, {0}}.

Vi skal na begynne a jobbe oss mot konstruksjonen av det kartesiske produktet av to mengder.
Forst trenger vi folgende lemma.

Lemma 2.25. La x, y, a og b vere mengder. Da gjelder
{z,y} ={a,b} = ((x:a/\y:b)\/(x:b/\y:a)).

Bevis. Oppgave. O
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Definisjon 2.26. La x og y veere mengder. Vi definerer

(z,y) = {{z} {2, y}}.
Vi kaller (z,y) et ordnet par med forste koordinat lik 2 og andre koordinat lik y.

Proposisjon 2.27. La x, y, a og b vere mengder. Da har vi at

(z,y) = (a,b) <= (z=0a)A(y=0).
Bewvis. Vi viser fgrst implikasjonen fra hgyre til venstre. Dersom x = a A y = b, far vi umiddel-
bart (z,y) = (a,b).

Sa viser vi implikasjonen fra venstre til hgyre. Anta at (z,y) = (a,b). Siden {{z},{z,y}} =
{{a},{a,b}} gir Lemma 2.25 da to tilfeller:

o Dersom {z} = {a} og {z,y} = {a,b}, gir forstnevnte x = a. Sistnevnte gir y € {a, b}, s
y =a eller y = 0.

— Dersom y = a far vi z = y = a. Siden b € {z,y}, far vi at x = y = a = b, hvilket gir
gnsket konklusjon (x = a) A (y = b).
— Dersom x = b, har vi gnsket konklusjon x =a Ay =b.

o Dersom {z} = {a,b} og {z,y} = {a}, gir forstnevnte at a € {x} og b € {x}, sd a =b = z.
Sistnevnte gir y € {a}, som gir y = a. Vi har da spesielt (z = a) A (y = b).

I hvert tilfelle har vi altsa at z = a A y = b. Dette viser implikasjonen fra venstre til hgyre. [

Proposisjon 2.28. La A og B vere mengder. Fglgende predikat i variabelen z er mengdebyg-
gende:
Jdr e Ady € B (z = (x,y)).

Bevis. Laxz € Aogy € B.Daer {z} CAC AUB og {z,y} CAUB, sa {z} € P(AUB) og
{z,y} € P(AU B). Det folger at

(z,y) = {{z}, {z,y}} € P(P(AU B)).

La
C={2ePP(AUB)):qx € Ay e B(z = (z,y))}.

Da ser vi pa samme mate som i lignende tidligere bevis at
Vz (z €eC & dJxeAyeB(z= (:E,y)))

Dette fullfgrer beviset. O

P& grunn av Proposisjon 2.28 kan vi nd komme med falgende definisjon:
Definisjon 2.29. La A og B vaere mengder. Vi lar
AxB={z:3x€ A3y e B(z=(z,y))}
og kaller denne mengden det kartesiske produktet av A og B.
Proposisjon 2.30. La A, B og C vere mengder. Da gjelder folgende:
Ax (BNC)=(AxB)n(Ax (),

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC),
AxD=0xA=0.
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Vi definerer ordnede tripler som fglger: gitt mengder x, y og z, sa setter vi

(z,y,2) = ((z,y), 2)-

Man kan da sjekke at for mengder a, b og ¢ sa gjelder (z,y, z) = (a, b, ¢) hvis og bare hvis x = a,
y = b og z = c. Vi skal systematisk definere kartesisk produkt av flere enn to mengder senere.



Kapittel 3

Funksjoner

Vi skal na definere et av de viktigste begrepene i matematikk innenfor det mengdeteoretiske
rammeverket vi har utviklet, nemlig begrepet om en funksjon. Siden alle objektene vare er
mengder, vil funksjoner ogsa defineres til a4 veere visse typer mengder.

3.1 Definisjonen av en funksjon

Definisjon 3.1. En funksjon er en trippel f = (A, B, R) der

(i) A er en mengde.

(ii) B er en mengde.

(iii) R er en delmengde av A x B som tilfredsstiller folgende egenskap:

Ve e Adly € B ((x,y) € R).

Notasjon 3.2. Vi introduserer viktig terminologi og notasjon for funksjoner. La f = (A, B, R)
vaere en funksjon.

Vi kaller A for domenet til f og B for kodomenet til f.

Vi kaller R for grafen til f. Egenskapen til grafen sier da at for hver x i domenet til f sa
skal det finnes en entydig y i kodomenet til f slik at (x,y) er i grafen til f. Siden denne
y-en er entydig bestemt av x, kan vi gi den et navn. Vi kaller den

y = f(x).

I stedet for & skrive la f = (A, B, R) vaere en funksjon, sa kommer vi til &, gitt mengder
A og B, skrive “la f: A — B” veaere en funksjon. Dette uttrykket indikerer da at f er en
funksjon med domene lik A og kodomene lik B.

For & angi en funksjon f mé& man altsd angi domenet A, kodomenet B, og beskrive f(x)
for hver x € A.

Proposisjon 3.3. La f og g vere funksjoner. Da gjelder f = g hvis og bare hvis de tre falgende
egenskapene holder:

(i) f og g har samme domene.

(ii) f og g har samme kodomene.

(iii) For alle x i det felles domenet til f og g gjelder

f(z) = g(z).

27
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Bewis. Siden f og g er funksjoner, kan vi skrive f = (A, B, R) og g = (C, D, S) der A, B, C og
D er mengder, og R C A x B og S C C x D tilfredsstiller kriteriet i Definisjon 3.1 (iii).

Anta forst at f = g. Fra den grunnleggende egenskapen til ordnede tripler far vi umiddelbart
at A=C, B=D, og R= 5. De to forste likhetene sier nettopp at f og g har samme domene
og kodomene. For & vise den siste egenskapen (iii), la © € A veere vilkarlig. Da er (z, f(x)) € R.
Siden R = S, far vi at (z, f(z)) € S. Pa den andre siden er (z,g(z)) € S. Siden det fins en
entydig y € B slik at (z,y) € S, kan vi slutte at f(z) = y = g(z). Siden z var vilkarlig, viser
dette (iii).

I motsatt retning, la oss anta at (i), (ii), og (iii) over er tilfredsstilt. Da gir (i) og (ii) gir
umiddelbart A = C og B = D. Det gjenstar a vise at R = S. La (z,y) € R. Dama y = f(x).
Per antagelse har vi at f(x) = g(z). Men da er (z,g(z)) € S. Vi konkluderer med at (z,y) € S.
I motsatt retning, anta at (z,y) € S. Da ma y = g(x). Per antagelse har vi at f(z) = g(x), men
daer (z, f(z)) € R. Vi konkluderer med at (z,y) € R. Dette viser at R = S, og vi kan slutte at

f=g [

Merknad 3.4. Det er viktig a presisere at definisjonen av en funksjon her er annerledes enn
i [1]. Vi krever at en funksjon skal veere definert overalt pa domenet A. Vart begrep om en
funksjon er altsa det samme som begrepet om en avbildning i [1].

Eksempel 3.5. La A vaere en mengde. La oss se pa hva det innebaerer 4 ha en funksjon f: () — A.
Grafen R til f ma da veere en delmengde av () x A = (). Det fins dermed én eneste mulighet:
R = (). Dette valget av graf tilfredsstiller kriteriet i Definisjon 3.1 (iii), for kriteriet blir tomt. Vi
konkluderer med at det fins ngyaktig én funksjon fra () til A. Denne funksjonen kalles ofte den
tomme funksjonen.

La oss se hva det innebarer 4 ha en funksjon A — (). Na skal grafen veere en delmengde av
A x () = 0. Men kriteriet Vo € A3ly € O(z,y) € § kan nd umulig tilfredsstilles med mindre
A = (). Vi konkluderer med at det kun fins en funksjon fra A til () nar A = (), i hvilket tilfelle vi
har den tomme funksjonen.

Eksempel 3.6. La A veere en mengde. Da kaller vi funksjonen id4: A — A gitt ved
ida(z) =2z, =z€A,
for identitetsfunksjonen pa A. Grafen til id4 er altsd mengden {z € Ax A : 3z € X(z = (z,x))}.

Eksempel 3.7. La A og B veere mengder. Da fins det en “kanonisk” funksjon p;: Ax B — A
gitt ved
p(z,y) =2z, (z,y) € Ax B.

Tilsvarende har vi en kanonisk funksjon po: A x B — B gitt ved

p2(z,y) =y, (z,y) € AxB.

Disse to funksjonene kalles ofte projeksjonene av det kartesiske produktet A x B pa henholdsvis
faktoren A og B.

Legg merke til at om z,w € A x B tilfredsstiller p;(z) = p1(w) og p2(2) = p2(w), s& ma z = w.

Eksempel 3.8. La A veere en mengde og la C' C A. Da kan vi definere en funksjon i: C — A
ved

i(r) =z, xzeC.

Denne funksjonen kalles inklusjonen av C' inn i A.
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La na B vaere en mengde og la f: A — B vare en funksjon. Vi definerer restriksjonen av f til
C til veere funksjonen f|c: C' — B gitt ved

flo(@) = f(z), zeC.
Dersom g: C' — B er en funksjon, sé sier vi at f er en utvidelse av g dersom f|c = g.

Eksempel 3.9. La A og B veere mengder. Anta at Ay og As er delmengder av A slik at
A=A UAy og AN Ay = 0. Om vi har funksjoner fi: Ay — B og fo: Ay — B, sa kan vi
definere en funksjon f: A — B pa folgende vis:

B fi(z), x€ A,
J@) = {fg(:r), T € As.

Med dette sa mener vi funksjonen fra A til B som har graf
R={(z,y) e AxB:(z€d) = y=filx))A(z €Ay = y= fax))}.
At denne grafen faktisk tilfredsstiller Definisjon 3.1 (iii) kommer av at A = A1UA2 og A1NAy = ().

Proposisjon 3.10. La A og B vere mengder. Da er folgende predikat i variabelen f mengde-
byggende:
f er en funksjon fra A til B.

Vi betegner den korresponderende mengden med B?. Med andre ord bestdr mengden B* av alle
funksjoner fra A til B.

Beuvis. Fra definisjonen av en funksjon kan vi skrive predikatet pa folgende mate:
IR € P(Ax B)(f = (4,B,R) A (Vz € Ay € B ((z,y) € R))).
Kall dette predikatet for Q(f). Vi kan da danne mengden

C = {f € ({A} x {B}) x P(4 x B) : Q(f)}.

Det folger da at C' er en mengde slik at f € C hvis og bare hvis Q(f). Dette fullfgrer beviset. [

3.2 Komposisjon

En av de aller mest grunnleggende tingene vi kan gjgre med funksjoner er & komponere dem.

Definisjon 3.11. La A, B og C vaere mengder, og la f: A — B og g: B — C vare funksjoner.
Da definerer vi g komponert med f til & veere funksjonen go f: A — C gitt ved

(go f)(x) =g(f(z)), =€A

Vi kan skrive komposisjoner diagrammatisk pa fglgende mate:
A —f> B—21-C
Eksempel 3.12. La f: A — B veare en funksjon og la C C A veere en delmengde. Da er

restriksjonen f|o: C — B av f til C intet annet enn komposisjonen f|o = foi, deri: C — A
er inklusjonen av C' inn i A.



30 KAPITTEL 3. FUNKSJONER

Proposisjon 3.13. La A, B, C og D vere mengder, ogla f: A— B, g: B—C ogh: C = D
veere funksjoner. Da gjelder

(hog)of=ho(gof),
foidg=f=idgo f.

Beuvis. Beviset for den fgrste identiteten er som fglger: La x € A. Da har vi at

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((ge f)(x)) = (ho(go f))(x).
Siden x var vilkarlig, kan vi slutte at (hog)o f =ho(go f).
Vi overlater neste identitet som en oppgave. O

Definisjon 3.14. La f: A — B vare en funksjon. En funksjon g: B — A kalles

(i) wvenstreinvers for f dersom
go f=ida.
(ii) hoyreinvers for f dersom
fog=idp.
(iii) ¢nvers for f dersom den bade er en venstreinvers og en hgyreinvers for f.

Eksempel 3.15. La A veere en mengde. Da har id4: A — A en invers, nemlig seg selv.

Eksempel 3.16. La A og B vere ikke-tomme mengder der A er en delmengde av B. Betrakt
inklusjonen i: A — B.

Vi kan definere en venstre-invers til i pa fglgende vis: Velg et hvilket som helst element a € A
(vi kan gjgre dette siden A # () og definer g: B — A ved

r, TEA,
g(x) = {
a, x¢ A.

For alle z € A far vi da at

Dette viser at g o7 = id 4.

Anta derimot at ¢ har en hgyreinvers h. Vi skal da ha i o h = idp, altsa i(h(x)) = = for alle
x € B. Siden i(h(x)) € A, gir dette x € A. Vi ma altsa ha at A = B for at ¢ skal kunne ha en
hgyreinvers. Men i dette tilfellet er ¢ = id 4, som er sin egen invers.

Proposisjon 3.17. Anta at f: A — B har en venstreinvers g og en hgyreinvers h. Da er g = h.

Dermed har f en invers, og inversen er entydig bestemdt.

Bewvis. Siden g er en venstreinvers for f, sa har vi at go f = id4. Siden h er en hgyreinvers for
f,sa har vi at f o h =idpg. Vi far na at

g=goidg=go(foh)=(gof)oh=idgaoh=nh.
O

Notasjon 3.18. Dersom f: A — B har en invers, s& sier vi at f er invertibel. I s& fall betegner
vi inversen til f med f~!.

Proposisjon 3.19. Fylgende holder:
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(i) Dersom f: A — B er invertibel, si er f~': B — A invertibel, og (f~1)~1 = f.
(ii) Dersom f: A — B og g: B — C begge er invertible, sa er g o f invertibel, og

(gof)y t=flog™h

Bevis. (i): Per definisjon har vi at fo f~! =idg og f~! o f = id4. Om vi leser disse pa riktig
mate, faller det rett ut at f~! er invertibel, med invers gitt ved f.

(ii): Anta at f: A — B og g: B — C er invertible. Vi beregner da at
(fTreg olgof)=ftolg tog)of=foidgof=f"tof=ida.

Tilsvarende far vi at

1

(gof)o(flog)=go(fof Hogl=goidgog'=gog ' =ide.

Dette fullfgrer beviset. O

Definisjon 3.20. La f: A — B vere en funksjon. Vi sier at f er
(i) injektiv dersom
Vo € AVa' € A(f(z) = f(a') = z=2'),

(ii) surjektiv dersom
Vy e Bar € A(f(z) =vy).

(iii) bijektiv dersom f er bade injektiv og surjektiv.
Vi kan omformulere injektivitet pa fglgende méate: For hver y € B fins det hgyst én x € A slik

at f(x) = y. Vi ser da at bijektivitet er det samme som at det for hver y € B fins ngyaktig én
z € Aslik at f(z) =v.

Proposisjon 3.21. La f: A— B og g: B — C vere funksjoner. Da gjelder folgende:
(i) Dersom f og g er injektive, sd er go f injektiv.
(ii) Dersom f og g er surjektive, sa er go f surjektiv.

(iii) Dersom go f er injektiv, sa er f injektiv.
(iv) Dersom go f er surjektiv, sd er g surjektiv.

Beuvis. Sterkt anbefalt oppgave. O

Proposisjon 3.22. La f: A — B vere en funksjon. Da er f invertibel hvis og bare hvis f er
bijektiv.
Bevis. Anta forst at f er invertibel. Vi viser forst at f er injektiv. La derfor x,2’ € A og anta
at f(z) = f(2'). Vi far da at

z=[THf(x) = FHf) ="
Dette viser at f er injektiv. La sa y € B. Sett x = f~!(y). Vi ser da at

f@) =) = v

Dette viser at f er surjektiv. Altsa er f bijektiv.

Né& antar vi at f er bijektiv. Da fins det for enhver y € B en entydig g(y) € A slik at f(g(y)) = v.
Dette definerer en funksjon g: B — A med egenskapen fog = idg. Spesielt far vi for hver x € A
at f(g(f(z))) = f(x). Fra entydigheten gir dette at g(f(z)) = x. Vi kan dermed slutte at
go f =1ida. Dette viser at f er invertibel. O
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Eksempel 3.23. La A, B og C veaere mengder. Vi betrakter det kartesiske produktet A x B
med projeksjonene p; og po fra Eksempel 3.7. La funksjoner f1: C — A og fo: C — B veere
gitt. Vi kan da danne en funksjon f: C' — A x B ved

f(z) = (N(2), fa(2)), z€eC. (3.1)

Denne funksjonen har egenskapen at p; o f = f1 og p2 o f = fo: Dersom z € C, sa ser vi at

(p1o f)(2) =p1(f(2)) = p1(f1(2), f2(2)) = f1(2).

Dette viser at p1 o f = fi1, og et tilsvarende argument viser at ps o f = fo.

P& den andre siden, gitt en funksjon f: C' — A x B kan vi danne funksjonene pyo f: C' — A og
prof: C— B.

Dette er et typisk eksempel pa en én-til-én-korrespondanse i matematikk. Vi gjor det formelt
ved & definere en funksjon

®: (A x B)Y = (A%) x (BY)

ved
O(f)=(profipzof), fe(AxB)°.

Argumentet over viser at denne funksjonen er surjektiv: Vi sd nettopp at om vi starter med

(f1, f2) € (A) x (BY), sa fins en funksjon f € (A x B)¢ slik at ®(f) = (p1o f,paof) = (f1, f2).

La oss na vise at ® er injektiv. La f,g € (Ax B)® og anta at ®(f) = ®(g). Dette gir pjof = p1og
og pao f =paog. La z € C veere vilkarlig. Disse identitetene gir

p1(f(2)) = (P10 f)(2) = (P10 9)(2) = p1(9(2)),
p2(f(2)) = (P20 f)(2) = (p209)(2) = p2(g(2)).

Altsa stemmer bade forste og andre koordinater til f(z) og g(z) overens. Dette gir f(z) = g(2).
Siden z var vilkérlig, kan vi slutte at f = g. Dette beviser injektivitet.

Vi kan skrive (A x B)Y = (AY) x (BY), men den fulle betydningen av denne notasjonen far vi
ikke dekket i dette kurset. Legg merke til hvordan dette minner om identiteten (ab)® = a“b¢ for
positive reelle tall.

3.3 Familier av mengder

Definisjon 3.24. La I veere en mengde. En familie av mengder indeksert av I er en surjektiv
funksjon I — A.

Notasjon 3.25. Dersom A: I — A er en familie av mengder indeksert av I, skriver vi gjerne
A(i) = A,; for hver i € I. Dersom B: I — A er en annen familie av mengder indeksert av I, og
vi skriver B(i) = B; for hver i € I, sa overlater vi det som en oppgave & sjekke at A = B hvis
og bare hvis A; = B; for hver i € I. Vi skriver derfor ofte (4;);cs istedenfor A nar vi betegner
familien.

La (A;)ier veere en familie av mengder indeksert av I. Vi sier at (4;);cr er en familie av del-
mengder av en mengde X dersom A; C X for hver ¢ € I.
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Definisjon 3.26. La (A;);cs veere en familie av mengder. Da definerer vi

ﬂ A; = ﬂ{A :Fel(A=A;)}, dersom I # 0,

el

Udi=J{A:3iel (A=A},

el

[T4: ={ae (U AZ->I Vi€ I (a(i) € Ay}
el i€l

Disse mengdene kalles henholdsvis snittet, unionen og produktet av (A;)ier.

Notasjon 3.27. Dersom a er et element av produktet [[;o; A; skriver vi ofte funksjonsverdiene
som a(i) = a; og betegner ofte a = (a;);e;y.

Definisjon 3.28. La f: A — B veere en funksjon, laU C Aogla V C B.

(i) Vi kaller mengden
flUl=Af(x):zeUt={yeB:Ix el (y=f(z))}

for direktebildet (eller bare bildet) til U (under f). Spesielt kaller vi f(A) for bildet eller
verdimengden til f, og skriver ogsa Im(f) for denne mengden.

(ii) Vi kaller mengden
fIVI={ze€A: f(x) eV}

for inversbildet til V' (under f).

Merk at en funksjon f: A — B er surjektiv hvis og bare hvis Im(f) = B.

Proposisjon 3.29. La f: A — B vere en funksjon, la (U;);er vere en familie av delmengder
av A og la (V;)icr vere en familie av delmengder av B. Da gjelder folgende:

7 Qv;] = ﬂjf—l[vi], I#90, (3:2)
f‘l[tJ%] =6f‘1[%], (3.3)
fl ﬁIIUi] - ﬁf[Ui], I1#0, (3.4)
f[:UIUi] = :Ulf[Ui]- (3.5)

Bewvis. Oppgave. O
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Kapittel 4

Naturlige tall

4.1 Uendelighetsaksiomet

Siden vart matematiske univers bestar utelukkende av mengder, ma naturlige tall ogsa veere
mengder. Kanskje noe uventet skal vi definere tallet 0 til & veere den tomme mengden, altsa
0 = . Sa skal vi innfgre en grunnleggende operasjon som gitt et naturlig tall n gir det neste
naturlige tallet, altsd det vi vanligvis ville beskrevet som n + 1.

Mer spesifikt: gitt et naturlig tall n, sa skal mengden
nU{n}
uttrykke det “neste” naturlige tallet, ogsa kalt suksessoren til n. Dette gir for eksempel

1=0uU{0} = {0},

2= 1U {1} = {0} U{1} = {0,1},
3=20{2} ={0,1} U {2} = {0,1,2},

ogsa videre. Generelt ser vi at n kommer til & veere mengden av alle de foregaende naturlige
tallene.

Vart forste aksiom sier at det i hvert fall ma finnes en mengde som inneholder tallet 0 = () og
som er lukket under denne suksessor-operasjonen.

Aksiom 7. Vi har at
EII(@EI AN (Ve(zel = zU{x} EI))).
Definisjon 4.1. Vi kaller en mengde I induktiv dersom fglgende holder:

(i) Vel
(ii) For alle z € I har viat x U {x} € I.

Aksiom 7 sier da altsa at det eksisterer en induktiv mengde.

Lemma 4.2. La A vere en ikke-tom mengde bestaende av induktive mengder. Da er (A in-
duktiv.

Bevis. Forst observerer vi at for hver A € A sa gir induktiviteten av A at () € A. Det folger at
0 € NA, som viser (i) i Definisjon 4.1.

35
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Deretter lar vi z veere vilkarlig og antar at € () .A. La na A € A veere vilkarlig. Siden z € N A,
sa er x € A. Siden A er induktiv, folger det at U {z} € A. Siden A € A var vilkarlig, slutter
viat x U{x} € N.A. Siden x var vilkarlig, har vi altsa vist (ii) i Definisjon 4.1. O

Proposisjon 4.3. Fglgende gjelder:
(i) Folgende predikat i variabelen x er mengdebyggende:
P(z): VI(I erinduktiv = x € I). (4.1)

(ii) Mengden
{z: P(z)}

er induktiv.

Bevis. Ved Aksiom 7 eksisterer det en induktiv mengde Iy. Definer
A={I € P(Ip) : I er induktiv}.
Siden Iy € A, er A ikke-tom. Definer C' = (].A. Ved Lemma 4.2 er da C induktiv.

Vi viser na at

Va(z € C < P(x)).

La x veere vilkarlig. Forst antar vi at © € C. For a vise P(z), la I veere en vilkarlig induktiv
mengde. Da er I N Iy induktiv ved Lemma 4.2, og I N Iy € A. Siden x € C = A, slutter vi at
x € INly, sa x € I. Dette viser at P(z) stemmer.

P& den andre siden, anta at P(x) stemmer. Vi vil vise at x € C, sad la I € A, altsa er I € P(Ip)
veere en induktiv mengde. Da far vi umiddelbart fra P(x) at x € I. Fra dette kan vi slutte at
reC.

Vi har na vist at C' = {z : P(z)}, altsa er predikatet P(z) mengdebyggende. Dermed er (i) vist.
Siden vi allerede har vist at C' er induktiv, fglger na (ii). Dette fullfgrer beviset. O]

Definisjon 4.4. Vi bruker notasjonen N for den induktive mengden
N = {z:VI(] er induktiv = z € I)}.

Vi kaller elementene av denne mengden for naturlige tall. Videre definerer vi en funksjon s: N —
N ved
s(n)=nU{n}, neN.

Denne funksjonen kaller vi suksessor-funksjonen.

Folgende aksiomer brukes ofte som utgangspunkt nar man bygger opp de naturlige tallene.

Definisjon 4.5. La (N, 0, s) veere en trippel der

e N er en mengde,
e 0O eretelement i N, og
e s: N — N er en funksjon.

Vi sier at (N, 0, s) tilfredsstiller Peano-aksiomene dersom fglgende holder:

(i) Vn € N (s(n) #0).
(ii) s er injektiv.
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(iii) For enhver delmengde A C N gjelder fplgende: Dersom
0€e A, og
Vne N(ne A = s(n) € A),
s& ma A= N.

Teorem 4.6. Trippelet (N, 0, s) tilfredsstiller Peano-aksiomene.

Bevis. (i) Lan € N. Vihar da at n € {n} CnU{n} = s(n), sa s(n) # 0, det vil si s(n) # 0.

(iii) La A vaere en delmengde som tilfredsstiller 0 € A og Vn(n € A = s(n) € A). Daer A en
induktiv mengde. Fra Proposisjon 4.3 har vi at N C A. Vi konkluderer med at A = N.

(i) Vi viser forst at |Js(n) = n for alle n € N ved a bruke (iii). Definer

B:{nGN:Us(n):n}.

e Merk at Js(0) = U{0} = 0. Med andre ord er ) € B.
o La na n veere vilkarlig og anta at n € B, det vil si |Js(n) = n. Da far vi at

Us(s(m) = Usm) u{sm) = (Usm) u (Uts)}) =nUsmn) = sn).
I siste likhet brukte vi at n C nU{n} = s(n). Dermed er s(n) € B.
Dette viser at B = N, altsa at |Js(n) = n for alle n € N.
Vi kan na vise at s er injektiv. Anta nemlig at m,n € N tilfredsstiller s(m) = s(n). Vi far da at
m = Us(m) = Us(n) =n.
Dette fullfgrer beviset. O

Merknad 4.7. Det tredje Peano-aksiomet (iii) forteller oss at induksjonsbevis er gyldig. La
nemlig P(n) veere et predikat som vi har lyst til & bevise for alle n € N. Definer A = {n € N :
P(n)}. La oss si at vi klarer & bevise de to folgende pastandene:

(i) P(0).
(i) Vn € N (P(n) = P(s(n))).

Vi har da vist at 0 € A og Vn € N (n € A= s(n) € A). Ved (iii) kan vi da konkludere med at
A =N, altsa at P(n) stemmer for alle n € N.

Det fgrste steget over kalles grunnsteget, mens det andre steget kalles induksjonssteget.

Proposisjon 4.8. Vi har at
N = {0} UIm(s).
Bevis. La P(n) betegner predikatet
P(n): n=0V (3meN(n=s(m))).

Da stemmer P(0). Lasa n € N og anta at P(n) stemmer. Da stemmer P(s(n)), siden s(n) = s(m)
der m = n. Dette viser utsagnet ved induksjon. O

Proposisjon 4.9. La (N,0,s) og (N',0,s") vere tripler som tilfredsstiller Peano-aksiomene.
Da fins det en entydig funksjon ¢: N — N’ slik at $(0) = 0’ og pos = s o¢. Videre er ¢
bijektiv.

Bevis. Gis som oppgave. ]
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4.2 Rekursjon

Definisjon 4.10. La A veere en mengde. En folge i A er en funksjon u: N — A.

Notasjon 4.11. Nar vi har en fplge u: N — A, sa skriver vi ofte u,, = u(n) og betegner folgen
som helhet med u = (uy)nen eller til og med

u = (ug,ur, ug,...).

Andre ganger gnsker vi imidlertid & betrakte u mer som en funksjon, og da vil vi bruke notasjon
som understreker dette.

Teorem 4.12. La (A, x, f) vere en trippel der

e« A er en mengde,
e x €A, og
e f: A— A eren funksjon.

Da fins det en unik funksjon u: N — A slik at

u(0) = =,
uos = fou.
Vi sier at u er rekursivt definert fra (A, x, f).

Merknad 4.13. Ofte vil vi betrakte funksjonen u: N — A i Teorem 4.12 som en fglge. Da vil
egenskapene til u se slik ut:

ug =,

VneN Ug(n) = fug).

Fgr vi beviser teoremet, ser vi pa noen eksempler.

Eksempel 4.14. La oss betrakte mengden N selv med elementet 0 € N og suksessor-funksjonen
s: N — N. Trippelet (N, 0, s) gir da fra Teorem 4.12 en unik fglge (u,)nen slik at

Uy = 0,
Vn e N Us(n) = s(up).

Vi ser at fglgen gitt ved uw, = n for n € N tilfredsstiller disse egenskapene. Ved entydigheten i
Teorem 4.12 er det altsd denne folgen (un)neny = (n)nen rekursivt definert fra (N, 0, s).

Eksempel 4.15. La A veere en mengde og la z € A. Vi kan da betrakte trippelet (A, z,id4).
Den tilsvarende folgen (u,)nen i A er da karakterisert ved

Uy =,
Us(n) = ldA(un) = Unp.

Vi ser at fglgen gitt ved u, = z for alle n € N tilfredsstiller disse egenskapene. Ved entydighet
er det altsa denne konstante folgen rekursivt definert fra (A, x,id4).

Eksempel 4.16. La A veere en mengde og la f: A — A veere en funksjon. Vi kan definere en
funksjon T': A4 — A4 gitt ved
T(g9)=fog, geA™L
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Betrakt na trippelet (A4,id 4, T). Ved & bruke Teorem 4.12 fir vi en folge (f™),en av elementer
i A4 slik at
[0 =ida,
f =T(f") = fo ™
Notasjonen vi velger er altsa ingen tilfeldighet, for denne folgen svarer til iterert komposisjon.

Dersom vi x € A sa far vi en folge (f™(z))nen 1 A ved & evaluere funksjonene f™ i . Dersom vi
setter u, = f™(z), merker vi oss at

ug = fO(x) =ida(z) = z,
Usny = [ (@) = (fo f)(@) = f(f"(2)) = flun).

Men dette er ngyaktig egenskapene som fplgen definert rekursivt fra (A, z, f) tilfredsstiller.
Vi konkluderer med at denne fglgen sammenfaller med (f"(x))necn, og skal ofte bruke denne
notasjonen.

Bevis. Beviset er langt, sa vi deler det inn i seg.

Steg 1: Vi begynner med det letteste, nemlig entydigheten til u. La u og v veere folger i A slik
at

Vi beviser fglgende pastand med induksjon:
Qn):  up=vy.
Forst har vi at ug = = = vg. Dette gir oss Q(0).

La sa n € N veere vilkarlig, og anta at Q(n) holder, altsa at u, = v,. Vi far da at

Us(n) = f(un) = f(vn) = Us(n)-
Dette etablerer Q(s(n)).
Ved induksjon kan vi na konkludere med at Q(n) holder for alle n € N. Dette gir u = v.

Steg 2: Vi begynner na beviset for eksistensen av u. Vi gar tilbake til definisjonen av u som en
trippel u = (N, A, R), se Definisjon 3.1, og begynner med a konstruere en kandidat for grafen R.

La oss kalle en delmengde B C N x A induktiv dersom fglgende holder:

« (0,2) € B.
e V(n,y) € B (s(n), f(y)) € B.
La A betegne mengden av alle induktive delmengder av N x A. Siden N x A er induktiv, er A

ikke-tom. Definer
R=[)A

Ved lignende argumentasjon som i beviset for Proposisjon 4.3 sa vil R veere en induktiv mengde
(her overlater vi det altsa til leseren & sjekke detaljene).

Steg 3: Definer na
G ={(0,2)} U{(s(n), f(y)) : (n,y) € R}.
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I dette steget gnsker vi & vise at G = R.

For & se at G C R, sa ser vi forst at (0,z) € R siden R er induktiv. Videre, dersom (n,y) € R,
sa folger det at (s(n), f(y)) € R, igjen siden R er induktiv. Vi konkluderer med at G C R.

For &4 se at R C @, holder det & vise at G er induktiv. Siden R er snittet av alle induktive
delmengder av N x A, vil det fglge at R C G.

Vi ser fra definisjonen av G at (0,z) € G.
o Antasa at (n,y) € G. Siden G C R, far vi at (n,y) € R. Per definisjon av G har vi da at

(s(n), f())) € G.

Vi har na vist at G er induktiv, og kan konkludere med at R C G. Dermed har vi etablert at
R =CG.

Steg 4: Vi ma sjekke at R tilfredsstiller egenskapen i Definisjon 3.1 (iii). La P(n) betegne
predikatet
P(n): 3Jze A((n,z) € R).

Vi gnsker altsé a etablere P(n) for alle n € N. Dette gjor vi med induksjon.

For grunnsteget n = 0 har vi at (0,z) € R. Dette viser eksistens. Anta sa at (0,z) € R. Vi
gnsker né & vise at z = x. Fra likheten R = G i Steg 3 far vi da to tilfeller:

e Dersom (0,z) € {(0,x)}, far vi at (0,z) = (0,x), som gir z = x.

o Dersom (0,2) € {(s(n), f(y)) : (n,y) € R}, far vi at det fins (n,y) € R slik at 0 = s(n)
og z = f(y). Forstnevnte er umulig fra forste Peano-aksiom, sa dette tilfellet kan ikke
inntreffe.

Vi konkluderer med at z = 2. Vi har dermed vist P(0).

Sa kommer induksjonssteget. Anta at P(n) stemmer. Vi vil na vise P(s(n)). Fra antagelsen om
at P(n) stemmer vet vi at det fins en entydig w € A slik at (n,w) € R. Siden R er induktiv,
folger det at (s(n), f(w)) € R. Dette viser eksistensdelen av P(n).

For & vise entydighetsdelen av P(s(n)), anta at (s(n),z) € R. Bruker vi igjen G = R fra Steg 3
sa ma (s(n), z) = (s(m), f(y)) for en (m,y) € R. Dette gir s(n) = s(m) og z = f(y). Fra forste
Peano-aksiom vet vi at s er injektiv, sa far vi at m = n. Men na er (n,w), (n,y) € R, sa ved
entydighetsdelen av induksjonshypotesen P(n) kan vi konkludere med at y = w. Dermed far vi
z = f(y) = f(w). Dette fullfgrer entydighetsbeviset, og dermed beviset for P(s(n)).

Ved induksjon har vi na vist at R er en gyldig graf.

Steg 5: I det aller siste steget skal vi vise at funksjonen u = (N, A, R) tilfredsstiller de gnskede
egenskapene.

For det forste vet vi at (0,z) € R, s& uy = u(0) = z.

La na n € N. Vi vet da at (n,u,) € R. Siden R er induktiv, fas (s(n), f(u,)) € R. Men dette
betyr at

Dermed har v den gnskede egenskapen. Dette fullfgrer beviset. O

Folgende er en mer generell versjon av Teorem 4.12 der vi kan la det neste elementet ug,) i en
folge avhenge ikke bare av det forrige leddet u,, men ogsa av indeksen n.

Proposisjon 4.17. La (A, z, F) vere en trippel der
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o A er en mengde,
e z €A, og
o F': Nx A— A er en funksjon.

Da fins det en unik folge (up)nen @ A slik at

Bewvis. Oppgave. O

Eksempel 4.18. Det fins en unik funksjon p: N — N slik at

p(0) =0,
Vn € N p(s(n)) =n.

Denne funksjonen svarer altsa til rekursjon for trippelet (N, 0, F') der F': N x N — N er gitt ved

F(n,m) =n.

4.3 Aritmetikk og litt algebra

I denne seksjonen skal vi introdusere grunnleggende aritmetikk med naturlige tall, altsa addisjon
og multiplikasjon. Vi skal samtidig introdusere algebraiske egenskaper i en mer generell kontekst.

Definisjon 4.19. La A veere en mengde. Vi kaller en funksjon +: A x A — A for en binerope-
rasjon pa A. Gitt a,b € A, sa skriver vi gjerne a + b for funksjonsverdien +(a,b).

(i) Vi sier at + er assosiativ dersom fglgende gjelder for alle a,b,c € A:
(a+b)+c=a+ (b+c).
(ii) Vi sier at + er kommutativ dersom folgende gjelder for alle a,b € A:
a+b=>b+a.
(iii) Vi sier at 0 € A er et ngytralt element for + dersom folgende gjelder for alle a € A:
a+0=04a=a.
(iv) Visier at + er kansellativ dersom fglgende implikasjoner gjelder for alle a, b, c € A:

a+c=b+c = a=b,
c+a=c+b = a=0b.

Proposisjon 4.20. La + vere en assosiativ bineroperasjon pd A. Dersom det fins et ngytralt
element for +, sa er det unikt.

Bevis. Anta at 0 og 0 er ngytrale elementer. Vi far da at

0=0+0=0.
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Addisjon

Definisjon 4.21. For hver a € N lar vi (a+): N — N veere funksjonen rekursivt definert fra
trippelet (N, a, s) i Teorem 4.12. Videre definerer vi en binaroperasjon + pa N ved

a+b=(a+)(d), a,beN.
Altsa er + karakterisert ved at folgende holder for alle a,b € N:

a—+0=a,
a+ s(b) =s(a+b).
Vi kaller denne binzeroperasjonen for addisjon.

Proposisjon 4.22. Addisjon er en assosiativ, kommutativ og kansellativ bineroperasjon pa N
med 0 som ngytralt element.

Bevis. La oss vise at + er assosiativ. Vi lar a,b € N og lar P(c) betegnet utsagnet
Pc): (a+b)+c=a+(b+c).

Vi beviser P(c) ved induksjon.

Vi ser fogrst at
(a+b)+0=a+b=a+ (b+0).

Dette viser at P(0) stemmer.

Deretter lar vi ¢ € N og antar at P(c) stemmer. Vi far da at
(a+b)+s(c)=s((a+b)+c)=s(a+(b+c) =a+sb+c)=a+ (b+s(c)).

Dette viser at P(s(c)) stemmer. Vi konkluderer med at P(c) stemmer for alle ¢ € N. Med andre
ord er addisjon assositativ.

Vi lar kommutativitet og ngytralitet av 0 vaere en oppgave.

La oss til slutt vise den ene kansellasjonsloven. Den andre fglger siden addisjon er kommutativ.
Vi lar a og b veere naturlige tall og lar Q(c) betegne utsagnet

Q) at+c=b+c = a=h.

Vi begynner med a betrakte Q(0), altsa utsagnet a +0 = b+ 0 = a = b. Dette ser vi at
stemmer.

La na ¢ € N og anta at Q(c) stemmer. Vi skal vise at Q(s(c)) ogsa stemmer. Vi antar derfor at
a+ s(c) = b+ s(c). Per definisjon av addisjon far vi at

s(a+c)=a+s(c) =b+s(c) =s(b+c).

Siden s er injektiv, konkluderer vi med at a + ¢ = b+ ¢. Men da gir antagelsen Q(c) at a = b.
Dette fullforer beviset for Q(s(c)).

Vi har dermed bevist at kansellasjonsloven holder ved induksjon. O

En annen viktig egenskap addisjon av naturlige tall har er fglgende:
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Proposisjon 4.23. La a,b € N. Da gjelder implikasjonen

a+b=0 = a=b=0.
Bevis. Vi antar at a + b = 0. Ved Proposisjon 4.8 er b € {0} UIm(s), s vi kan dele inn i to
tilfeller:

e Dersom b= 0, far vi a + 0 = 0, altsa ogsa a = 0.
o Dersom det fins en ¢ € N slik at b = s(c), sa far vi at

s(la+c)=a+s(c)=a+b=0.
Dette motstrider det forste Peano-aksiomet. Altsa kan ikke dette tilfellet inntreffe.

Vi konkluderer med at a = b = 0. O

Multiplikasjon

Definisjon 4.24. La A vaere en mengde, og la - og 4+ veere binaroperasjoner pa A. Vi sier at -
er distributiv over + dersom fglgende gjelder for alle a, b, c € A:

a-(b+¢)=(a-b)+(a-0),
(a+b)-c=(a-c)+ (b-c).

Proposisjon 4.25. La A vere en mengde med en kansellativ bineroperasjon + med ngytralt
element 0. La - vere en bineroperasjon pa A som er distributiv over +. De gjelder folgende for
alle a € A:

a-0=0-a=0.
Bevis. La a € A. Vi har at
(@-0)+0=a-0=a-(04+0)=(a-0)+ (a-0).

Siden + er kansellativ, konkluderer vi med at a-0 = 0. Et tilsvarende argument viser at 0-a = 0.
Vi overlater det som en oppgave. ]

Definisjon 4.26. Gitt a € N sa lar vi (a-): N — N veere funksjonen man far fra Teorem 4.12
via rekursjon med trippelet (N, 0, (a+)). Videre definerer vi en binseroperasjon - pa N ved

a-b=(a)b), a,beN.
Med andre ord er - karakterisert ved at fglgende holder for alle a,b € N:
a-0=0,
a-s(b)=a+a-b.
Vi kaller denne bingeroperasjonen for multiplikasjon.

Proposisjon 4.27. Multiplikasjon pa de naturlige tallene er en assosiativ og kommutativ biner-
operasjon pd N med 1 som ngytralt element. Videre er multiplikasjon distributiv over addisjon.
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Bewvis. Vi viser fgrst at multiplikasjon er distributiv over addisjon ved induksjon. Mer presist
skal vi, gitt a,b € N, vise utsagnet

P(c): a(b+c)=ab+ac
ved induksjon. Per definisjon har vi at a0 = 0. Dette gir
a(b+0) =ab=ab+ 0 = ab+ a0.
Dermed har vi vist P(0).

Lana ¢ € N og anta at P(c) holder, dvs. at a(b+c¢) = ab+ac. Vi far da, ved a bruke assosiativitet
og kommutativitet av addisjon, at

a(b+s(c)) =as(b+c)=a+alb+c)=a+ (ab+ac) = ab+ (a+ ac) = ab+ as(c).
Dette gir at P(s(c)) holder. Vi konkluderer med at P(c) holder for alle ¢ € N ved induksjon.

Vi overlater identiteten (a + b)c = ac + bc som en oppgave.

La oss na bevise at multiplikasjon er assosiativ. Vi lar a,b € N veaere gitt og beviser
Q(c):  (ab)c = a(bc)

ved induksjon. I grunnsteget har vi bade (ab)0 = 0 og a(b0) = a0 = 0 Per definisjon av
multiplikasjon. Dermed stemmer Q(0).

Anta sa at ¢ € N og at Q(c) stemmer, altsd at (ab)c = a(bc). Vi ser da ved a bruke distributivi-
teten vi allerede har bevist at

(ab)s(c) = ab+ (ab)c = ab + a(bc) = a(b+ be) = a(bs(c)).

Vi overlater beviset for at 1 er et ngytralt element, og beviset for at multiplikasjon er kommu-
tativt, som en oppgave. O

Til slutt beviser vi kansellasjonsloven for multiplikasjon:

Proposisjon 4.28. Fylgende holder:

(i) For alle a,b € N har vi at
ab=0 = (a=0Vb=0).

(it) For alle a,b,c € N der ¢ # 0 har vi at
ca=cb = a=b.

Spesielt er multiplikasjon pa N\ {0} en kansellativ bineroperasjon.

Beuwis. (i) La a,b € N og anta at ab = 0. Fra Proposisjon 4.8 sa vet vi en av to tilfeller inntreffer:

o I det forste tilfellet er b = 0. Da har vi at a =0 V b = 0, hvilket fullfgrer beviset.
o I det andre tilfellet er b = s(c) for en eller annen ¢ € N. Da er

ab=as(c) =a+ac=0.

Dermed gir Proposisjon 4.23 at ¢ = 0. Vi har altsa oppnadd gnsket konklusjon i dette
tilfellet ogsa.
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(ii) Fikser ¢ € N\ {0}. Vi skal bevise utsagnet
Pb): YaeN(ca=cb = a=h).

For & bevise P(0) lar vi a € N og antar at ca = ¢0 = 0. Da gir (i) at enten ¢ = 0 eller a = 0.
Siden ¢ # 0, konkluderer vi med at a = 0. Dette viser P(0).

Anta na at b € N er slik at P(b) stemmer. For & vise P(s(b)) lar vi a € N og antar at ca = cs(b).
Siden ¢ # 0 og s(b) # 0 gir (i) at ¢s(b) # 0. Dermed er ca # 0, sd a # 0. Ve Proposisjon 4.8 fins
det en d € N slik at s(d) = a. Vi kan da skrive

¢+ cd = cs(d) = ca = cs(b) = c+ cb.

Siden addisjon er kansellativ, konkluderer vi med cd = ¢b. Vi kan da endelig bruke induksjons-
hypotesen og konkludere med at d = b. Dette gir a = s(d) = s(b). Dermed har vi vist P(s(b)).
Dette fullfgrer beviset. O

Vi definerer ogsa potenser rekursivt.
Definisjon 4.29. La a € N\ {0}. Vi bruker Teorem 4.12 til & definere a™ rekursivt ved

aozl,

VneN a*™ =q".q.

Proposisjon 4.30. La a,b € N\ {0} og m,n € N. Da gjelder

m-+n n

=a"-a",

(ab)" = a™b", (4.2)

Bewvis. Oppgave. O
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Kapittel 5

Relasjoner

Dette kapittelet omhandler relasjoner og folger kapittel 5 i [1] ganske tett. Vi skal i tillegg innfore
ordensrelasjonen pa de naturlige tallene i dette kapittelet, og konstruere heltallene og de rasjonale
tallene. Merk at konstruksjonen av heltallene ble gjort allerede i 3.3 i [1], og konstruksjonen der
er en annen enn den vi skal presentere. Rasjonale tall blir vel aldri direkte konstruert i [1], s& vi
skal ikke bruke veldig mye tid pa det.

Vi skal gjgre noen induksjonsbevis i dette kapittelet, og vi begynner & skrive a + 1 istedenfor
s(a) for a € N.

5.1 Grunnleggende begreper

Definisjon 5.1. La A vaere en mengde. En relasjon p& A er en delmengde av A x A.

Notasjon 5.2. La A vare en relasjon pa en mengde A. Vi bruker notasjonen zAy i stedet for
(z,y) € A. Generelt tenker vi pa relasjonen som et predikat xAy av to variable x og y som
tilhgrer mengden A, og vi skal som regel definere relasjoner ved a karakterisere predikatet x/Ay.
Gitt x,y € A slik at utsagnet /Ay holder, sa sier vi at = er relatert til y (via A).

Eksempel 5.3. For enhver mengde A har vi to relasjoner i hver sin ekstreme retning: Den
indiskrete relasjonen gitt ved A = A x A, og den diskrete relasjonen gitt ved A" = {(z,z) :
x € A}. I notasjonen vi skal bruke hovedsakelig har vi altsd at den indiskrete relasjonen er

karakterisert ved
Ve e A zAy,

mens den diskrete relasjonen er karakterisert ved
Vee A (zA'y = z=y).
Den diskrete relasjonen pa A kan vi altsa tenke pa som likhetsrelasjonen mellom elementer i A.

Definisjon 5.4. Vi kaller en relasjon A pa en mengde A for

(i) refleksiv dersom
Vre A zAx.

(ii) symmetrisk dersom
Ve,ye A (zhy = ylux).

(iii) anti-symmetrisk dersom

Ve,y € A ((acAy N yAzr) = z:y).

47
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(iv) transitiv dersom

Vr,y,z € A ((xAy A yAz) = xAz).

Legg merke til at den diskrete relasjonen pa en mengde A er refleksiv, symmetrisk og transitiv.
Videre er den indiskrete relasjonen den entydige relasjonen pa A som er refleksiv, symmetrisk,
og antisymmetrisk.

Eksempel 5.5. Gitt en relasjon A pa en mengde A, sd kan vi alltids definere en relasjon A°P
pa A ved
Ve,ye A(x APy <— yAx).

Dette kalles for den motsatte relasjonen av A. Vi merker oss at dersom A har en eller flere av
egenskapene i Definisjon 5.4, sa vil A°P ha de tilsvarende egenskapene.

5.2 Ordensrelasjoner

Definisjon 5.6. Vi kaller en relasjon for en ordensrelasjon (eller partiell ordning) dersom den
er refleksiv, transitiv og antisymmetrisk. Dersom A er en mengde og < er en ordensrelasjon pa
A, sa kaller vi paret (A, <) for en ordnet mengde.

Vi bruker ofte symboler som <, <, og lignende, for ordensrelasjoner.

Eksempel 5.7. La A veere en mengde og betrakt relasjonen C pa P(A), altsa delmengden
{({U,V)eP(A) xP(A): U CV}
av P(A) x P(A). Da er C en ordensrelasjon. Dette bunner i identitetene fra Proposisjon 2.3.

Eksempel 5.8. La (A, <) veere en ordnet mengde, og la B C A. Vi definerer en relasjon <p
pa B ved at
Ve,ye B (x<py <= z<y).

Da er <p en ordensrelasjon pa B, sa (B, <p) er en ordnet mengde. Vi kommer som oftest til &
droppe indeksen B i <p og bare skrive < for ordensrelasjonen pa B ogsa. Denne kalles gjerne
for restriksjonen av < til B.

Proposisjon 5.9. Relasjonen < pa N gitt ved
a<b <= dceN(a+c=0),

er en ordensrelasjon.

Bevis. Refleksivitet: La a € N. Siden a + 0 = a, ser vi fra definisjonen at a < a.

Antisymmetri: La a,b € N og anta at a < b og b < a. Det fins da u,v € N slik at a + ¢ = b og
b+ d = a. Dette gir
a+(c+v)=(a+c)+d=b+d=a.

Kansellasjonsloven for addisjon gir da at b + d = 0. Ved & bruke Proposisjon 4.23 slutter vi at
b=d = 0. Dermed har vi at a = b.

Transitivitet: La a,b,c € N og anta at a < b og b < c. Per definisjon fins det da u,v € N slik at

a+u=2>,
b+v=c
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Vi far da at
a+ (u+v)=(a+u)+v=b+v=c

Dette viser at a < c. O
Vi kommer alltid til & betrakte N som en ordnet mengde (N, <) med ordensrelasjonen definert
i Proposisjon 5.9.

Notasjon 5.10. Dersom < er en ordensrelasjon pa en mengde A, sé vet vi fra Eksempel 5.5 at
den motsatte relasjonen ogsé er en ordensrelasjon. Denne betegner vi med >. Vi har tilsvarende
symboler for andre relasjoner, f.eks. < svarer til >, C svarer til D, ogsa videre.

I tillegg definerer vi for alle z,y € A at
<y <= (x<yAz#y),
og x > y hvis og bare hvis y < x.

Proposisjon 5.11. De folgende egenskapene holder for ordensrelasjonen pa de naturlige tallene:

(i) For alle a € N gjelder
a > 0.

(ii) For alle a,b,c € N gjelder
a<b <= a+c<b+ec

(iii) For alle a,b,c € N gjelder
a<b = ac<bc

Dersom ¢ > 0, gjelder ogsa den motsatte implikasjonen.
(iv) For alle a,b € N gjelder

a<b <= a+1<hb
Bewis. Vi beviser (iv) og overlater resten som en oppgave.

La a,b € N. Anta forst at a < b. Da gjelder a # b og a < b. Sistnevnte gir en ¢ € N slik at
a + ¢ = b. Fra Proposisjon 4.8 har vi to tilfeller: Enten sa er ¢ = 0 eller sa er ¢ € Im(s). I det
forste tilfellet far vi @ = a + 0 = b, som motsiger a # b. Dermed konkluderer vi med at det fins
en ¢ € Nslik at ¢ = ¢ + 1. Da far vi at

b=a+c=a+(+1)=(a+1)+¢.
Dette gir a +1 < b.

P& den andre siden, anta at a + 1 < b. Siden a < a + 1, gir transitivitet at a < b. For & vise
at a # b, anta for en selvmotsigelse at a = b. Vi far da at a + 1 < a, som ved antisymmetri gir
a4+ 1 = a. Dette gir 1 = 0 ved kansellasjon, en selvmotsigelse. Derfor mé a # b. Vi konkluderer
med at a < b. O

Definisjon 5.12. Vi sier at en ordensrelasjon < pa en mengde A er total dersom
Ve,ye A (z<y V y<uz).
I sa fall sier vi at (A, <) er en totalt ordnet mengde.

Eksempel 5.13. Ordensrelasjonen C pa P(A) fra Eksempel 5.7 er generelt ikke total. La for
eksempel A = {0,1}, U = {0} og V = {1}. Da stemmer det hverken at U C V eller V C U.
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Proposisjon 5.14. Ordensrelasjonen pda de naturlige tallene er total.

Beuis. Definer fglgende predikat:
Pla): YbeN((a<bV b<a).

Vi beviser P(a) for alle a € N ved induksjon. Siden b > 0 for alle b € N ved Proposisjon 5.11
(i), har vi at P(0) stemmer.

La nd a € N og anta at P(a) stemmer. La b € N. Ved Proposisjon 4.8 har vi to tilfeller:

o I det ene tilfellet er b = 0. Da vet vi at a +1 > 0 = b, igjen ved Proposisjon 5.11 (i).
e [ det andre tilfellet fins det en ¢ € N slik at b = ¢+ 1. Ved & bruke induksjonsantagelsen
P(a) far vi to videre tilfeller:

— I det ene tilfellet gjelder a < ¢. Da gir Proposisjon 5.11 (iv) at
a+1<c+1=0b.
— I det andre tilfellet gjelder a > ¢. Da gir Proposisjon 5.11 (iv) at
a+1>c+1=0b.
I hvert tilfellet oppnar vi altsa at utsagnet a +1 < bV a+ 1 > b stemmer.

Siden b € N var vilkarlig, kan vi slutte at P(a+1) stemmer. Dette fullfgrer induksjonsbeviset. [

Merknad 5.15. Legg merke til at dersom (A, <) er en totalt ordnet mengde, sa vil for ethvert
par x,y € A ngyaktig ett av de tre fglgende utsagnene gjelde:

o < y.
Ol‘:y_
o« T >y.

Vi kan se dette som fglger: Dersom x < y, sa gjelder enten = = y eller z < y, og dersom x > y,
s& gjelder enten x = y eller x > y. Videre kan ikke x < y og x = y eller x > y og x = y gjelde
samtidig per definisjon, og dersom = < y og x > y gjelder samtidig, far vi z = y, som igjen er
en selvmotsigelse.

Definisjon 5.16. La (A, <) vaere en ordnet mengde, og la a € A. Da kaller vi a et
o minste element eller minimum dersom
Vz e A (a <x),
o storste element eller maksimum dersom
Ve e A (a> x),

o minimalt element dersom
Vre A(x <a = x=a).

o maksimalt element dersom
Ve A(x>a = x=a).

Proposisjon 5.17. La (A, <) vere en ordnet mengde.
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(i) Dersom A har et minste element, sd er det unikt. Vi betegner det med min A. Videre er
ethvert minimalt element lik min A.

(ii) Dersom A har et storste element, sd er det unikt. Vi betegner det med max A. Videre er
ethvert maksimalt element lik max A.

Dersom (A, <) er totalt ordnet, er ethvert minimalt element et minste element, og ethvert mak-
simalt element er et stgrste element.

Bevis. (i) La a,a’ € A begge veere minste elementer. Da gjelder bade a < ' og @/ < a. Fra
antisymmetri konkluderer vi med at a = d’.

La b € A veere minimalt og anta at A har et minste element. Siden min A < b, far vi per
definisjon at min A = b.

(ii) Argumentene er tilsvarende.

Anta til slutt at (A, <) er total og at a € A er minimal. La x € A. Da gjelder z < a eller a < x.
I fgrstnevnte tilfellegir minimalitet av a at © = a, s& vi har spesielt at a < x. Derfor far vi at
a < x 1 begge tilfellene. Vi konkluderer derfor med at ¢ = min A. O

Eksempel 5.18. La A vaere en mengde og betrakt den ordnede mengden (P(A),C) der C be-
tegner inklusjonsrelasjonen pa P(A). Da har P(A) bade et minste element og et stgrste element,
og de er gitt ved henholdsvis

min P(A) = 0, max P(A) = A.

La oss heller betrakte A = P(A)\ {0} med den restikterte ordenen fra P(A) som i Eksempel 5.8.
Da er hver ettpunktsmengde minimal: La nemlig x € A, la B € A veere vilkarlig og anta at
B C {z}. Generelt gir dette B = () eller B = {x}, men siden B € A er B # (), s& B = {z}.
Dette viser at {x} er minimal. Et ekstra argument viser at de minimale elementene er ngyaktig
ettpunktsmengdene.

Videre har A inget minste element dersom A har minst to ulike elementer x og y: Dersom B € A
hadde vaert et minste element, ville vi fatt bade B C {x} og B C {y}, men dette er ikke mulig
dersom B # ().

I eksempelet over betraktet vi minste elementer for den restrikterte ordenen til en delmengde
Generelt innfgrer vi fglgende terminologi dersom (A, <) er en ordnet mengde og B C A. Vi sier
at b € A er minste element i B dersom b € B og b er minste element med hensyn pa (B, <p).
Vi innfgrer tilsvarende terminologi for stgrste element, og minimale og maksimale elementer.

Eksempel 5.19. Vi betrakter N med sin naturlige ordning. Da har N et minste element, nemlig
0, siden vi vet at 0 < a for alle a € N fra Proposisjon 5.11 (i). Derimot har N inget storste element:
Anta nemlig at det fins en a € N slik at n < a for alle n € N. Setter vi n = a + 1 far vi at
a+ 1 < a, en umulighet.

Folgende er et ngkkelresultat for ordenen pa de naturlige tallene.
Teorem 5.20 (Velordningsprinsippet). Enhver ikke-tom mengde A C N har et minste element.
Beuvis. La A C N vaere ikke-tom og anta for en selvmotsigelse at A ikke har noe minste element.

La P(n) betegne predikatet
P(n): VYaeA(n<a).

Siden 0 < a for alle a € A, har vi at P(0) er sant.
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La nd n € N og anta P(n). Da ma n ¢ A, for ellers ville n veere minste element for A. Dermed
gjelder n < a for alle a € A. Ved Proposisjon 5.11 (iv) far vi at n + 1 < a for alle a € A. Dette
beviset P(n + 1).

Ved induksjon kan vi nd konkludere med at P(n) stemmer for alle n € N. Siden A er ikke-
tom kan vi la a € A, og da ma P(a + 1) stemme, sa a + 1 < a. Ved Proposisjon 5.11 (iv) er
dette ekvivalent med at a < a, en selvmotsigelse. Vi konkluderer derfor med at alle ikke-tomme
delmengder av N har et minste element. O

Definisjon 5.21. La (A, <) vere en ordnet mengde, la B C A og la a € A. Vi har fglgende
definisjoner:

e a er en nedre skranke for B dersom a < b for alle b € B, og vi kaller B for nedad begrenset
dersom det fins en nedre skranke for B.

e a er en gure skranke for B dersom a > b for alle b € B, og vi kaller B for oppad begrenset
dersom det fins en gvre skranke for B.

Videre har vi fglgende:

e Dersom mengden av nedre skranker for B har et stgrste element, skriver vi
inf B = max{a € A : a er en nedre skranke for B}

og kaller dette elementet for infimum av B.
e Dersom mengden av gvre skranker for B har et minste element, skriver vi

sup B = min{a € A: a er en gvre skranke for B}

og kaller dette elementet for supremum av B.

Eksempel 5.22. La A veere en mengde. Vi betrakter den ordende mengden (P(A), C) der P(A)
er ordnet med inklusjon.

La B C P(A) veere ikke-tom. En nedre skranke for B er en mengde C' C A slik at C' C B for alle
B € B. Dette betyr ngyaktig at C' C () B. Spesielt er (B en nedre skranke for 5. Siden C' C B
for alle nedre skranker C' for B, ser vi at (| B er infimum for B, altsa har vi at

inf B=(B.

Analogt kan man vise at

supB = U B.
Proposisjon 5.23. La (A, <) vere en ordnet mengde. Da gjelder folgende:

(i) B har et minimum hvis og bare hvis B har et infimum og inf B € B. I sa fall er min B =
inf B.

(ii) B har et maksimum hvis og bare hvis B har et supremum og supB € B. I sd fall er

max B =sup B.

Beuvis. Oppgave. O

5.3 Ekvivalensrelasjoner

Definisjon 5.24. Vi kaller en relasjon for en ekvivalensrelasjon dersom den er refleksiv, sym-
metrisk og transitiv.
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Vi betegner ofte ekvivalensrelasjoner med symbolet ~ eller lignende.

Eksempel 5.25. Som vi har sett er bade den diskrete og den indiskrete relasjonen pa A ekvi-
valensrelasjoner.

Vi tenker pa en ekvivalensrelasjon pa en mengde A som en méate & identifisere elementer i
A pa. Vi skal se i denne seksjonen at vi kan gjgre denne ideen formell ved konseptet om en
kvotientmengde.

Definisjon 5.26. La ~ veare en ekvivalensrelasjon pa en mengde A. La z € A. Da kaller vi
mengden

[zl ={yeA:y~a}
for ekvivalensklassen til xz. Videre kaller vi
Afm ={la] 2 € A}
for kvotienten av A med hensyn pa ~. Funksjonen
p:A— A/~

gitt ved
p(z) =lz], €A,

kalles for den kvotientfunksjonen av A ned pa A/~.

Lemma 5.27. La ~ vere en ekvivalensrelasjon pa en mengde A, og la x,y € A. Da er folgende
ekvivalent:

(i) x ~y.
(iii) y € [x].
(iv) [z] = [y].

Bevis. Vi har per definisjon at x € [y] hvis og bare hvis z ~ y, og at y € [z] hvis og bare hvis
y ~ x. Siden ~ er symmetrisk, viser dette at (i), (ii) og (iii) er ekvivalente.

Vi viser na at (i) er ekvivalent med (iv). Anta fgrst at = ~ y. Vi skal vise at [z] = [y]. La z € A.
Dersom z € [z], far vi at z ~ . Transitivitet gir nd z ~ y, sa z € [y|. Dette viser at [z] C [y].

I motsatt retning, anta at z € [y]. Dette gir z ~ y. Symmetri gir at y ~ . Na gir transitivitet at
z ~ x. Dermed er z € [z]. Dette viser at [y] C [z]. Vi kan dermed konkludere med at [z] = [y].

Til slutt antar vi at [z] = [y]. Siden x € [z], far vi at 2 € [y]. Da gjelder = ~ y. Dette viser at
(i) og (iv) er ekvivalente. Beviset er dermed ferdig. O

Vi har altsé at © ~ y hvis og bare hvis [z] = [y]. I mengden A/~ har elementene som representerer
x og y dermed “blitt like” i kvotientmengden. Derfor tenker vi pa kvotientmengden som en
konstruksjon som forvandler ~ om til faktisk likhet.

Eksempel 5.28. La oss se hvordan ekvivalensklasser og kvotientmengden blir seende ut for den
diskrete og den indiskrete ekvivalensrelasjonen.

La A veere en mengde og la ~ betegne den indiskrete relasjonen, altsa der x ~ y for alle z,y € A.
Da er ekvivalensklassen til et element x € A gitt ved

] ={yeA:y~z}=A
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Dermed blir A/~ = {A} dersom A # (). Dersom A = () far vi at A/~ = (.

I den andre enden betrakter vi den diskrete relasjonen, som vi bare betegner med likhetstegnet
=. Da er

W] ={yeA:y=2s}={a}
Dermed blir A/~ = {{z}: 2 € A}.

Vi innfgrer na et viktig begrep, nemlig partisjoner av en mengde.

Definisjon 5.29. La A veere en mengde. En partisjon av A er en mengde A C P(A) som har
fglgende egenskaper:

(i) 0 ¢ A
(ii) A er parvis disjunkt, altsa for alle B,C € A med B # C sa gjelder BN C = 0.
(iii) A dekker A, det vil si [JA = A.

Vi ser at en partisjon A av A har folgende egenskap:
Vee A3lBe A (xz€ B).

For (iii) gir nemlig eksistens, og (ii) gir entydigheten: Dersom B, B’ € A er slik at * € B og
x € B',sd er BN B #{), og dermed B = B'.

Folgende eksempel viser at en ekvivalensrelasjon pa A alltid gir oppgav til en partisjon av A.

Eksempel 5.30. La A veere en mengde og la ~ veere en ekvivalensrelasjon pa A. Da er A/~
en partisjon av A:

(i) Ethvert element at A/~ er pa formen [z] for en x € A. Siden = € [z] ved refleksivitet,
folger det at ) ¢ A/~.

(ii) La B,C € A/~. Vi kan da finne z,y € A slik at B = [z] og C = [y]. Dersom vi antar at
BNC # 0, sa kan vi finne z € A slik at z € [z] N [y]. Vi har dermed at z ~ z og z ~ y.
Symmetri gir « ~ z, og transitivitet gir z ~ y. Dermed er [z] = [y] ved Lemma 5.27.

(iii) For enhver z € A har vi at z € [z] og [z] € A/~. Dermed er |JA/~ = A.

Det neste eksempelet viser at vi ogsa kan ga fra en partisjon av A til en ekvivalensrelasjon pa

A.

Eksempel 5.31. La A veere en mengde og la A veere en partisjon av A. Definer en relasjon ~ 4
pa A via
x~ay <= dBe A(x,y € B).

Da er ~ 4 en ekvivalensrelasjon pa A:

(i) Refleksivitet: La = € A. Siden A dekker A, fins det en B € A slik at © € B. Vi har da at
T~y
(ii) Symmetri: Anta at  ~4 y. Da fins det en B € A slik at z,y € B. Siden dette trivielt er
det samme som a si at y,x € B, far vi at y ~4 x.
(iii) Transitivitet: Anta at © ~4 y og y ~4 2. Vi far da at det fins B,C € A slik at z,y € B
og Y,z € C. Siden y € BN C ma vi konkludere med at B = C, siden A er en partisjon.
Dermed far vi z,2 € B=C, sd z ~4 z.

Folgende teorem viser at de to eksemplene over danner en én-til-én-korrespondanse mellom
ekvivalensrelasjonene pa en gitt mengde A og partisjonene av A.
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Teorem 5.32. La A vere en mengde, la Eq(A) betegne mengden av ekvivalensrelasjoner pa A
og la Part(A) betegne mengden av partisjoner av A. Da er funksjonen

®: Eq(A) — Part(A)

gitt ved
O(~) = A/~

en bijeksjon. Inversen W : Part(A) — Eq(A) til @ er gitt ved V(A) = ~ 4, der ~ 4 er som definert
1 Bksempel 5.31.

Bevis. Forst viser vi at Wo® = idgq(a). La ~ veere en ekvivalensrelasjon pd A og sett A = A/~.
Vi ma vise at ~4 = ~. La x,y € A. Da har vi fglgende:

o Dersom z ~ vy, er x,y € [x], sd x ~ y.
o Dersom x ~ 4 y, fins en B € Aslik at x,y € B. La z € A vaere slik at B = [z]. Vi far da
at r ~ z og x ~ vy, sa x ~ y ved symmetri og transitivitet.

Dette viser at  ~ y hvis og bare hvis x ~ 4 y. Siden x og y var vilkarlige, viser dette at ~4 = ~.

N4 viser vi at ® o U = idpy(4)- La A veere en partisjon av A og sett ~ =~ 4. La B C A.

o Anta forst at B € A. Siden A er en partisjon, fins det en x € B. Vi pastar nd at B = [z],
ekvivalensklassen under relasjonen ~. For & vise dette, merk at y € B hvis og bare hvis
x,y € B, hvis og bare hvis z ~ y, hvis og bare hvis y € [z]. Siden B = [z], har vi etablert
at B e A/~.

o Antasiat B € A/~. Da fins det en x € A slik at B = [z]. La B’ € A veere slik at z € B'.
Vi pastar at B = B’: La nemlig y € A. Vi far da at y € B hvis og bare hvis y ~ x, hvis og
bare hvis y € B’. Vi har dermed vist at B = B’ € A.

Vi har né vist at A € A/~ hvis og bare hvis A € A. Vi konkluderer med at A/~ = A. O

Veldefinerthet

I mange sammenhenger kommer vi til 4 gnske & definere en funksjon med en kvotientmengde
som domene. Mer presist, la A og B vaere mengder og la ~ vaere en ekvivalensrelasjon pa A. Vi
gnsker da ofte & definere en funksjon g: A/~ — B ved & bestemme funksjonsuttrykket g([z])
for z € A. Som regel vil vi da skrive opp et uttrykk som avhenger av x. I realiteten forsgker vi
altsa & definere en funksjon pa A/~ ved & bruke en funksjon f: A — B, vi forsgker a definere
g: A/~ — B ved & sette

9([z]) = f(x), =€ A

Dette kan gi et problem, ettersom z ikke unikt bestemmer sin ekvivalensklasse [z]: Dersom
x ~ gy, sd er jo [x] = [y], og for at g skal vaere en faktisk funksjon, ma da g([z]) = g([y]). I
ligningen over ma da f(z) = f(y) for at dette skal gi mening.

Eksempel 5.33. La A = {0, 1,2} med ekvivalensrelasjonen gitt ved 0 ~0,0~1,1~0,1~1
og 2 ~ 2. La oss si at vi forsgker & definere en funksjon g: A/~ — {0,1} ved a sette g([0]) = 0,
g([1]) = 1 og ¢g([2]) = 1. Det vi i realiteten prover a gjore da er a sette g([z]) = f(z) forallex € A
der f: A — {0,1} er funksjonen gitt ved f(0) =0, f(1) =1 og f(2) = 1. Vi ser umiddelbart
at dette gir et problem, da [0] = [1] siden 0 ~ 1, men vi forsgker & definere g([0]) til & veere noe
annet enn g([1]). Problemet er at f(0) # f(1) selv om 0 ~ 1.

Dette leder oss til fglgende terminologi:
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Definisjon 5.34. La A veere en mengde med en ekvivalensrelasjon ~, og la f: A — B veere en
funksjon. Vi sier at f bevarer ~ dersom fglgende holder:

Vo,ye A (z~y = f(z)=f(y))-

Proposisjon 5.35. La A vere en mengde med en ekvivalensrelasjon ~, og la f: A — B vere
en funksjon. Da er folgende ekvivalent:

(i) f bevarer ~.
(ii) Det fins en funksjon f: A/~ — B slik at

vee A (f([z]) = f(z)).
Dersom de to ekvivalente utsagnene over holder, si er funksjonen f entydig bestemt. Vi kaller

f for avbildningen pd A/~ indusert av f.

Beuvis. La oss vaere veldig formelle og konstruere f som et trippel (A/~, B, R). Vi setter
R ={([z], f(z)) : @ € A} C (A/~) x B.
Vi viser at R tilfredsstiller Definisjon 3.1 (iii), nemlig at
VCe A/~ 3lyeB (C,y) €R. (5.1)

La C € A/~. Da fins det en x € A slik at C = [z], sa ([z], f(z)) € R fra definisjonen av R. Dette
gir oss eksistensen vi trenger i (5.1). For & beviset entydighet antar vi at (C,y), (C,y’) € R. Fra
definisjonen av R kan vi da finne z,2" € A slik at (C,y) = ([z], f(z)) og (C,y") = ([2'], f(z')).
Dette gir C' = [z] og C' = [2'], s& [z] = [2]. Vi konkluderer da med at x ~ 2’ (Lemma 5.27).
Siden f bevarer ~, kan vi slutte at f(z) = f(2’). Men da er y = f(z) = f(a’) = y/. Dette viser
entydigheten vi trenger i (5.1). Vi har dermed vist at R er en gyldig graf, sa vi kan definere
funksjonen f = (A/~, B, R).

Per definisjon av R ser vi at f([x]) = f(z) for hver = € A. For & bevise entydigheten av f, la
g: A/~ — B slik at g([z]) = f(z) for hver z € A. Vi far da umiddelbart f([z]) = g([z]) for alle
x € A, s& f = g. Dette fullfgrer beviset. O

Merk at vi kan omformulere (ii) i Proposisjon 5.35 som at det fins en f: A/~ — B slik at
f = fop,der p: A— A/~ betegne kvotientavbildningen. Dette kan illustreres med et diagram:

A—1 . p

| A4

Af~

Vi skal se pa en variasjon av veldefinerthet for binseroperasjoner. Denne gangen har vi en meng-
de A utstyrt med en ekvivalensrelasjon ~ og en bingroperasjon +. Vi gnsker & definere en
bingroperasjon + pa A/~ ved & sette

[x]$[y] = [1‘ + y]a T,y € A,

og undrer hva som ma til for at dette skal veere veldefinert. I denne situasjonen sier vi at +
bevarer ~ dersom fglgende gjelder:

Vo,y, 2’y € A ((x~2 ANy~y) = z+y~a'+79)).



5.4. RINGER OG HELTALL o7

Korollar 5.36. La A veere en mengde med en bingeroperasjon + og en ekvivalensrelasjon ~.
Da er fglgende ekvivalent:

(i) + bevarer ~.
(ii) Det fins en binseroperasjon + pa A/~ slik at

Vr,ye A ([zl+[y] = [z +y]).

Dersom de to ekvivalente utsagnene over holder, sa er + entydig bestemt. Vi kaller den for
bingeroperasjonen indusert av +.

Bevis. Oppgave. O

5.4 Ringer og heltall

I denne seksjonen fglger vi [1, Delkapittel 6.3] parallelt med at vi konstruerer heltallene Z fra
de naturlige tallene N.

La + veere en assosiativ bingeroperasjon pa en mengde A med ngytralt element 0. Gitt et element
a € A, sé sier viat b € A er en invers for a dersom

a+b=b+a=0.
Merk at dersom b og b’ begge er inverser for a, sa far vi at
b=b+0=b+(a+b)=(b+a)+b =0+ =1V.
Det fglger at dersom a har en invers, si er den unik. Vi betegner den med —a.
Legg merke til at dersom ¢ har en invers, sa vil alltid implikasjonene
a+c=b+c = a=b, cta=c+b = a=0>

gjelde, for vi kan multiplisere enten pa hgyre eller venstre side med —a. Spesielt er en binger-
operasjon kansellativ dersom alle elementer har en invers.

Dersom vi bruker multiplikativ notasjon for binseroperasjonen, altsa -, sa er det vanlig & betegne
inversen til a dersom den eksisterer med a~! istedenfor —a.

Definisjon 5.37. La (A, +,-,0, 1) veere et trippel der A er en mengde, + og - er bingeroperasjoner
pa A, 0og 0,1 € A. Visier at (A,+,-,0,1) er en ring dersom folgende gjelder:

(i) + er en assosiativ og kommutativ binaeroperasjon pa A med ngytralt element 0 der hvert
element a € A har en (additiv) invers (som vi betegner med —a).

(ii) - er en assosiativ binaeroperasjon pa A med ngytralt element 1.

(iii) - er distributiv over +.
Dersom i tillegg folgende holder, sé kaller vi (A, +, ) en kommutativ ring:

(iv) - er en kommutativ bingeroperasjon.

Vi betegner som regel bingeroperasjonen - kun ved & skrive elementer ved siden av hverandre,
altsd ab=a - b.
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Eksempel 5.38. La A = {0} der 0 betegner det naturlige tallet 0 (det er ikke vesentlig hva
det ene elementet i A er, sa lenge A bestar av ngyaktig ett element). Vi definerer addisjon og
multiplikasjon som felger:

0+0=0,
0-0=0.

Da vil alle aksiomene for en ring veere trivielt tilfredsstilt. Av den grunn kalles ringen ({0}, +, -, 0,0)
for den trivielle ringen. Legg merke til at denne ringen er det ngytralte elementet for addisjon
det samme som det ngytrale elementet for multiplikasjon, dvs. 0 = 1. Faktisk er den trivielle
ringen den eneste ringen med denne egenskapen: Dersom vi antar at (B,+,) er en ring der
0=1,oglar y € B, sa far vi at

y=y-1=y-0=0

der den siste likheten kommer av Proposisjon 4.25.

Vi kommer til & bruke adjektivet triviell om en ring som kun har ett element, og som da (opptil
a gi dette ene elementet et nytt navn) méa veere lik med ringen presentert her.

Eksempel 5.39. (N,+,-,0,1) er ikke en ring, fordi ikke alle elementer har en additiv invers.
Faktisk er 0 det eneste naturlige tallet med en additiv invers: Antar vi at @ € N har en b € N
slik at a + b = 0, gir Proposisjon 4.23 at a = b = 0. Bortsett fra dette tilfredsstiller (N, +, ) alle
egenskapene en kommutativ ring ma tilfredsstille.

I en ring (A, +,-,0,1) har vi fglgende grunnleggende forhold mellom additive inverser og multi-
plikasjon:
(—a)b = a(—b) = —ab.

Begrunnelsen for (—a)b = —ab ser ut som folger:
(—a)b+ab=((—a)+a)b=0b=0,

der 0b = 0 folger fra Proposisjon 4.25. Den andre identiteten vises tilsvarende.

I en ring kan vi ogsa danne differanser av elementer: Gitt a,b € A, sa definerer vi
a—b=a+(-b).
Til sammen kan vi utlede en rekke identiteter, deriblant

a(b—c¢) = ab — ac,
(b —c)a = ba — ca,
(—a)(=b) = ab,
—a=(-1)a=a(-1).
Definisjon 5.40. En kommutativ ring (A, +,-,0,1) kalles et integritetsomrade dersom vi har

at
ab=0 = (a=0V b=0)

for alle a,b € A.

Legg merke til at i et integritetsomrade er - kansellativ i den forstand at dersom a,b,c € A og
c# 0, sa vil
ac=bc = a =01, ca =ba = a=0"0.
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Grunnen er som fglger: Dersom ac = bc, sa vil
0=ac—ac=bc—ac=(b—a)c

Bruker vi den antatte egenskapen, far vi at a — b = 0 eller ¢ = 0. Siden ¢ # 0, er eneste mulige
konklusjon at b — ¢ = 0, altsa b = c. Den andre kansellativ egenskapen vises tilsvarende.

Vi skal na konstruere heltallene fra de naturlige tallene. Konstruksjonen er litt annerledes enn
det som er gjort i [1, Seksjon 3.3], men helt ekvivalent (og dessuten ganske standard). Intuisjonen
bak konstruksjonen er a uttrykke et heltall a som en differanse

a=a1 —a

der ai,a2 € N. Et heltall skal altsd veaere gitt av et par med naturlige tall, altsd et element
i N x N. Men hva betyr det at to slike differanser er like? Jo, dersom a; — ay = a} — ab for
ay,as,al,ay € Ny s vil vi at dette skal veere ekvivalent med at a; + afy = a) + as. Dette
motiverer fglgende ekvivalensrelasjon:

Proposisjon 5.41. Definer en relasjon ~ pi N x N ved
(a1,a2) ~ (a},ab) <= ai+ay=a)+as.

Da er ~ en ekvivalensrelasjon.

Bewvis. Vi beviser at ~ er refleksiv, symmetrisk og transitiv.

(i) Refleksivitet: Siden ay + as = a1 + ag, slutter vi at (a1, a2) ~ (a1, az).
(ii) Symmetri: Anta at (a1,a2) ~ (a},db). Vi far da at a1 + ab = a} + as. Ved & lese likheten
motsatt vei, far vi at (a}, ab) ~ (a1, as).
(iii) Transitivitet: Anta at (a1, a2) ~ (a},ay) og (a}, ay) ~ (af,ay). Vifar da at a;+ab = a +as
og a} + a4 = af + a). Ved & bruke regneregler for addisjon far vi at

(a1+az)+ay = (a1+ag)+ay = () +ag)+ay = (ay+a3)+az = (a7 +a3)+ag = (a7 +as)+a3.
Kansellasjon gir na a1 +a¥ = a4+ as. Dermed kan vi konkludere med at (a1, as) ~ (af, a).
Dette fullfgrer beviset. O
Definisjon 5.42. Vi kaller mengden
Z=(NxN)/~
for mengden av heltall. Gitt et element (a,b) € N x N, sa betegner vi ekvivalensklassen i Z med
[(a,b)] =a—b.
Legg merke til at (a1, as) ~ (a1 +c¢,a2+c) for alle aj, ag, c € N, siden aj + (az+c¢) = ag+ (a1 +c¢).

Vi far dermed at
a; —az = (a1 +¢) — (a2 + ). (5.2)

Spesielt er c—c=(0+¢) — (0+¢)=0-0.

Lemma 5.43. Fuplgende bineroperasjoner pa N x N bevarer relasjonen ~:

(al,ag) + (bl,bg) = (a1 + b1, a0 + bg),
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1b1 + agba, a1by + azby).
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Bewvis. Vi viser kun at + bevarer ~, - er mer knot og overlates som en oppgave.

Anta at (a1, a2) ~ (a},d) og (b1, ba) ~ (b}, b,). Dette gir

a1+a/2:az/1+a2a
b1+b/2:b,1+b2.

Dermed far vi
(a1 +b1) + (az +b5) = (a1 + a3) + (b +b) = (a) +az) + (by +b2) = (ay + b) + (az + ba).
Dette viser at
(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + ba) ~ (a) + b, ay + by) = (a1, ay) + (b, b)).
Dermed har vi vist at binsroperasjonen bevarer ~. O

Proposisjon 5.44. La + og - betegne bineroperasjonene pd Z indusert ved Lemma 5.43. Da er
(Z,+,-,0,1) et integritetsomrdde.
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