Oppgaver uke 44

Oppgave 1

Regn ut stgrste felles divisor d for a og b, og skriv d som en linezerkombinasjon av a og
b med heltallskoeffisienter, i folgende tilfeller:

a) a =18, b=48.
b) a = 252, b= 105.
c) a=123,b="76.

Oppgave 2

Avgjgr hvilke av folgende utsagn som generelt er sanne for alle a,b,c¢ € Z. Gi bevis
dersom sant, og moteksempel dersom ikke sant.

Oppgave 3

I forelesningen beviste vi at det ikke fins et rasjonalt tall g slik at ¢> = 2. Bruk en
lignende taktikk til & vise folgende:

a) Vis at det ikke fins et rasjonalt tall ¢ slik at ¢® = 3.

b) Vis at det ikke fins et rasjonalt tall g slik at ¢ — ¢ — 1 = 0.

Oppgave 4

La a,b,c € Z. Vis at dersom a | ¢, b | cog a Ab =1, s& vil ab | ¢. (Hint: Bruk Euklids
lemma.)

Oppgave 5

Vis at alle kvadratttall, dvs. alle tall pa formen n? der n € N, er pa formen 4k eller
4k + 1 for et heltall k£ € N.
Hint: Bruk at n enten er et partall eller et oddetall.



Oppgave 6

La (F,+,-,0,1) veere en kropp. I denne oppgaven er mélet & gi mening til potenser z¢
der z € F \ {0} og a € Z. Spesielt lar dette oss definere £* nar x er et rasjonalt tall.
Videre skal vi bevise identiteter for disse potensene.

Vi begynner med tilfellet der n € N. Da definerer vi 2™ for z € F \ {0} ved rekursjon
pa samme mate som i uke 40:

¢° =1,
¢"t'=q-q", neN,
a) Vis at fglgende identiteter holder for alle x,y € F og m,n € N:

(zy)" = a™y",
J;m-‘,-n — xmxn
9

Merk: Disse bevisene er identiske med de fra uke 40, sa dersom du gjorde det
oppgavesettet, sd holder det & overbevise seg om at bevisene faktisk holder her
ogsa.

b) Vis at dersom y € F'\ {0}, s& er
(@/y)" =" /y".
(Merk at vi definerer z/y = xy~1.)
Gitt et heltall a = a1 — ag der aq,as € N, s setter vi
x® =[x,

c¢) Sjekk at definisjonen over er veldefinert, altsd at om b = by — by er et heltall der
bi,by € Nslik at a = b, sa er 2% = 20,

d) Bevis identiteten 29+ = 2 . 2° for alle a,b € Z.
e) Bevis identiteten z% = (2)° for alle a,b € Z.

f) Bevis identiteten (zy)® = x%y? for alle z,y € Q\ {0} og a € Z.



Oppgave 1 lgsning

a) Vi har at
48 =218 + 12,
18=1-12 +6,
12=2-6+40.

Dermed er 6 stgrste felles divisor, og
6=18—-12=18—-(48—-2-18)=3-18 —1-48.
b) Vi har at

252 = 2 - 105 + 42,
105 =242 + 21,
42=2-21+0.

Dermed er 21 stgrste felles divisor, og

21=105—-2-42=105—-2-(252—2-105) =5-105 — 2 - 252.

¢) Vi har at

123 =1-76 + 47,
76 =147+ 29,
47 =1-29 + 18,
29 =1-18 + 11,
18=1-11+7,
11=1-7+4,
7T=1-4+43,
4=1-3+1.

Dermed er 1 storste felles divisor, og

1=4-1-3=4-1-(7T-1-4)=2-4-1-7
=2.(11-1-7)—1-7=2-11-3-7
=2.11-3-(18—1-11)=5-11-3-18
=5-(29—-1-18)—3-18

=5.29-8-18
=5.20—8-(47—1-29)=13-29 — 8 -47
=13-(76 —1-47) —8 - 47

=13-76 —21-47
=13-76—21- (123 —1-76)
=34.76—21-123

Oppgave 2 lgsning

a) Dette stemmer: Dersom a | b, fins ¢ € Z slik at aq = b. Dette gir b = a?¢?, sa a? | b2



b) Dette stemmer ikke: La a =b=c=2. Vihar da at a | c og b | ¢, men ab = 4 deler
ikke ¢ = 2.

¢) Dette stemmer: a | b gir en k € Z slik at ak = b. Ved & gange med ¢ pa begge sider
fas (ac)k = be. Dette gir ac | be.
d) Dette stemmer ikke: —1 | 1, men —1 # 1.

e) Dette stemmer: Vi viser det kontrapositive. Dersom —(2 | a), si er a et oddetall, og
vi kan skrive a = 2k + 1 for et heltall k. Vi far da at

a® = (2k +1)* = 4k® + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Dette viser at a? er et oddetall, si =(2 | a?).

Oppgave 3 lgsning

a) Anta at ¢? = 3. Vi kan skrive ¢ = a/b der a,b € Z med b # 0 og a Ab = 1. Vi far da
at
3b* = a®.

Denne ligningen forteller oss at 3 | a?. Siden 3 er et primtall, gir Euklids lemma for
primtall at 3 | a. Vi kan da skrive a = 3k for et heltall k, som gir

9k = a® = 3b%.
Ved & kansellere 3 far vi at 3k% = b2, som gir 3 | b%. Euklids lemma gir igjen at 3 | b.

Dette er en selvmotsigelse siden a A b = 1.

b) Anta at ¢ — ¢ — 1 = 0. Vi kan skrive ¢ = a/b der a,b € Z med b > 0o0g aAb=1. Vi
far da at
a® —ab® —b* = 0.

Ved & skrive dette som a® = b%(a + b), ser viat b | a®>. Men a Ab=1gir da at b= 1. Vi
sitter da igjen med a® — a — 1 = 0. Skriver vi dette som a(a®? — 1) = 1, gir dette a | 1,
som gir a = 1. Men ingen av disse to verdiene lgser ligningen a® —a — 1 = 0. Vi har
dermed oppnadd selvmotsigelsen var.

Oppgave 4 lgsning

Siden a | ¢ og b | ¢ fins det k,l € Z slik at ak = ¢ og bl = c. Dette gir a | bl. Siden
a Ab=1, gir Euklids lemma at a | I. Multipliserer vi med b (som i Oppgave 2c)) far vi
at ab | bl = c.

Oppgave 5 lgsning

Dersom n er et partall, fins k € Z slik at n = 2k. Dermed er n? = 4k%. Dersom n er et
oddetall, fins [ € Z slik at n = 2’ + 1. Dermed er n? = 41 + 41 + 1 = 4(1*> + 1) + 1.
Oppgave 6 lgsning

a) Som nevnt er bevisene identiske med de gitt i uke 40.

b) Merk forst at



(At 1" = 1 kan bevises lett ved induksjon.) Dette gir at (2")~! = (z71)". Deretter
folger det at

(x/y)" = (zy™ )" =2y~ )" = a"(y") " =" /y"
¢) Vi antar at a = b, der a = a3 — as og b = by — b for naturlige tall a1, as,b1,by. Da
far vi at aq + by = b1 + ao, s&

ay by _ za1+b2 — xb1+a2 _ xbl az

€T T T

Deler vi med z% - %2 pa begge sider, far vi at
x™ x
g0 pba’

Dette viser veldefinertheten.

d) La a = a1 — as og b = by — by der a;,b; € N, i = 1,2. Ved & bruke at tilsvarende

egenskap allerede er kjent for naturlige tall, fas

a1+b ai b a b
a+b = x(a1+b1)—(a2+b2) = = ' = 7:1: T = L: ' . L: ' = xa(Eb
xag—‘rbg x(lebQ a2 be :

T

e) La a og b veere som for. Denne gangen far vi at

(.ra)b _ (xa)bl _ (xal/mag)bl _ (xal)bl/(xaQ)bl _ xalbl/xGle _ xalbleng _ xalbl—‘razbg _ ‘/Eab

(xa)bz (xal /xag)bg (l.al)bQ/(xaz)bz xale/xazbg xalblxagbl xa1b2+agb1

f) Her far vi

(xy)‘“ xalym x yal
(zy)a = a2z G202 a2 a0z maya'
(xy) 2 x 2y 2 xra2 y 2




