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Oppgave 1.

Hvis H og G er grupper sier vi at en gruppe E er en ekstensjon av G med
H hvis det fins en surjektiv homomorfi £ — H med kjerne isomorf med G.
Vis at for to grupper G og H sa er G x H en ekstensjon av G med H.
Vis at S3 er en ekstensjon av en abelsk gruppe med en annen abelsk
gruppe, men at S3 ikke kan veere isomorf med et produkt G x H med G,
H < S5 og G, H ikke trivielle. (Hint: Hvilke undergrupper har S3?)

Oppgave 2.

La F' veere en kropp og la V' veere et endelig dimensjonalt vektorrom over F'.
Sett F* = F'\ {0}. Definer en relasjon ~ pa V' \ {0} ved v ~ w hvis det fins
A € F* slik at w = Av.

(Fortsettes side 2.)
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a) Vis at ~ er en ekvivalensrelasjon.

Hvis V = F"! 54 kalles mengden av ekvivalensklasser for P%.. Vis at
hvis F' er endelig sa er |PL| = |F|+ 1. (Hint: Vis forst at alle klassene
v ={A\v | A € F’*} inneholder ngyaktig |F™*| elementer.)

b) La GLy(F) veere gruppen av linezre isomorfier T : F? — F?  dvs.
gruppen av 2 x 2 matriser med linesert uavhengige sgyler.
Vis at elementene i GLy(F) induserer permutasjoner av PL. Vis at det
fins en gruppehomomorfi GLy(Z,) — S,+1 med kjerne {(3 ) ’/\ € Z;}.

Vis at GLy(Zs) =~ Ss.
(Hint: Tell opp elementene i GLy(Zs).)

Oppgave 3.

Hvis ¢(z) = ax® + bx + ¢ € Q[z] er et annengrads polynom setter vi diskrim-
inanten til q(x) lik D = b* — 4ac. Merk at ¢(z) er irreduktibel over Q hvis
og bare hvis D = 72 for en r € Q.

En kropp F kalles en kvadratisk utvidelse av Q hvis Q < E og [F : Q] = 2.

a) Vis at rotkroppen til et irreduktibelt annengrads polynom over Q er
Q(a) med a € C og a? = D. Vis at E er en kvadratisk utvidelse av Q
hvis og bare hvis E = Q(a) foren a € C, a € Q og o? € Q.

b) La a,3 € C med o? og 3* i Q, mens o, € Q. La K = Q(a, ) og

anta at Q(a) # Q(6).
Beskriv Galois gruppen G(K/Q).

Bruk Galois teori til a finne alle kropper £ med Q < F < K og uttrykk
disse ved hjelp av a0 og 5.
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