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Oppgave 1

a

Oppgi alle abelske grupper av orden 12, opp til isomorfi.
Lgsning: Vi kan faktorisere 12 i primpotenser pa fglgende mater
2x2x3o0g4x3,
som gir felgende to ikke-isomorfe abelske grupper av orden 12:
Lo X Ly X L og Ly X Zs.

Disse kan ogsd beskrives annerledes (og slike beskrivelser godkjennes):
Gruppen Z4 X Zs er isomorf med Zio, og gruppen Zs X Zo X Zg3 er isomorf
med ZQ X ZG-

b

For hver slik gruppe, oppgi om gruppen inneholder et element av orden 4.

Lgsning: Vi viser at Z4 X Zs inneholder et element av orden 4 og at
Zo X Zo X Z3 ikke inneholder et element av orden 4.

I gruppen Zy4 x Z3 er (1,0) et element av orden 4, siden, for i = 1,2,3,
har vi at

i (1,0) = (i-1,i-0) = (4,0) # (0,0)
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mens

4.(1,0)=(4-1,4-0) = (0,0).

Vi viser né at i gruppen Zs X Zso X Zs finnes ikke noe element av orden
4. Anta for motsigelse at (a,b,c) er av orden 4. Da har vi at

4-(a,b,c)=(4-a,4-b,4-¢c)=(0,0,0),

sa spesielt er 4 - ¢ =01 Z3. Men for 1,2 € Zg harvi4d-1=1,4-2 =2, sa
dette betyr at ¢ = 0. Dermed er (a,b,c) = (a,b,0), og vi far

2-(a,b,0)=(2-a,2-b,0) =(0,0,0),

altsa har (a,b,0) orden hgyst 2. Dette er en motsigelse.

Oppgave 2

Si at en partisjon av mengden {1,2,3,4} er en mengde {A, B}, hvor A og
B er disjunkte delmengder av {1,2,3,4} med |A| = |B| = 2. La X veere
mengden av slike partisjoner, det vil si

X ={{{1,2},{3,4}}, {{1,3}.{2,4}}, {{1, 4}, {2, 3} }}.

For o € Sy og {{a,b},{c,d}} € X, la
o-{{a,b},{c,d}} = {{o(a),o(b)},{c(c),o(d)}}.
a
Vis at dette definerer en gruppevirkning av Sy pa X.
Lgsning: Vi skriver oz for o - x, og vi méa vise at avbildningen
(0,2) »ox o€Sy,zeX

tilfredsstiller de to aksiomene for en gruppevirkning, altsa

exr == VeeX

og
01(0'256):(0102)56 V01,02€S4,£13€X

For x = {{a,b}, {c,d}}, har vi

ex = e{{a,b}, {¢,d}} = {{e(a),e(b)},{e(c), e(d)}} = {{a, b}, {c,d}} = .

For 01,09 € Sy har vi

o1(o2x) = o1{{o2(a), 02(b) }, {o2(c), o2(d) } }
= {{o1(02(a)),01(02(b))}, {o1(02(c)), 71 (02(d)) } }
= {{(0102)(a), (0102)(b)}, {(0102)(c), (0102)(d) } }
= (0102){{a,b},{c,d}} = (0102)z
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For o € 84, la
X, ={zx € X |ox =z},

og la
H={ceS| X, =X},

det vil si at H er mengden av de o € S4 som fikserer hele X.

b
Vi oppgir (og du kan bruke) at H har ngyaktig fire elementer. Finn disse.

Lgsning: Vi pastar at H bestéar av
e, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3).

Siden vi har fatt oppgitt at H inneholder 4 elementer, holder det & sjekke
at disse 4 elementene ligger i H, altsa at de tilfredsstiller X, = X. For alle
x € X har vi som en konsekvens av aksiomene for en gruppevirkning at
er = x, s& dermed er X, = X.

Vi viser na at for o = (1,2)(3,4), gjelder X, = X:

J{{l, 2}7 {374}} = {{2a 1}7 {374}} = {{17 2}7 {374}}

U{{173}7 {274}} = {{2’4}7 {1>3}} = {{173}7 {274}}
U{{174}7 {273}} = {{2a3}a {1>4}} = {{174}7 {273}}

Tilsvarende utregninger viser at (1,3)(2,4) og (1,4)(2, 3) ligger i H.

C

Vis at H er en normal undergruppe av Sjy.

Lgsning: Vi viser fgrst at H er en undergruppe av Sy. Vi har e € H. Hvis
o € H, har vi for alle x € X at

or = x,
som impliserer at
ol =0"Yox)=(c7'0)z = ex = .
Dermed ligger 0~! € H. Hvis 01,09 € H og « € X, har vi at

(01092)x = 01(022) = 012 = =,

som betyr at 0109 € H. Dermed har vi vist at H er en undergruppe, og det
gjenstar a vise at H er normal.
Hvis 7 € S4,0 € H og x € X, har vi at

(ror DNz =1(c(r ') =7(r12) = (r7 Dz = ex = z.
Dermed ligger To7~! € H; dette viser at H er normal.
Alternative lgsninger:
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e Det at H er en undergruppe kan sjekkes direkte ved beskrivelsen av
elementene vi har fra oppgave b og multiplikasjon i Sjy.

e Normalitet av H kan vises ved & bruke at vi kjenner elementene, pa
folgende mate: For (i,7)(k,l) € H og 7 € Sy, har vi at

7(i,J)(k, )77 = (7(0), 7 (7)) (7 (k), 7(1)) € H

e Hele oppgave c kan ogsa lgses slik: Vi har en korrespondanse mellom
gruppevirkninger av Sy pa X og homomorfier Sy — Sx. Oppgavens
gruppevirkning svarer til homomorfien ¢: Sy — Sx hvor ¢(o) € Sx er
slik at

¢(o)(z) =ox reX
Betingelsen ¢ € H er ekvivalent med oz = z for alle x, som er

ekvivalent med ¢(0) = e € Sx. Dermed er H = ker ¢, og altsi en
normal undergruppe.

Oppgave 3

a

Finn alle z € Z7 slik at 286 = 1.

Lgsning: Vi ser forst at = 0 ikke er en lgsning av ligningen, sa vi antar
heretter at z # 0.
Siden 86 =84 +2 =6 x 14 4+ 2, har vi i Z~

256 = (28)M52 = 11452 — 42,

hvor vi bruker Fermats teorem, som sier at 2% = 1 i Z7 siden 7 er prim og
x # 0. Dermed blir ligningen ekvivalent med 22 = 1. Denne kan vi Igse ved
& regne ut 22 for alle z € Z7, vi har

12=1,22=4,32=2,42=2,52=4,62 = 1.

Lgsningene blir altsa x = 1 og z = 6.

b

La p veere et primtall, la k € {1,...,p—2},lage N oglan=q(p—1)+k.
La a € Zj,. Vis at ligningen 2" = a har maksimalt £ lgsninger for x € Z,,.

Lgsning: Hvis a = 0, har vi siden Z, er en kropp at " = 0 impliserer
x = 0, sa da finnes bare en lgsning, altsa er antall lgsninger mindre enn eller
lik k.
Vi antar heretter at a # 0. Da ma vi ha x # 0, og som i punkt a finner
vi at
g = a1tk — (:Ep_l)qu = 192F = 2k,
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sa ligningen 2" = a er ekvivalent med 2* = a. Lgsninger av denne ligningen
er det samme som rgtter av polynomet z* —a, og siden Zy, er en kropp, finnes
det maksimalt k rgtter av et polynom av grad k.

Oppgave 4

La S veere en mengde, og la Ag veere ringen av alle funksjoner f: S — R,
med punktvis addisjon og multiplikasjon definert som vanlig for funksjoner.

a

Vis at Ag er et integritetsomrade hvis og bare hvis S inneholder ngyaktig
ett element.

Lgsning: Hvis S = (), finnes ngyaktig én funksjon f: ) — R, dermed er Ag
O-ringen, som ikke er et integritetsomrade.

Hvis S har ett element, si S = {x}, har viat f: S — R er entydig bestemt
av f(x). Dette gir en isomorfi Ag ~ R, og siden R er et integritetsomrade,
sé er Ag det ogsa.

Hvis S har mer enn ett element, kan vi se pa x1,22 € S med z1 # x2.
La f1, fo: S — R veere gitt ved

1 hvis x = x;
filx) = .
0 hvis « # ;.

Da er f1 # 0 # fa, og (fif2)(z) = 0 for alle x € S, som vil si at ffo = 0.
Dermed er fi, fo nulldivisorer i Ag, sa Ag er ikke et integritetsomrade.

b
LaT C S, og la

It ={f € As| f(t) =0 for alle t € T'}.
Vis at Iy er et ideal i Ag og at Ag/Ip ~ Ap.

Lgsning: Vi ser pa avbildningen ¢: Ag — Ar gitt ved begrensning av
domene, det vil si at for f € Ag og z € T lar vi

Vi har na for f,g € Ag at ¢(f) + ¢(g9) = ¢(f +g) og ¢(f)d(g) = ¢(fg), sa

¢ er en ringhomomorfi. Vi har at
fekerp = f(t)y=0VteT < f e Ip,

som vil si at I1 = ker ¢. Dermed er Iy et ideal.
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For f € Ap, kan vi la g € Ag veere definert ved

) f(@x) hvisz €T
9(@) = {0 hvis z & T,

Da har vi ¢(g) = f, og siden dette gjelder for alle f, er ¢ surjektiv.
N4& gir fundamentalteoremet for ringhomomorfier at

As/Ir = Ag/ker ¢ ~ ¢p(Ag) = Ar.

Oppgave 5
Law:eye(@, og la £ = Q(w). Polynomet
af 1 6, 54 A4 3 2
<I>7(x):71:m +’ 4+ttt +r+1
Tz —

er irredusibelt over Q, og dette kan brukes uten bevis.

a
Vis at E er rotkroppen til ®7(z) over Q.

Lgsning: Rgttene til 7 — 1 i C er sjuendergtter av 1, altsa eZF = WP for
k=0,...,6. Dermed har vi faktoriseringen

som gir faktoriseringen
6
O7(z) = [J(z — o).
k=1

Altsa er rgttene til ®7(x) gitt ved w,w?, ..., w’ og rotkroppen til ®7(z) over

Q er
F:=Q(w,w? ... ,u%.

Siden w € F, har vi E C F, og siden w’ € E fori=1,...,6 har vi F C E.
Dermed er E = F, som var det vi ville vise.

b

Vis at det finnes en automorfi o € G(E/Q) med o(w) = w?, og at o har
orden 6. Vis at G(E/Q) ~ Zg.
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Lgsning: I forrige oppgave viste vi at bade w og w? er rgtter av ®7(z), og
siden ®7(x) er irredusibelt over Q, sa er w og w® konjugerte over Q. Dermed
finnes en unik homomorfi av kropper

o: E=Q(w) = Qw?)

som fikserer Q og som er slik at o(w) = w?.

Siden w? € E, sa er Q(w?) C E. Dermed har o bilde i E, og siden ¢ er
injektiv og F er endelig-dimensjonal som vektorrom over QQ, sd mé o veere
surjektiv.!

Vi vet at w’ = 1, og far at

03 (w) = o(w?) = w? = W?
o3(w) = o(w?) = w®

ot (w) = o(w®) = w'® = w*

0% (W) = o(wh) = w'? = WP

oOw) =o(W®) =w® =

Siden o%(w) # w for i = 1,...,5, har vi 0% # idg for i = 1,...,5. Siden
0%(w) = w, har vi 0% = idg. Altsa har o orden 6.
Kroppsutvidelsen Q < F er separabel og en rotkropp, og dermed har vi

G(E/Q)| = {E: Q} = [E : Q] = deg r() = 6.
Dermed er G(E/Q) = (o) ~ Zs.

c
La K = Q(w + wb). Vis at

e K <F,

og at K er den eneste kroppen med disse to egenskapene.

Lgsning: Siden w + wb € E, har vi at K < E. Enhver kropp F < FE har
karakteristikk 0, og ma dermed inneholde Q. Kropper F' som ligger mellom
Q og FE er i bijeksjon med undergrupper av G(E/Q). Denne bijeksjonen
sender F' til G(E/F) og er slik at [F' : Q] er lik indeks av gruppen G(E/F)
i G(E/Q).

Siden (0®) < G(E/Q) = (o) er den unike undergruppen av indeks 3, har
vi at det finnes en unik underkropp E 3y av E av grad 3 over Q.

Det gjenstér & vise at K = E(,s3y, eller ekvivalent at G(E/K) = (o3). Vi
har w8 = w™!, og dermed at

Bt =dwrw = tu T =wtw T =w+ b

! Alternativt: Siden E er en rotkropp, og o er en homomorfi fra E inn i den algebraiske
tillukningen Q, s& ma o veere en automorfi.
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Dermed vil 0® € G(E/Q) fiksere K, sa 03 € G(E/K). Siden o3 har orden
2, vil 2 dele |G(E/K)|, altsa er G(E/K) enten lik (¢3) eller G(E/Q). Men

clw+uw)=cw+w H=w+w3 =+t £w+u

siden

Wt WP rw=ww —wd —w? 1),

og 1,w,...,w’ er linezert uavhengige over Q. Dermed har vi G(E/K) = (0?),
sa [K: Q] =3.

SLUTT

Ordliste
e kropp — field
e rotkropp — splitting field
e integritetsomrade — integral domain

e gruppevirkning — group action



