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Problem 1. Betrakt gruppen C* = C\ {0}, hvor gruppeoperasjonen er
vanlig multiplikasjon av komplekse tall. La

A={2eC ||z] <1}
(a) Er A lukket under multiplikasjon?
(b) Er A en undergruppe av C*?
Losning:

(a) La z1, 20 € A. Da har vi at |21|, |22 < 1, og dermed er |z1 29| = |21]]22] <
1-1=1. Det folger at 2125 € A, sa A er lukket under multiplikasjon.

(b) Mengden A er ikke en undergruppe av C*, siden vi har 1/2 € A, men
(1/2)7'=2¢ A

Problem 2. La G vere en endelig gruppe med identitetselement e. Anta
at for alle g € G gjelder

g =e.
(a) La a,b e G. Vis at
aba bt =e.

(b) Vis at G er abelsk.

(c) Vis at G er enten triviell eller isomorf med gruppen

n
n

HZQ = ZQX"'XZQ

=1

for en eller annen n > 1.
Losning:
(a) Fra a® =eog b®* =e, vet viat a = a~ ' og b= b"1. Dermed har vi at
e = (ab)? = abab = aba"'b ",
(b) For alle a,b € G, har vi vist i punkt (a) at aba™*b~! = e. Ganger vi med

ba pa hgyre pa begge sider av denne ligningen, far vi ab = ba. Dette
betyr at G er abelsk.



(c) Siden G er abelsk og endelig, vet vi fra strukturteoremet for endelige
abelske grupper at G enten er triviell, eller isomorf til en gruppe

H = H iji,
i=1
hvor p; er primtall og e; > 1. Vi antar G er ikketriviell, og vil vise at
p;t = 2 for alle 7.

Vi ser at for enhver ¢ = 1,...,n, har elementet (0,... 0, i,O, ...,00eH
orden p;* i H. Siden alle elementer i G har orden maksimalt 2, folger
det at vi mé ha p;* = 2 for alle 1.

g:<1 2 3 4 5)655.

Problem 3. La

2 54 31
a) Skriv o som et produkt av disjunkte sykler.

(a)

(b) Ligger o i As?

(c) Hva er ordenen til o7
)

(d) For den sykliske gruppen (o) og elementet (1,4) € S5, vis at venstre
restklasse (1,4)(c) ikke er lik hgyre restklasse (o)(1,4).

Losning:
(a) o =(1,2,5)(3,4).

(b) o =(1,5)(1,2)(3,4). Siden o er et produkt av tre transposisjoner, er o
en odde permutasjon, sa o ligger ikke i As.

(c) Ordenen til o er 6, som vi ser ved & beregne
o’ =(1,5,2),0° = (3,4),0" = (1,2,5),0° = (1,5,2)(3,4),0° = e.

(d) Siden o har orden 6, har vi at (o) = {¢" | n=0,...,5}. Vi regner ut
(1,4)(o) ={(1,4),(1,2,5,4,3),(1,5,2,4),(1,4,3),(1,2,5,4),(1,5,2,4,3)}
og
(0)(1,4) ={(1,4),(1,3,4,2,5),(1,4,5,2),(1,3,4),(1,4,2,5),(1,3,4,5,2) }

og ser at disse er ulike, for eksempel er (1,4,3) € (1,4)(c) mens

(1,4,3) & (0)(1,4).



Alternativt, med litt mindre regning: Siden o(3) = 4 og o(4) = 3, har vi
at 0"(3) € {3,4} for all n € Z. Det folger at

(0"(1,4))(3) = 0"(3) € {3,4}
for alle n € Z.

Siden ((1,4)0)(3) = 1, ser vi at (1,4)0 # o™(1,4) for alle n € Z. Vi
l<qa>r(alt4$)é at (1,4)0 € (1,4)(c) men (1,4)0 & (0)(1,4), sa (1,4)(0) #
o)(1,4).

Problem 4. La GLy(R) veere gruppen av reelle, inverterbare (2 2)-matriser,
det vil si

GLy(R) = {(CCL Z) |a,b,c,d€R,ad—bc7éO},

med gruppeoperasjonen matrisemultiplikasjon. La

B {(g 2) ]a,b,deR,ad;«éO} C GLy(R).

(a) Vis at B er en undergruppe av GLy(R).
La nd My, My € GLy(R) veere gitt ved
N ! b1 (a2 b2
i ) e (5 )

(b) Vis at hvis M1 B = M,B, sa finnes en a € R\ {0} slik at

sa er M B = M5B.
Hint: Beregn My ' M.

Losning:



()

Identitetselementet 1 GLo(R) er identitetsmatrisen I, som ligger i B.
For Ay, Ay € B gitt ved

[ bl (G2 b2
A= <o d1> Az = <0 d2>’
a1a9 a1b2 + b1d2>

Az = ( 0 dyds

som ligger i B, sa B er lukket under multiplikasjon.

For A € B gitt ved
a b
=6 3)

1 i (d =b\  [a' —ba'd?
A = (det A) (O CL> == ( 0 d_1 ;

som ligger i B, altsa inneholder B inversen til alle sine elementer.

har vi at

har vi

Dermed er B en undergruppe av G Ls(R).
Hvis M1 B = M5B, sa har vi M, € MyB, som vil si at det finnes en

matrise
a b
Vo (s t)es
slik at My = MsN. Vi har da

aq b1 . . __[aaz ba2+db2
(Cl d1> - Ml o M2N o <a02 bCQ + dd2> '

()= (2)

Siden N er invertibel, er ad = det(N) # 0, sa a # 0.

Dermed har vi

Vi antar det finnes en a # 0 slik at

Vi beregner

My My = (det My) ™! ( dz _b2> <“1 bl) — (det M,) ™" < daar = boty

—Coa1 + asCy

doby — bady
—Cgbl + ngl

)



Vi har
—CoG1 + A9C1 = —AC09 + AACy = 0,

s& My 'M, € B, og dermed er M,B = M,B.



