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Problem 1. La G og H veere endelige grupper, og la ¢: G — H vaere en
gruppehomomorfi.

(a) Bruk Lagranges teorem og fundamentalteoremet for gruppehomomorfier
til & vise at |G|/| ker ¢| deler |H]|.

(b) Anta na at ged(|G|,|H|) = 1. Vis at da er ¢ den trivielle homomorfien,
det vil si ¢(g) = e for alle g € G.

Problem 2. La R og S vere ringer med identitetselementer 1z € R og
ls € S, slik at 1g # 0. La ¢: R — S veere en ringhomomorfi slik at

o(1r) = 1g.
(a) Vis at hvis r € R er en enhet!, s& er ¢(r) en enhet i S.
(b) Vis at hvis R er en kropp, sa er ¢ injektiv.

(c) Vis at den motsatte implikasjonen fra punkt (a) ikke er sann, det vil si:
Finn et eksempel pa en ringhomomorfi ¢: R — S med ¢(1g) = 15 # 0
og en r € R slik at ¢(r) er en enhet i S, men r er ikke en enhet i R.

Hint: Du kan finne et eksempel med R = Z.
Problem 3. Se pa produktringen Z x Z, og la
R={(m,n)€ZxZ|m=n (mod2)} CZxZ.
(a) Vis at R er en underring av Z X Z.
(b) Finn alle 0-divisorer i R.

Problem 4. La F vaere en kropp. Vi sier at a € F' er et kvadrat hvis det
finnes en b € F slik at a = b%.

(a) Vis at a € F er et kvadrat hvis og bare hvis polynomet 2% —a € F|x] er
redusibelt.

La na p > 3 vaere et primtall og la a € Z, med a # 0.

(b) Vis at hvis a er et kvadrat, s er a7 =1.

(c) Vis at hvis a"T =1, s& er a et kvadrat.

Hint: Bruk Korollar 23.6 fra boken som sier at den multiplikative gruppen
Z,, er syklisk, og skriv a som g* for en generator g av L,

LAlts& det som pa engelsk kalles unit.



