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Oppgavesettet er p̊a 2 sider.

Alle svar må begrunnes.

Oppgave 1. La c være et reellt tall. Definer en følge xn i R ved

x1 = c

xn+1 = xn + (1 − xn)xn

for n = 1, 2, 3, . . .

a) Anta først at 0 < c < 1.

(i) Vis ved induksjon at 0 < xn < 1 for alle n.
(ii) Vis s̊a at {xn} konvergerer og finn L = lim

n→∞
xn.

b) Anta s̊a at c < 0.

(i) Vis ved induksjon at følgen da er nedtil monoton.
(ii) Er følgen konvergent?

c) Finn alle verdier av c slik at følgen er konvergent og finn de tilsvarende verdier av
grensen L.

Oppgave 2. Definer en funksjon f p̊a omr̊adet

D = {(x, y) ∈ R2 | 0 < y < ax},

der 0 < a < 1 ved

f(x, y) =
1

x − y
a) Vis at det finnes en konstant a∞ slik at for alle ε > 0 finnes en R > 0 slik at (x, y) ∈ D

og ‖(x, y)‖ > R impliserer at |f(x, y) − a∞| < ε. (Vi sier at lim
‖(x,y)‖→∞

f(x, y) = a∞.)

Finn a∞.

b) Hva er tillukningen D̄ til D? Vis at f kan utvides til en kontinuerlig funksjon p̊a
D̄ \ {(0, 0)}.

c) (i) Er utvidelsen i b) uniformt kontinuerlig p̊a D̄ \ Bε((0, 0)) hvis ε > 0? Her er

Bε((0, 0)) = {(x, y) ∈ R2 | ‖(x, y)‖ < ε}

(ii) Er f selv uniformt kontinuerlig p̊a D?
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Oppgave 3. La (V, ‖ · ‖) være et normert vektorrom

a) Definer hva det betyr at en undermengde A av V er henholdsvis

(i) lukket,
(ii) kompakt.

b) Bevis at hvis A er en lukket undermengde av V og C er en kompakt undermengde, s̊a
er A + C = {a + c | a ∈ A og c ∈ C} lukket.

c) Bevis at hvis A og C begge er kompakte, s̊a er A + C kompakt.
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