Oppgave 1

a) Anta at {f,} er en avtagende folge av ikke-negative, integrerbare
funksjoner som konvergerer mot f. Vis at

/fdu—girgo/fndu

b) Gi et eksempel pa en avtagende folge av ikke-negative, malbare funksjoner
som konvergerer mot f, men slik at likheten i a) ikke holder.

Lgsning: a) Siden f; er integrerbar, kan vi bruke dominert konvergensteo-
rem med f; som den dominerende funksjonen. Dermed er

lim fndu:/ lim fnd,u:/fdu

b) La fr = 1j 00)- Daer f =lim, . fr = 0, og vi har

lim /fnd,u,:oo

0g

Oppgave 2

Vis at for alle integrerbare funksjoner f: R — R er

/fd;z:lim fdu

n—oo [_n7n]

Lgsning: Vi bruker dominert konvergensteorem med | f| som den dominerende
funksjonen. Hvis f, = 1/_, ) f, har vi da

lim fdu= lim /fndu:/ lim fnd,u:/fdu
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Oppgave 3

La f, g veere to ikke-negative, malbare funksjoner, og anta at

/fd,u:/gd,u<oo
G G

for alle apne mengder G. Vis at

/Afdu—/Agdu



for alle A € M. Forklar at dette medfgrer at f = g n-o.a.

Lgsning: La A veere en malbar mengde. Ifglge Proposition 4.3.5 finnes det
for hver n € N en apen mengde O,, slik at A C O,, og u(0, \ 4) < % Lar vi

Gn = ﬁ Oy,
k=1

far vi en avtagende folge av apne mengder slik at A C G, og u(Gp \ A) < %
Dette betyr at 1¢, f og 1g, g er to avtagende fglger som konvergerer n.o.a
mot henholdsvis 14f og 14¢9. Bruker vi n.o.a.-varianten av dominert kon-
vergensteorem (Exercise 4.7.8) med h.h.v. 1, f og 1¢,9 som dominerende
funksjoner, far vi

/fdu:/lAfdu: lim /lgnfdu: lim/ fdu
A n—oo n—oo Gn

/gdu—/lAgdu— lim /lgngdu— lim/ gdu
A n—oo n—oo G’n

Siden [, fdu= [, gdu for alle n € N, folger det at

/Afdu=/Agdu

Det gjenstar a vise at f = g n.o.a. Anta ikke, da har mengden {z €
Re| f(z) # g(x)} positivt mal. Siden

0g

o0

heRﬂﬂ@%ﬂ@%:ijeRﬂﬂ@2mm+igU

n=1

U(G@fRﬂﬂ@Zﬂ@+ig
ma det finnes en n slik Z:lenten

An={r € R f(2) > glo) + 1)
eller

Ba={r € R |g(a) > f(z) + )

har positivt mal. La oss anta det er A,, (argumentet i det andre tilfellet er
helt tilsvarende). Siden

oo

An = U (An N (—]{7, k)d)a
k=1



finnes det en k € N slik at A¥ = A, N (—k, k)? har positivt mal. Da er
Jar fdpog [, gdp endelige, og vi har

1 1
Akfdu—/Akgdu—/Ak(f—g)dMZ/Akndu—M(Aii)>0

n

Dermed har vi fatt selvmotsigelsen vi var pa jakt etter.

Oppgave 4
a) Funksjonen f, : R — R er definert ved

S hvisz € (0,1)

fn(z) =

0 ellers

" Finn limy, oo [ frn dp

b) La .
SWet néraz e [—3,1),2#0
gn(z) =¢ 1 nar x =0
0 ellers

“ Finn lim,, fgn du

Lgsning: a) Funksjonen

Si% nar u # 0
h(u) =
1 nar u =0

er kontinuerlig og avtagende pa intervallet [0,1). Det betyr at f,(x) =
h(z™) vokser mot 1 nar n — oo. Ved monoton konvergensteorem er

dermed
lim /fndu: lim fndu:/ lim fnd,u:/ ldu=1

b) Legg merke til at g, (x) = zh(z™). Dette betyr at g, (z) — x for alle
zi[—1,1] unntatt z = 1 (som ikke spiller noen rolle siden et punkt

har mal 0). Siden |g,(z)| = |zh(2™)| < |z|, kan vi bruke dominert
konvergensteorem med g(z) = |z| som dominerende funksjon. Dermed
er

lim gndu:/ lim gnd,u:/ :Ud,u:§
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Oppgave 5

Anta at {f,} er en fglge i L'(RY) som konvergere punktvis mot en funksjon
f. Anta at det finnes en C' € R slik at | f, — fi|1 < C for alle n € N. Vis at
f e L'R,

Lgsning: Observer forst at det holder & vise at f — f; ligger i L'(R?); siden
L'(RY) er et vektorrom, medfgrer nemlig dette at f = (f — f1) + f1 ligger i
L'(RY). Fglgen {f, — f1} konvergerer punktvis mot f — fi, og ved Fatous
lemma har vi:

17 = ildu= [timint |~ fildp < timint [ 1f, — fildu =
= liminf |f, — fi|]1 < C

Dette viser at f — f1; € LY(RY).



