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Alle deloppgaver (1, 2, 3a, 3b osv.) teller 10 poeng.

Oppgave 1

Funksjonene fn : R→ R er definert ved

fn(x) = arctan(x2n)

Vis at

lim
n→∞

fn(x) =



π
2 dersom |x| > 1

π
4 dersom |x| = 1

0 dersom |x| < 1

Er konvergensen uniform?

Oppgave 2

(X, d) er et metrisk rom, og A er en delmengde av X. Vi sier at b ∈ X er
et opphopningspunkt for A dersom alle kuler B(b; r), r > 0, inneholder et
punkt fra A forskjellig fra b. Vis at b er et opphopningspunkt for A hvis og
bare hvis det finnes en følge {xn} fra A som konvergerer mot b og der alle
elementene er forskjellige fra b.

Oppgave 3

I denne oppgaven er µ Lebesgue-målet på Rd, ogM+ er mengden av ikke-
negative, målbare funksjoner f : Rd → [0,∞]. Anta at I : M+ → [0,∞]
tilfredsstiller disse fire betingelsene:

(i) I(cf) = cI(f) for alle c ∈ [0,∞) og alle f ∈M+.

(ii) I(f + g) = I(f) + I(g) for alle f, g ∈M+.

(Fortsettes på side 2.)
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(iii) I(1A) = µ(A) for alle målbare A ⊂ Rd.

(iv) Dersom {fn} er en voksende følge fraM+ som konvergerer mot f , så
er limn→∞ I(fn) = I(f).

a) Vis ved induksjon at

I(c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn) = c1I(f1) + c2I(f2) + · · ·+ cnI(fn)

for alle n ∈ N, alle c1, c2, . . . , cn ∈ [0,∞) og alle f1, f2, . . . , fn ∈M+.

b) Vis at I(f) =
∫
f dµ for alle ikke-negative, enkle funksjoner f .

c) Vis at I(f) =
∫
f dµ for alle f ∈M+.

Oppgave 4

I denne oppgaven er X mengden av alle funksjoner

f : N→ R

slik at
∞∑
i=1

|f(i)| <∞

a) Vis at

(i) Dersom f ∈ X og c ∈ R, så er cf ∈ X.

(ii) Dersom f, g ∈ X, så er f + g ∈ X.

Resultatet i punkt a) forteller oss at X er et vektorrom. Dette kan du bruke
fritt i fortsettelsen.

b) Vis at

||f || =
∞∑
i=1

|f(i)|

er en norm på X.

c) For alle n ∈ N er en : N→ R definert ved

en(i) =


1 dersom i = n

0 ellers

Vis at {en}n∈N er en basis for X.

d) Vis at limn→∞ ||f − en|| = ||f || + 1 for alle f ∈ X. Hvorfor kan ikke
{en} ha en konvergent delfølge i (X, || · ||)?

e) Vis at
B = {f ∈ X : ||f || ≤ 1}

er lukket og begrenset, men ikke kompakt. Er B totalt begrenset?

(Fortsettes på side 3.)
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Oppgave 5

I denne oppgaven er (X, d) et metrisk rom, A er en delmengde av X,
f : A → R er en uniformt kontinuerlig funksjon, og b er et randpunkt til
A. Vis at dersom {xn} er en følge fra A som konvergerer mot b, så konverg-
erer følgen {f(xn)}. Finn et eksempel som viser at dette ikke alltid gjelder
dersom vi bare antar at f er kontinuerlig.

Slutt


