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Oppgave 1

Funksjonene f,, : R — R er definert ved

funlx) = arctan(:cgn)

Vis at
5 dersom |z] > 1
nh_{rgo fo(w) =4 § dersom |z| =1
0 dersom |z| <1

Er konvergensen uniform?
Oppgave 2

(X,d) er et metrisk rom, og A er en delmengde av X. Vi sier at b € X er
et opphopningspunkt for A dersom alle kuler B(b;r), » > 0, inneholder et
punkt fra A forskjellig fra b. Vis at b er et opphopningspunkt for A hvis og
bare hvis det finnes en fplge {z,} fra A som konvergerer mot b og der alle
elementene er forskjellige fra b.

Oppgave 3

I denne oppgaven er u Lebesgue-malet pa R%, og M™T er mengden av ikke-
negative, malbare funksjoner f : RY — [0,00]. Anta at I : MT — [0, o0]
tilfredsstiller disse fire betingelsene:

(i) I(cf) = cI(f) for alle ¢ € [0,0) og alle f € M™T.

(i) I(f+g)=I(f)+ I(g) for alle f,g € MT.

(Fortsettes pa side 2.)
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(iii) I(14) = p(A) for alle malbare A C R,

(iv) Dersom {f,} er en voksende fglge fra M* som konvergerer mot f, si
er limy, o0 I(fn) = I(f).

a) Vis ved induksjon at
Ilecifi+cafo+ -+ cenfn) = cal(fi) +c2l(fo) + -+ cnl(fn)
for alle n € N, alle ¢1,¢a,...,¢, € [0,00) og alle fi, fo,..., fn € MT.
b) Vis at I(f) = [ fdp for alle ikke-negative, enkle funksjoner f.
¢) Visat I(f) = [ fdu for alle f € MT.
Oppgave 4

I denne oppgaven er X mengden av alle funksjoner

f*N—=R
slik at -
D@ < oo
i=1
a) Vis at

(i) Dersom f € X ogc € R, saercf € X.
(ii) Dersom f,g € X,sder f+g€ X.

Resultatet i punkt a) forteller oss at X er et vektorrom. Dette kan du bruke
fritt i fortsettelsen.

b) Vis at
1£1 =Y 1)
i=1

er en norm pa X.
c) For alle n € Ner e, : N — R definert ved

1 dersomi=mn

en(i) =
0 ellers

Vis at {ey }nen er en basis for X.

d) Vis at lim, o [ f —en| = |f]| + 1 for alle f € X. Hvorfor kan ikke
{en} ha en konvergent delfplge i (X, | - |)?

e) Vis at
B={feX:|fl<1}

er lukket og begrenset, men ikke kompakt. Er B totalt begrenset?

(Fortsettes pa side 3.)



Eksamen i MAT2400, Onsdag 15. juni 2011. Side 3

Oppgave 5

I denne oppgaven er (X,d) et metrisk rom, A er en delmengde av X,
f A —= R er en uniformt kontinuerlig funksjon, og b er et randpunkt til
A. Vis at dersom {z,} er en fplge fra A som konvergerer mot b, sa konverg-
erer folgen {f(zy,)}. Finn et eksempel som viser at dette ikke alltid gjelder
dersom vi bare antar at f er kontinuerlig.
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