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Alle deloppgaver (Oppgave 1, 2, 3, 4a, 4b osv.) teller 10 poeng.

Oppgave 1: Funksjonene f, : [0,00) — R er definert ved
fn(z) = n?z?e
a) Vis at fglgen {f,} konvergerer punktvis.
b) Konvergerer fplgen uniformt?

Oppgave 2: I denne oppgaven er (Xi,d;) og (X2,d2) to metriske rom.
Anta at (Xi,dp) og (Xo,dz) er isometriske, dvs. at det finnes en bijeksjon
(b : X1 —>X2 slik at

di(z,y) = da(¢(z),6(y)) for alle z,y € X;.

Vis at dersom (X1,d;) er komplett, sa er (Xo,da) ogsa komplett.

Oppgave 3: Anta at (X, A, u) er et malrom. Husk at en folge {f,} av
funksjoner fra X til R kalles begrenset dersom det finnes en M € R slik at
|fn(x)] < M for allen € N og alle x € X. Anta at {f,} er en begrenset folge

av malbare funksjoner som konvergerer punktvis mot en funksjon f. Vis at
dersom p(X) < oo, sé er

lim [ fndp = /fdu
n—0o0

Finn et eksempel som viser at dette ikke alltid er tilfellet nar u(X) = oo.

(Fortsettes pa side 2.)
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Oppgave 4: I denne oppgaven er X en ikke-tom mengde, og D er en ikke-
tom familie av delmengder av X slik at fglgende tre betingelser er oppfylt:

(i) Dersom A € D, sa er A° € D.
(ii) Dersom A, B € D,saer ANB € D.
(iii) Dersom {A; }nen er en disjunkt fglge av mengder i D, si er
Unen An € D.
a) Vis at ) € D.

b) Vis ved induksjon at dersom Aj, Ag,..., A, € D,sder AN AsN...N
A, €D.

c) Vis at dersom A, Ag,..., A, € D,sder Ay UAyU...UA, €D.

d) Vis at D er en o-algebra.

Oppgave 5: I denne oppgaven er d; and do to metrikker pa den samme
ikke-tomme mengden X. Definer d : X x X — R ved

d(z,y) = di(z,y) + da(x,y) for alle z,y € X.
a) Vis at d er en metrikk pa X.

Vi sier at di og do er kompatible dersom fglgende betingelse er oppfylt:

Betingelse: Dersom en folge {xz,} konvergerer til a i dj-metrikken og til b
i do-metrikken, sa er a = b.

b) Anta at d; og do er kompatible. Vis at dersom C' C X er kompakt
med hensyn pa bade dy og da, s& er C' ogsa kompakt med hensyn pa d.

Oppgave 6: Anta at {x,} er en folge av reelle tall som konvergerer mot
a € R. Visat {x,} er begrenset, dvs. at det finnes en M € Rslik at |z,,| < M
for alle n € N. Vis ogsa at dersom

r1t+ T2+ -+ ap

Yn = for alle n € N,
n

s konvergerer folgen {y,} mot a.
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