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Oppgave 1

La {xn}N være en følge av reelle tall, A være Borel σ-algebraen på R og la
µN : A → R̄+ være gitt ved

µN (A) =
1

N

N∑
n=1

1A(xn).

1a

Vis at µN er et mål. Hva er µN (R)?

Possible solution: Vi regner ut for Ai disjunkte

µ(∪iAi) =
1

N

N∑
n

1∪iAi(xn)

=
1

N

N∑
n

∑
i

1Ai(xn)

=
∑
i

1

N

N∑
n

1Ai(xn)

=
∑
i

µN (Ai).

De andre kravene er enkle å vise. µN (R) = N/N = 1.

(Fortsettes på side 2.)
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1b

La g være en enkel, ikke-negativ funksjon på standard form

g(x) =
m∑
i=1

ai1Ai(x).

Hva blir ∫
g dµN ?

La f : R → R være en kontinuerlig, ikke-negativ funksjon. Hva blir
∫
f dµN?

Possible solution: ∫
g dµN =

m∑
i=1

aiµN (Ai)

=
1

N

N∑
n=1

m∑
i=1

ai1Ai(xn)

=
1

N

N∑
n=1

g(xn).

La {gk} være en følge av enkle funksjoner som konvergerer uniformt mot f ,
da blir ∫

f dµN =

∫
lim
k

gk dµN = lim
k

∫
gk dµN =

1

N

N∑
n=1

f(xn).

1c

Anta nå at xn → x̄ når n → ∞. Regn ut grensen

lim
N→∞

∫
f dµN .

Possible solution: Nå n er stor vil f(xn) ≈ f(x̄), så jeg gjetter på at
grensen er f(x̄), men dette må vises. Velg M < N og la IN betegne

∫
f dµN ,

|IN − f(x̄)| = 1

N

∣∣∣ N∑
n=1

f(xn)− f(x̄)
∣∣∣

≤ 1

N

M∑
n=1

|f(xn)− f(x̄)|+ 1

N

N∑
n=M+1

|f(xn)− f(x̄)|

≤ CM

N
+

1

N

N∑
n=M+1

|f(xn)− f(x̄)| .

der
C = sup

n
|f(x̄)− f(xn)| .

(Fortsettes på side 3.)
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Siden xn → x̄ blir C endelig. Nå velger vi først M så stor at |f(x̄)− f(xn)| ≤
ε for n ≥ M . Da får vi

|IN − f(x̄)| ≤ CM

N
+ ε.

Tilslutt velger vi N så stor at det første leddet blir mindre enn ε.

Oppgave 2

La (X,A, µ) være et målrom og la f : X → R̄+ være en integrabel funksjon.
Vis at

µ ({x ∈ X | f(x) ≥ t}) ≤ 1

t

∫
f dµ.

Og at dersom f er p-integrabel

µ ({x ∈ X | f(x) ≥ t}) ≤ 1

tp

∫
fp dµ.

Possible solution: Vi estimerer∫
f dµ ≥

∫
{f≥t}

f dµ ≥ t

∫
{f≥t}

dµ.

Videre

µ ({x ∈ X | f(x) ≥ t}) = µ ({x ∈ X | f(x)p ≥ tp}) ≤ 1

tp

∫
fp dµ.

SLUTT


