MAT2400, var 2025
Obligatorisk oppgave nr. 1.

Innleveringsfrist. Torsdag 20. februar 2025, klokken 14:30, i Canvas (canvas.uio.no).

Du velger selv om du skriver besvarelsen for hand og scanner besvarelsen eller om du
skriver lgsningen direkte inn pa datamaskin (for eksempel ved bruk av IXTEX). Besvarelsen
skal leveres som én PDF-fil. Scannede ark ma vere godt lesbare. Besvarelsen skal inneholde
navn, emne og oblignummer.

Det forventes at man har en klar og ryddig besvarelse med tydelige begrunnelser. Samar-
beid og alle slags hjelpemidler er tillatt, men den innleverte besvarelsen skal veere skrevet
av deg og reflektere din forstaelse av stoffet.

Soknad om utsettelse av innleveringsfrist. Hvis du blir syk eller av andre grunner trenger a
spke om utsettelse av innleveringsfristen, ma du ta kontakt med faglaerer senest samme dag
som innleveringsfristen.

Kravet for & fa godkjent oppgaven er at den er levert inn (i Canvas). Du velger selv hvor
mye du vil svare pa, og du vil fa tilbakemelding pa det du har levert. Det viktigste med
oppgaven er a fa trening i a lgse oppgaver, noe som definitivt vil gjgre deg bedre rustet til
a takle eksamen nar den kommer mot slutten av semesteret.

LYKKE TIL!


https://canvas.uio.no
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Spgrsmal 1. La P, vere mengden av alle nte-gradspolynomer med rasjonale koeffisienter
PnZ{fiR—”R | flz) =) aa, aie@};
i=0

og la P vere unionen av disse

P=JP.
n=0

a) Vis at P er tellbar.

Lgsningsforslag: P, er tellbar siden Q"™ er tellbar, og P er en tellbar union av tellbare
mengder.

Sett
A={zeR | p,(z)=0forenp, € P}.

A kalles de algebraiske tallene.
b) Vis at A er tellbar.

Lgsningsforslag: Et nte-gradspolynom har hgyst n retter, P tellbar. For hver p € P, far
vi hgyst n elementer i A. Dermed blir A tellbar.

c) Hva er galt med folgende “bevis” for at A N[0, 1] ikke er tellbar: Anta {a;} er en liste av
AN0,1], med desimalekspansjon

a; = O'dildi2d13di4 ...... di; -

La s(a) =1 dersom a # 1 og s(a) = 2 ellers. Da er a = 0.s(dy1)s(d22)s(dss) - - s(di) - - -
tkke med i lista, og A kan derfor ikke vere tellbar. Hint: Kan du finne et tall som ikke er
algebraisk?

Lgsningsforslag: Det er ikke noe galt med resonnementet, det viser at a ikke er med i
lista over de algebraiske tallene. Altsa er a € A°.

Spdrsmal 2.
a) En funksjon f: R — R kalles konveks dersom
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for alle p og ¢ storre eller lik 1. Vis at dersom f”(z) > 0 for z € R sé er f konveks. Hint:
Bruk Taylor’s formel av grad 1 med restledd.



Lgsningsforslag: La z = z/p + y/q, siden f” > 0 har vi

f(@) = f(2) + f(2)(z = 2), fly) = f(z)+ f(2)(y—2)
Multipliser den forste ulikheten med 1/p og den andre med 1/¢ og adder.

b) Anta heretter at % + % =1, vis at

1 1
ab < —aP + =b?
p q
dersom a og b er ikke-negative tall. Hint: Bruk at e* er konveks.

Lgsningsforslag:
ab = eln(a)+ln(b)

1
= exp ( In(a?) +
p

11n(zﬂ)>

q
< leln(ap) 4= L en(0?) — 1a’p + bq
p 4q p q
For p € N, la ¢, veere rommet av alle folger {z;}.-, som er slik at >; |z;]” < oc.

c) Vis at ¢, C ¢, for p > 1.

Lgsningsforslag: Anta x € ¢;. Siden Y, |z;| < oo s& kan vi finne M slik at |z;| < 1 for
t > M. Derfor

M

]I, < Z |z + Z |i]
=1 i=M+1
M

<Y lal + flall, < oo,
=1

dvs. z € .

For z, y € ¢, definér

[e'e) 1/73
dyfay) = |l — o], = (zm —ym’) pen.

i=1
Definér ogsa © -y = >, z;y; for x € £, og y € £y, 0g 1/p+1/q=1.
d) Vis at
-yl < =, lyll,
hvor HxH d,(z,0). Hint: Anta forst at Hpr = Hqu =1.



Lgsningsforslag: Vi antar at ||z, = [ly[l, = 1.

1 1
|z - y| < Z |ziyi| < EZ 24" +§Z |ys|?

1 1
— p q _
= Ml oy =1

= [lll, llull, -
Hvis ||z[|, # 1 sett = z/ ||z||, og tilsvarende for y. Ulikheten holder “av seg selv” hvis x
eller y er null.

e) Vis trekantulikheten for d, og konkluder med at d, er en metrikk.

Lgsningsforslag: La ¢ =p/(p — 1) slik at 1/p+1/q =1,
Iz +yllp < D7l +yal”™" (il + i)

1/q
=i
< (Sho+ul ™) (lell, + ol

-1
=llz+yl2" (ll=ll, + llyl,)

Dermed oppfyller d, trekantulikheten. Det er lett & vise at d,, oppfyller de to andre kravene
til en metrikk.

For p = oo definerer vi

doo(,y) = ||z — yll o = sup |2 — vl .

f) Vis at dy, er en metrikk og at dersom z € ¢; gjelder

Jim [lall, = [l

Lgsningsforslag: Det er lett a vise at dy, er en norm.
Vi har at

=g, = s wl” < D lwil” = |zl
T
Derfor blir
liminf ], > ], .

Vi har ogsa at
il = |zl |l < (|l ] -



Fra dette folger

11 1
]l < lzlloo ™l -

Dette gir
1—1 1
timsup ], < limsup |1zl " 27 )
p—00 p—00
1—1 1
< limsup 2] * timsup [l2]f = |-
p—00 p—00
Vi fir Himsup, . 2], = 2], = lim infyoo Jo].

g) Skissér enhetskuleskallet B(0,1) = {x € R? | d,(2,0) =1} forp=1, p=2 og p = .
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