Spogrsmal 1. La P, veere mengden av alle nte-gradspolynomer med rasjonale
koeffisienter

Pn:{f:]R—HR | f(x):zn:aixi, aieQ},
i=0

og la P vaere unionen av disse

a) Vis at P er tellbar.

Chat GPT-4 Omni:

Mengden P er en tellbar union av tellbare mengder P,. Hver P, er tellbar
fordi det er et (n+1)-tupelet produkt av de tellbare mengdene av rasjonale
tall. Dermed er P tellbar.

Sett
A={zreR | py(x)=0forenp, €P}.
A kalles de algebraiske tallene.

b) Vis at A er tellbar.

Chat GPT-4 Omni: Mengden A er mengden av rgttene til polynomer i
P, og fordi hvert polynom har et endelig antall rgtter og P er tellbar, er A
tellbar.

c) Hva er galt med folgende “bevis” for at A N[0, 1] ikke er tellbar: Anta
{a;} er en liste av A N[0, 1], med desimalekspansjon

a; = 0.djdipdizdiy -~ - - - dij -

La s(a) =1 dersoma # 1 og s(a) = 2 ellers. Da era = 0.s(d11)s(dag)s(ds3) - - - s(dy;) - - -

tkke med 1 lista, og A kan derfor ikke vere tellbar. Hint: Kan du finne et
tall som ikke er algebraisk?



Chat GPT-4 Omni: Feilen er at det bruker Cantor’s diagonalprosedyre
pa A N[0,1], som er tellbar, fordi alle algebraiske tall kan veere liste som
rottene til tellbare mange polynomer med rasjonelle koeffisienter.

Spgrsmal 2.

a) En funksjon f: R — R kalles konveks dersom
1 1 1 1 1 1
b=l f(atoy) < f@) S,
p q p q p q

for alle p og ¢ sterre eller lik 1. Vis at dersom f”(z) > 0 for z € Rsa er f
konveks. Hint: Bruk Taylor’s formel av grad 1 med restledd.

Chat GPT-4 Omni: Taylor-formelen viser at hvis f”(z) > 0, daer f(z) =
fla)+ f'(a)(z —a) + %f”(f). Siden f”(§) > 0, er f konveks.

b) Anta heretter at % + é =1, vis at

1 1
ab < —a? + —b?
p q

dersom a og b er ikke-negative tall. Hint: Bruk at e* er konveks.

Chat GPT-4 Omni: Ulikheten ab < %ap + %bq folger fra konveksiteten til
eksponentialfunksjonen e”, anvendt pa x = log(a) og y = log(b).

For p € N, la ¢, vaere rommet av alle folger {x;}.~ som er slik at ¥; ;| <
0.

c) Visat {; C ¢, for p > 1.

Chat GPT-4 Omni: Funksjonen ¢; med ¥; |2;| < oo er inneholdt i £, siden
om Y; |z;] < oo, felger ¥ |x;[P < oo for p > 1.



For z, y € ¢, definér

00 1/p
%@unzux—mu:(gy%—ww) peN.

Definér ogsa -y = ¥, ayy; for x € {, og y € {y, 08 1/p+1/q=1.
d) Vis at

-yl < [l [[yll,
hvor ||z[|, = d,(z,0). Hint: Anta forst at ||z, = [ly[[, = 1.

Chat GPT-4 Omni: Ved antakelse |[z]|, = [ly[|, = 1, anvend Holder’s
ulikhet: = lzigi] < (2 |if")"" (€ |ul)"".

e) Vis trekantulikheten for d, og konkluder med at d, er en metrikk.

Chat GPT-4 Omni: Trekantulikheten for d, fglger fra Minkowski ulikhet:
(Sles + ") < (S lzf)77 + (= [wl”)”.

For p = oo definerer vi

doo(7,y) = ||7 — yl| . = sup |z; — yil.
1

f) Vis at d er en metrikk og at dersom z € ¢; gjelder

Jim [l2ll, = o]l .

Chat GPT-4 Omni: For 41, d(z,y) er sup; |x; — y;| og folger trekantulik-
het. Dessuten, hvis x € {1, fores lim,, . [|z], = ||z, av 2.



