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Eksamen i: INF-MAT3360 — Partial Differ-
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Oppgavesettet er pa 3 sider.
Vedlegg: Ingen
Tillatte hjelpemidler: Ingen

Kontroller at oppgavesettet er komplett
fgr du begynner & besvare spgrsmalene.

La T > 0 og definer fglgende mengder:

R={(z,t):0<z <1 og 0<t<T}
B={(z,t):x=0 og 0<t<T}U{(z,t):z=1 og 0<t<T}
U{(z,t):t=0 og 0<z<1}

Oppgave 1.
Betrakt folgende varmelikning:

U + ¢(T)Uuy — Uz = w(z,t), foralle (x,t) € R
u(0,t) = u,(1,¢) =0, for alle ¢ € (0,7 (1)
uw(z,0) = f(z), foralle z€]0,1]

der f,w,c er glatte funksjoner.
(i.) Anta at w(z,t) < 0 for alle (x,t) € R, og at u er en glatt lgsning av

(1). Vis at

max_u(x,t) < maxu(z,t).
(z,t)ER z€B

(Fortsettes side 2.)
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(ii.) Anta at ¢ =0 og w = 0.

Vi er gitt et endelig differanseskjema some approksimerer lgsningen av
(1) pa et uniformt gitter med gitterlengde Ax og tidssteg At. Definer

At
(Az)?

r =

La gitterpunktene vaere gitt ved z; = jAz for j = 0,1,...,N + 1, og
tidsstegene ved t™ = mAt for m = 0,1,.... La v}® ~ u(x;,t™) veere
den numeriske lgsningen. Differanseskjemaet er gitt ved

U;"+1:(1—2r)uz71+r(vﬁl+vjm_l) V j=12...,N. (2

Hvordan finner vi vg* og vy, form =1,2,...7
(iii.) Utled en betingelse pa r slik at

min o) <0 < max vy

0<k<N+1 0<k<N+1
for alle m, 5.

(iii.) Skriv ned et implisitt skjema som lgser (1) med samme gitterpunkter
som over.

(iv.) Vis at det implisitte skjemaet alltid er stabilt, enten med Von Neu-
manns stabilitetsanalyse eller diskrete maksimumprinsipper.

Oppgave 2.
Betrakt folgende bglgelikning med Von Neumann-randbetingelser:

Ugp — Ugy = 0, foralle 0<z<1, t>0
uz(0,t) = ux(l,t) 0, for alle t>0
u(z,0) = f(z), foralle 0<z<1
u(z,0) = g(z), foralle 0<z<1

(i.) Vi er gitt initialbetingelser

f(z) = 2cos(3mx) + 4 cos(brx),
g(x) =

Finn en eksplisitt lgsning av (3) med disse initialbetingelsene med fouri-
ermetoden.

(Fortsettes side 3.)
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(ii.) Vi definerer energien til en lgsning u(x,t) av (3) med generelle initial-
betingelser f og g som

E(t) :/0 up(w,t) + u(z, t)dx.

Vis at E(t) < E(0).
(iii.) Vis at lgsningen av (3) er unik.

(iv). Skriv ned et eksplisitt differanseskjema til a approksimere lgsningen av
(3). Bruk et uniformt gitter.

(v.) Under hvilke betingelser er dette skjemaet stabilt?

SLUTT



