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Oppgave 1

1-a

Lgs varmeledningsproblemet

Up = Ugg, x € (0,1),¢>0, (1)
u(0,t) =u(l,t) =0, ¢t>0, (2)
100
u(z,0) = Z cpsin(kmzx), € (0,1), (3)
k=1
hvor ¢y, co,...,cigo er gitte reelle konstanter.

1-b
Lgs problemet (1), med randbetingelse (2), og med initialbetingelse

u(z,0) =z(l—z), z€(0,1). (4)

1-c
Bruk separasjon av variable til & lgse ligningen
U — Uggt = Uzz, T € (0,1),¢>0,

med randbetingelse (2) og initialbetingelse (3).

(Fortsettes pa side 2.)
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Oppgave 2
2-a
Betrakt det ”bakvendte varmeledningsproblemet” gitt ved
Up = —Ugz, x € (0,1),¢>0, (5)
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0, (6)
u(w,0) = f(z), @€ (0,1), (7)

hvor vi spesielt gjgr oppmerksom pa minustegnet i (5). Bestem en lgsning
nar f(z) = sin(krz), hvor k > 0 er et heltall.

2-b

La t > 0 veere gitt. Forklar hvorfor det ikke finnes noen konstant C' > 0,
uavhengig av initialfunksjonen f, slik at

/01u2(x,t) dx < 0/01 2(z) dx.

Er problemet (5) — (7) stabilt med hensyn pa perturbasjoner av
initialfunksjonen? Begrunn svaret.

2-c
Anta at vi erstatter (5) med den modifiserte ligningen
Ut — OUggt = —Ugg, « € (0,1),¢>0, (8)

hvor 6 > 0 er en liten parameter. Vis at glatte lgsninger til problemet (6) —
(8) tilfredsstiller

E(t) < 9F(0), der E(t) = / 1[u2(:c,t) + 0uZ (z,t)] d.
0

Oppgave 3
3-a
Vi betrakter randverdiproblemet
eu’(z) + 2zu/(x) =0, z € (0,1), 9)
u(0) = a, u(l) = b, (10)

hvor a, b er reelle konstanter og € > 0. Vis at funksjonen

(b—a)H(z/e)

D= g

hvor H(z) = foz et dt, lgser dette problemet og bruk dette til & vise at

min(a,b) < u(z) < max(a,b), x€][0,1]. (11)

(Fortsettes pa side 3.)
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3-b

For alle x € [0,1] bestem grensen av uc(z) nar ¢ — 0. Er konvergensen
uniform pa [0, 1]? Skisser funksjonen u, nar € er liten, a = 1, og b = 2.

3-c
Anta at folgen {vj};‘i& tilfredsstiller differensligningen
v; = v + Bjvj—1, j=1,2,...,n,
hvor koeflisientene tilfredsstiller
aj,B; >0, a;+B;=1, j=1,2,...,n.
Vis at
min(vg, vp41) < v; < max(vy, vpy1), J=1,2,...,n.

3-d
Anta at problemet (9), (10) approksimeres med differensmetoden

(2041 = 205 F v Ul — V1

2 + 2z 57,

Vo=@, Upt1 =D, (13)

hvor z; = jh. Vis at hvis h < €2, sa vil alle Igsninger til differensmetoden
tilfredsstille folgende analog av (11):

min(a,b) <v; <max(a,b) 0<j<n+1. (14)

3-e

Vis ved et moteksempel at hvis € er liten i forhold til A, sa vil (14) ikke holde.
(Tips: Betrakt tilfelle n = 1.)



