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Oppgave 1.

La V' veere et reelt normert vektorrom med norm | |. La S veere mengden

av enhetsvektorer 1 V, gitt ved betingelsen |z| = 1.

a) Vis at en lineser operator A : V. — V er kontinuerlig hvis og bare
hvis det fins en konstant ¢ slik at [Ay| < ¢ for alle y € S. Vis ved
eksempel at ikke alle linesere operatorer pa ethvert normert rom trenger
a veere kontinuerlige. (Vink: Prgv med en derivasjonsoperator D pa et

passende funksjonsrom.)
b) Sett ||A| = sup,cg|Ay| for kontinuerlig A. Vis at vi har
[Az| < [|A[lz] og [|BA] < [|B][Al

for alle x € V' og alle kontinuerlige A, B. Her betyr BA den sammen-
satte operatoren definert ved (BA)x = B(Ax). Operatorene A + B og

sA (for s reell) er tilsvarende definert.

Mengden £ av kontinuerlige lineaere operatorer pa V' danner en algebra med
operasjonene sA og A+ B og BA. Forsynt med normen [|A|| = sup,cg |Ay|

blir £ en normert algebra, spesielt et normert vektorrom.
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¢) Vis at hvis V' er komplett, sa er £ komplett.

I resten av oppgaven antar vi at V er komplett. La E vare identitets-

operatoren pa V, gitt ved Fx = x.

d) Vis at hvis A € & oppfyller ||A|| < 1, sa konvergerer folgen av operatorer
B,=FE+ A+ A%+ ...+ A" mot en operator B € £ som er invers til
E — A. Spesielt er ' — A en invertibel operator.

e) Vis at mengden & av invertible operatorer i £ er apen. (Vink: Vis at
for hver T' € & gjelder |F — AT™!|| < 1 nar A er tilstrekkelig neer 7',
for eksempel nar |7 — A| < 1/||T7Y.)

Oppgave 2.

La X veere et lokalt kompakt Hausdorff-rom. La 7 veere systemet av apne
mengder i X (topologien) og 5 C 7 en basis for topologien, slik at hver
apen mengde kan skrives som en union av mengder fra 5. La (. C § vere

undersystemet av mengder fra # som har kompakt tillukning.
a) Vis at ogsa (. er en basis for topologien.
Anta videre at X har en tellbar basis for topologien.

b) Vis at X kan skrives som en union av tellbart mange kompakte del-
mengder C,C5, ... med C; Cint Cyyq for i =1,2,....

La X* = X U{oo} veere ettpunktskompaktifikasjonen til X.

¢) Vis at oo har en tellbar omegnsbasis i X*.

Oppgave 3.

La M (n) veere rommet av n X n-matriser med standardtopologien, og la p :
M(n) x R" — R™ veere operasjonen (A, z) = Az, der Ax star for matrisen
A anvendt pa (sgyle-) vektoren z. Det anses kjent at p er kontinuerlig.

La O(n) € M(n) veere gruppen av ortogonale matriser, forsynt med
underromstopologien, og la G C O(n) veere en lukket undergruppe av O(n)

(slik at G er en lukket delmengde av O(n) som inneholder identitetsmatrisen
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samt produktet BA og den inverse A~! for alle A,B € G). Gruppen G
definerer en ekvivalensrelasjon =g i R", der © =¢ y betyr at y = Az for en
A € G. Ekvivalensklassen til x er mengden Gx = {Az : A € G}. La R"/G
betegne mengden av ekvivalensklasser og 7 : R — R"/G den kanoniske
avbildningen 7(z) = Gz. Vi gir R"/G kvotienttopologien, slik at 7 blir en
identifikasjon. Vis fglgende:

a) 7 er en apen avbildning.

b) u|G x R™ er en lukket avbildning.

c¢) m er en lukket avbildning.

d) R"/G er et Hausdorff-rom.

e) Inversbildet ved 7 av en kompakt mengde er kompakt.
Avgjor til slutt hvilken av fglgende tre muligheter er korrekt:

f) R"/G er kompakt. R"/G er ikke kompakt, men lokalt kompakt.
R"/G er ikke lokalt kompakt.

SLUTT



