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Oppgave 1.

1 hvis tl 7é tg

For &1,t; € R definer plty, tz) = {0 hvis £, = to

For (z1,y1), (T2, y2) € R? definer
d((z1,91), (2, 42)) = |x1 — 22| + p(Y1, 92).
a) Vis at d er en metrikk pa R

b) Vis at (R?,d) er et komplett metrisk rom.

¢) Bestem sammenhengskomponentene i R? i topologien vi far fra d.

Oppgave 2.

La 7 veere klassen av delmengder av R som er bestemt ved at U tilhgrer 7
dersom enten U = () eller 0 € U og U er apen i den vanlige topologien pa R.

a) Vis at 7 er en topologi pa R.

b) Bestem tillukkingen til {0} og til {} der = # 0, samt tillukkingen og
interigret til [1,2) i topologien 7.
Er R et Hausdorff-rom med topologien 77

(Fortsettes side 2.)
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c)

La K C R vare en kompakt mengde i den vanlige topologien pa R.
Vis at K ogsa er en kompakt mengde i topologien 7. Avgjor om R er
lokalt kompakt i topologien 7. Er alle mengder som er kompakte i 7
ogsa lukkede i 77

La f:R — R vere en avbildning som er kontinuerlig i den vanlige
topologien paR. Anta ogsa at f(0) = 0. Vis at daer f ogsa kontinuerlig
i topologien 7. Avgjgr nar f er kontinuerlig i 7 dersom vi dropper
betingelsen f(0) = 0.

Oppgave 3.

La X veare et lokalt kompakt Hausdorff-rom. La oo veere et punkt som ikke
ligger i X. Sett X* = X U {oo}. Vi gir X* en topologi ved at basisomegner
for punkter i X er vanlige apne omegner i X, og basisomegner om oo er
komplementer i X* av kompakte mengder i X. Vi kaller X* ettpunkts-
kompaktifikasjoner av X.

a)

b)

Vis at X* er et kompakt Hausdorff-rom (det er ikke meningen at du
skal vise at X* er et topologisk rom).

La Z veere et kompakt Hausdorff-rom. La f: X — Z veare en imbed-
ding. Anta mengden Z — f(.X) bestar av bare et punkt. Vis at det fins
en homeomorfi f: X* — Z slik at f|X = f.

La f: X — Y veare en kontinuerlig avbildning mellom to lokalt kom-
pakte Hausdorff-rom. La f*: X* — Y* vaere definert ved at f*(o0) = oo
og f*(x) = f(x) for x € X. Vis at f* blir kontinuerlig hvis og bare
hvis f~!(K) er kompakt for hver kompakt K C Y.

La f:R? — R? og g: R* — R? veere definert ved f(x,y) = (v, —y) og
g(@,y) = 754

Avgjgr om f og g kan utvides til kontinuerlige avbildninger

fr.g7: (R?)* — (R?)* med f(o0) = g(o0) = oc.

La X vere et lokalt kompakt Hausdorff-rom som ogsa er lokalt sam-
menhengende. La K vare en kompakt sammenhengskomponent av X.
Vis at K ogsa blir en sammenhengskomponent av X*. Vis at sammen-
hengskomponenten til oo i X* er UC; U {oc} der vi tar unionen over

alle sammenhengskomponenter C; av X som ikke er kompakte.
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